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1 はじめに

表題としましたように, コンパクト量子群 (の極小) 作用についてのガロワ対応
の概略を報告します. 今回の結果は, [3] で証明されたコンパクト Kac 環につい
てのガロワ対応をコンパクト量子群にまで一般化するものです. 始めに作用素環
論におけるガロワ対応とその研究の歴史を簡単に振り返ってみます. 一口にガロ
ワ対応といっても状況設定は様々ですが, 今回は次の二つの状況を考えます.

(1) コンパクト (量子) 群 $G$ が因子環 $M$ に極小に作用しているとき, 固定点環 $M^{G}$

と $M$ との中間部分因子環を, $G$ の「閉部分群」的な対象で記述する.

(2) 離散 (量子) 群 $\Gamma$ が因子環 $N$ に自由に作用しているとき, $N$ と接合積 $N\rtimes\Gamma$

との中間部分因子環を, $\Gamma$ の「部分群」的な対象で記述する.

有限群 $G$ と $II_{1}$ 型因子環という状況下で, (1) のタイプについて最初に成功した
のは中村武田 [6] でした. それ以来, 主に日本で活発な研究が続きます. 岸本 [4]
は, コンパクト群 $G$ が大局的不変にする中間部分環と正規閉部分群との対応を得
ました. また (2) のタイプについて, 中神-竹崎 [5] が (局所コンパクト群)r の双
対作用と接合積の中間部分環について論じ, 長田 [2] は,「条件付き期待値が落ち
る中間部分因子環」 と部分群との対応を証明しました.

(1) と (2) は一見異なるように思われますが, 自由作用の双対作用は極小作用で
あること, (固定点環が無限なら) 極小作用は自由作用の双対作用であることから,
Kac環や量子群の言葉を用いれば本質的には変わりありません (コンパクト群や,
離散群の双対はコンパクト Kac環を作る). 泉-Longo $Popa[3]$ は, (1) を部分因子
環論の技術を用いて, コンパクト Kac環にまで拡張しました. その証明の過程で
特に重要だったのが,「全ての中間部分因子環に条件付き期待値が落ちる」 という
ことでした. これは長田の条件は自動的にみたされていることを意味します.
さて今回は, コンパクト量子群にまで (1) を一般化します. ここでの一番の難所

は, コンパクト量子群の極小作用については条件付き期待値が落ちない中間部分
因子環が存在することがある, という点です. 実際 $G=SU_{q}(2)$ の極小作用 (具体
的な構成は植田 [11] による) を考えて, [3] の方法により ( $SU_{q}(2)/\mathbb{T}$でない)Podle6
球面 [7] から中間部分因子環を構成すると, 簡単な計算からその例となることが
分かります. そのため [3] の証明全てを用いることはできませんが, そこで導入
された 「離散的包含」 という対象を少し異なる角度から研究することで, 条件付
き期待値を使う議論を避けられます. この点を含めて説明してみたいと思います.
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2 泉-Longo-Popaによる方法
まずコンパクト (量子)群の極小作用の定義を確認します. 記号については $[3, 10]$ ,
コンパクト量子群の基礎事項については [13] をご参照ください. 量子群に不慣れ
な方はコンパクト群に置き換えると理解しやすいと思います.

定義 21 $G$ をコンパクト量子群, $M$ を $vN$ 環, $\alpha$ : $Marrow M\otimes L^{\infty}(G)$ を単位的
かっ忠実な正則 $*$ 準同型とする.

1. $\alpha$ が作用 (action) であるとは, $(\alpha\otimes id)\circ\alpha=(id\otimes\delta)\circ\alpha$ をみたすとき
にいう. ここで $\delta$ は, $(\delta\otimes id)\circ\delta=(id\otimes\delta)\circ\delta$ をみたす $G$ の余積準同型
$\delta:L^{\infty}(G)arrow L^{\infty}(G)\otimes L^{\infty}(G)$のことである.

2. 作用 $\alpha$ が忠実 (faithful) であるとは, 次の条件 (full spectrum condition) が
成り立っときにいう:

$L^{\infty}(G)=\overline{span}-weak\{(\omega\otimes id)(\alpha(M))|\omega\in M_{*}\}$.

S. 作用 $\alpha$ が極小 (minimal) であるとは, $\alpha$ が忠実かつ $(M^{\alpha})’\cap M=\mathbb{C}$ をみた
すときにいう.

極小作用 $\alpha$ に対して, 既約な包含 $N:=M^{\alpha}\subset M$ を subfactor理論から理解し,
この包含の中間にある因子環 $N\subset L\subset M$ を特定する, というのが [3] の基本的
戦略です. ここで重要な概念「離散的包含」 ([3, Definition 3.7]) について触れて
おきます. そのために多少記号を導入します.

$E:Parrow Q$ を因子環 $P$ から因子環 $Q$ の上への条件付き期待値, $Q\subset P$ 欧 $P_{1}$ を
$E$ に対する一回目の basic extension とします. $E$ の双対作用素値荷重を $\hat{E}$ と書き
ます. 作用素値荷重について, 出発地と行き先を明確にしたい場合は $E_{Q}^{P}$ や $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

のように書くこととします.

定義 2.2因子環の包含 $Q\subset P$が離散的であるとは, ある条件付き期待値 $E:Parrow$

$Q$ が存在し, その双対作用素値荷重 $\hat{E}:P_{1}arrow P$ が $Q’\cap P_{1}$ 上で半有限であるとき
にいう.

すると次が成り立ちます.

補題 2.3 $\alpha$ を $G$ の $M$ への極小作用とすると, 包含 $M^{\alpha}\subset M$ は離散的である.

実際 $M_{1}$ は接合積 $M\rtimes_{\alpha}G$ と自然に同型であり, 極小性から $(M^{\alpha})’\cap M_{1}$ が $G$

の群環と同型になります. $E_{M^{\alpha}}^{M}$ を $G$作用の平均から得られる $M$ から $M^{\alpha}$ の上へ

の条件付き期待値とすると, その双対作用素値荷重 $\text{\^{E}}_{M^{1}}^{M}$ の $(M^{a})’\cap M_{1}$ への制限
は, 群環上の Plancherel荷重と一致します. よって特にその制限は半有限となり
ます.
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[3] では, この離散性という概念に注目して, 中間部分因子環を特定する方法が
編み出されました. 以降しばらく極小作用から離れ, 既約で離散的な部分因子環
$N\subset M$ を考えることにします. sector の議論を使うため, 必要なら無限環をテ
ンソルして $N$ の無限性も仮定しておきます.
条件付き期待値は $E_{N}^{M}$ と書き, その双対作用素値荷重を $\hat{E}_{M}^{M_{1}}$ と書きます. $N$

の忠実状態 $\omega$ を固定しておき, $M$ の忠実状態 $\varphi$
$:=\omega\circ E_{N}^{M}$ からできる GNS 表

現 $(H_{\varphi}, \Lambda_{\varphi})$ を考えます. そこで basic extension を標準的な方法で実現しておき
ます. つまり, Jones射影 $e_{N}\in B(H_{\varphi})$ を

$e_{N}\Lambda_{\varphi}(x)=\Lambda_{\varphi}(E_{N}^{M}(x))$ for $x\in M$

と定め, $M_{1}=M\vee\{e_{N}\}’’$ とします.
離散性は $\text{\^{E}}_{M^{1}}^{M}$ の $N’\cap M_{1}$ への制限が半有限であることを意味しますが, 山上
の結果 [12, Corollary 28] により $N’\cap M_{1}$ は I型因子環に分解します:

$N’\cap M_{1}=\oplus A_{\xi}$ ,
$\zeta\in\Xi$

ここで $A_{\xi}$ のタイプを $I_{n_{S}}$ 型とします. 先ほどの極小作用の例では, $(M^{\alpha})’\cap M_{1}$

は $G$ の群環だったので, 宜は既約表現の同値類の集合 Irr(G) となります.
次の目標は $M$ を, $N$ と $M$ 内のある Hilbert 空間族で生成させることです. 極

小作用についていえば, $M$ を $M^{a}$ と $\hat{G}$ の Roberts作用 [8] の接合積として表すこ
とに対応します.

$\gamma_{N}^{M}:Marrow N$ を Longo による canonical な準同型とします. 次の双加群の同型
を導く準同型というのがその定義です (従って $N$ のユニタリで摂動するだけの自
由度を除き一意的に決まります):

$ML^{2}(M)_{NM_{\gamma_{N}^{M}}}\cong L^{2}(N)_{N}$ .
等式 $N’\cap M_{1}=End(NL^{2}(M)_{N})\cong End(N\gamma_{N}^{M}L^{2}(N)_{N})$ から, 極小射影 $p_{\xi}\in A_{\xi}$ に

対応した $\gamma_{N}^{M}|_{N}$ の直和因子があります. これを $\rho_{\xi}$ と書きます (sector $[\rho_{\xi}]$ は一意
的に決まります):

$Np_{\xi}L^{2}(M)_{N}$ or $N\rho\epsilon^{L^{2}(N)_{N}}$ .
$p_{\xi}$ が極小射影であり, $\hat{E}_{M}^{M_{1}}(p_{\xi})<\infty$なので, $\rho_{\xi}$ は既約かつ有限指数を持ちます.
なお, $\rho_{\xi}$ は次のようにしても求められます. $e_{N}\in N’\cap M_{1}$ を Jones射影とし,
$w\in M_{1}$ を $p_{\xi}=ww^{*},$ $e_{N}=ww$ となるように取ります. このとき $x\in N$ に対
し, 元 $w^{s}xw$ は $Ne_{N}$ に含まれるため, これを $\rho_{\xi}(x)e_{N}$ と書いて $\rho_{\xi}\in End(N)$ を

定義します. これで上の同型が成り立ちます.
次に $N$ の準同型 $\rho_{\xi}$ を implementする $M$ の元の集合を $Jf_{\xi}$ と書きます:

$K_{\xi}=$ { $V\in M|Vx=\rho_{\xi}(x)V$ for all $x\in N$}.

すると $H_{\xi}^{*}\mathfrak{X}_{\xi}$ は $N’\cap M=\mathbb{C}$ に含まれるので, $Jf_{\xi}$ は $M$ 内の Hilbert空間 (定義は
[8] を参照してください) です. [3, Theorem 3.3] により, 次が成り立ちます.
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補題 24前述のように $\xi\in\Xi,$ $A_{\xi}$ は $I_{n_{\zeta}}$ 型因子環とする.

1. $n_{\xi}$ は $\dim(Jt_{\xi})$ に等しく, 有限である.

2. $A_{\xi}=Jt_{\xi}^{*}e_{N}\mathcal{H}_{\xi}$ .
$V$, W\in 」て\mbox{\boldmath $\xi$} に対し, (V, $W$) $:=E_{N}^{M}(VW^{*})$ と定めます. 右辺は $\rho_{\xi}(N)’\cap N=\mathbb{C}$

に含まれることから, $(\cdot, \cdot)$ は Hilbert 空間 $ft_{\xi}$ の別の内積となります. この内積に
ついて $\mathcal{H}_{\xi}$ の正規直交基底 $(V_{\xi_{i}})_{i\in I_{S}}$ を取ります. すると $(V_{\xi_{1}}^{*}e_{N}V_{\xi_{j}})_{t_{\dot{\theta}}\in I_{S}}$ が AO行
列単位となります. $A_{\xi}$ たちの直和が $N’\cap M_{1}$ だったので, 次が成り立ちます:

$1= \sum_{-\xi\in-}\sum_{e|\in I}V_{\xi_{i}}^{*}e_{N}V_{\xi:}-\cdot$
.

特にベクトル $\Lambda_{\varphi}(x),$ $x\in M$ にかけてみると

$\Lambda_{\varphi}(x)=\sum_{\underline{\overline{-}}\xi\in}\sum_{i\in I_{S}}\Lambda_{\varphi}(V_{\zeta:}^{*}E_{N}^{M}(V_{\xi_{1}}x))$
.

それゆえ $M$ は GNS Hilbert 空間のレベルで $Jt_{\xi}^{*}N$ たちの線形和によって張られ
ます. またこの線形和は $N$ を含む $*$ 部分環であることが分かります ([3, Lemma
3.2] から $\rho_{\xi}\rho_{\eta}$ の既約因子が $\gamma_{N}^{M}|_{N}$ に含まれる).
次に Hilbert空間のレベルよりも強い主張である, $\sigma$-弱位相による閉包の $M$ と

の一致を竹崎の定理 [9] を応用して示します. そのためにモジ $z$ラー自己同型群 $\sigma^{\varphi}$

が $Pf_{\xi}$ についてどうふるまうかを計算します. 実際に次が成り立ちます ([3, Lemma
$2.12.(i)])$ .

補題 2.5 $\varphi=\omega oE_{N}^{M}$ を前に取った忠実状態とする. このとき

1. 各 $\xi\in$ 巳に対して $N$ 上の支配的荷重 $\psi_{\xi}$ とユニタリ $u\in N$ が存在し, 全て
の $t\in \mathbb{R}$ に対して $\sigma_{t}^{\psi_{\xi}oE_{N}^{M}}(uJt_{\xi})=uJf_{\xi}$が成り立っ.

2. 全ての $t\in \mathbb{R}$ に対して $\sigma_{t}^{\varphi}(\mathcal{H}_{\xi})\subset N\mathfrak{X}_{\xi}$ が成り立っ.

2の主張は, 1の主張と Connes の Radon-Nikodym定理から従います. よって
次が分かります ([3, Lemma 3.8] に記述がありますが, その補題ではより強い内
容を主張しています).

定理 2.6 $N\subset M$ を既約かつ離散的包含とする. $\Xi,$
$\rho_{\xi},$

$\mathcal{H}_{\xi}$ を前のように取ると,
次が成り立っ:

$M=\overline{sp}$面$\text{架^{}-we8k}\{\mathcal{H}_{\xi}^{l}N|\xi\in\Xi\}$.
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次に泉-Long0-Popaは中間部分因子環の特徴付けに話を進めます. $N\subset L\subset M$

を中間部分因子環とします. $\rho_{\xi},$ $K_{\xi}$ を前のように取っておき

$\mathfrak{X}_{\xi}=L\cap Jt_{\xi}$

とおきます. これは $0$ かもしれません. $X_{\xi}\neq 0$ となる $\xi$ たちの集合を三 L と書き
ます. 目標は $L$ を次のように書くことです:

$L=\overline{span}-\mathscr{M}ak\{\mathfrak{X}_{\xi}^{*}N|\xi\in\Xi_{L}\}$ . (1)

先ほどの議論にならい, $A_{\xi}$ の射影を作ることから始めます. まず $Jt_{\xi}$ には内積
$(\cdot, \cdot)$ が入っていました. 部分空間 $\mathfrak{X}_{\xi}$ にもその制限内積が入りますから, その内
積についての正規直交基底 $(V_{\xi_{1}})_{i\in I_{\xi}^{L}}$ を取ります. そこで

$z_{L}:= \sum\sum V_{\xi:}^{*}e_{N}V_{\xi:}\in N’\cap M_{1}$ (2)
$\xi\in\Xi_{L}\{\in I^{L}$

とおきます. 私たちは $\overline{\Lambda_{\varphi}(L)}=z_{L}H_{\varphi}$ を期待するわけですが, [3, Theorem 3.9]
の証明 ( $\sigma^{E_{N}^{M}o\hat{E}_{M}^{M_{1}}}=$ idd を仮定) をよく読むと, $\sigma^{E_{N}^{M}o\hat{E}_{M}^{M_{1}}}=id$ は竹崎の定理から部
分環を特定するのに必要な条件であり, GNS Hilbert 空間レベルの決定には必要
でないことが分かります. すなわち

補題 2.7 $N\subset L\subset M$ を中間部分因子環とする. $z_{L}$ を前のように決めると, 次
が成り立っ:

$\overline{\Lambda_{\varphi}(L)}=z_{L}H_{\varphi}$ .
つまり $L$ は GNS Hilbert 空間のレベルで $\mathfrak{X}_{\xi}^{*}N$たちの線形和で張られることが分
かります.

(1) を示すため, [3] では $\sigma^{E_{N}^{M}o\hat{E}_{M}^{M_{1}}}=id$ を仮定します. すると補題 25(1) にお
いて, 特に $\sigma^{\psi_{\epsilon}}|_{uJf_{\xi}}=id$ をみたす支配的荷重 $\psi_{\xi}$ を取ることができ, $\sigma^{\varphi}$ が $X_{\xi}^{*}N$

を不変にすることが分かります. ここで竹崎の定理により, $L$ の上に $M$ から $\varphi$

を保存する条件付き期待値が落ちるため, (1) が成り立ちます. 私たちの課題は
$r_{\sigma^{E_{N}^{M}o\hat{E}_{M}^{M_{1}}}}=id$ を仮定せず (1) を示す」 ことです.

3 主結果の証明
私たちは全体 $M$ から中間 $L$ を特定するのではなく, まず包含 $N\subset L$ の離散性
を示すことを目指します. 実際もしもそれが離散的であり, さらに $\mathfrak{X}_{\xi}$ が離散性
に由来する implementing Hilbert空間であること (つまり $N’\cap M_{1}$ から作られた

$\rho_{\xi}$ が $N’\cap L_{1}$ からも作られるということ) が分かれば, 定理 26から $L$ が $X_{\xi}^{*}N$ た

ちの線形和から張られることになります.

104



$N\subset L$ の離散性を示すため, 条件付き期待値 $E_{N}^{L}$ $:=E_{N}^{M}|_{L}$ に対する basic
extension $N\subset L\subset L_{1}$ を, $N\subset L\subset M_{1}$ の corner として実現することを目指し
ます. ここで $\varphi_{1}$

$:=\omega\circ E_{N}^{M}\circ\hat{E}_{M}^{M_{1}},$ $\psi_{1}$ $:=\omega\circ E_{N}^{L}\circ\hat{E}_{L}^{L_{1}}$ と $M_{1},$ $L_{1}$ 上の荷重をそ
れぞれ定めます. また $N\subset L$ の Jones射影を $f_{N}$ と書きます. 双対作用素値荷重
の性質から $\hat{E}_{M}^{M_{1}}(e_{N})=1,\hat{E}_{L}^{L_{1}}(f_{N})=1$ が成り立ちます.
今, $L_{1}$ の GNS Hilbert 空間 $H_{\psi_{1}}$ を $M_{1}$ の GNS Hilbert 空間 $H_{\varphi_{1}}$ に埋め込む等
距離作用素 $U_{L}$ を次のように構成できます:

$U_{L}\Lambda_{\psi_{1}}$ (a$f_{N}b$) $=\Lambda_{\varphi_{1}}(ae_{N}b)$ , $a,$ $b\in L$ .

実際 $\Lambda(Lf_{N}L)\subset H_{\psi_{1}}$ が稠密であることと内積の簡単な計算から, $U_{L}$ が well-
definedかつ等距離であることが分かります. 明らかに $U_{L}$ は次の性質を持ちます:

$U_{L}x=xU_{L},$ $x\in L$ , $U_{L}f_{N}=e_{N}U_{L}$ . (3)

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の像射影を $p_{L}$ と書けば, $U_{L}$ の定義から

$p_{L}H_{\varphi_{1}}=\overline{\Lambda_{\varphi 1}(Le_{N}L)}$

が従い, 特に $p_{L}\in L’\cap\{e_{N}\}’\subset B(H_{\varphi_{1}})$ が分かります.
ここで (2) で定めた $z_{L}\in M_{1}$ と $p_{L}\in B(H_{\varphi_{1}})$ の関係を調べます, 補題 2.7から

$e_{N}\leq z_{L}$ かつ $z_{L}\in L’\cap M_{1}$ が分かります. よって

$z_{L}p_{L}H_{\varphi 1}=z_{L}\overline{\Lambda_{\varphi_{1}}(Le_{N}L)}=\overline{\Lambda_{\varphi_{1}}(Lz_{L}e_{N}L)}=\overline{\Lambda_{\varphi_{1}}(Le_{N}L)}=p_{L}H_{\varphi_{1}}$

より $B(H_{\varphi_{1}})$ の作用素として次が成り立ちます:

$p_{L}\leq z_{L}$

このことから, 次の単位的な写像 $\pi:z_{L}M_{1}z_{L}arrow B(H_{\psi_{1}})$ を定められます:

$\pi(x)=U^{*}xU$ , $x\in z_{L}M_{1}z_{L}$ .

ここで $p_{L}\in L’\cap\{e_{N}\}’\subset B(H_{\varphi_{1}})$ と $z_{L}M_{1}z_{L}=(L\vee\{e_{N}\}’’)z_{L}$ から, $\pi$ は準同型
です. さらに定義と (3) から

$\pi(xe_{N}y)=xf_{N}y,$ $x,$ $y\in L$

が成り立ち, 特に $\pi$ の像は $L_{1}$ となります. もちろん $z_{L}M_{1}z_{L}$ は因子環なので単射
的な写像です. よって次が分かりました.

補題 3.1 同型 $\pi:z_{L}M_{1}z_{L}arrow L_{1}$ は, 次の包含の同型を導く :

$\pi:Nz_{L}\subset Lz_{L}\subset z_{L}M_{1}z_{L}arrow N\subset L\subset L_{1}$.
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この補題から $N’\cap L_{1}$ を求めてみます. まず $z_{L}$ の定義から次が従います:

$(Nz_{L})’ \cap z_{L}M_{1}z_{L}=z_{L}(N’\cap M_{1})z_{L}=\bigoplus_{-\xi\in-L}X_{\xi}^{*}e_{N}\mathfrak{X}_{\xi}-\cdot$

両辺に $\pi$ を施すと

$N’ \cap L_{1}=\bigoplus_{\underline{\overline{-}}\epsilon\in\iota}\mathfrak{X}_{\xi}^{l}f_{N}\mathfrak{X}_{\xi}$
.

となります. 双対作用素値荷重 $\hat{E}_{L}^{L_{1}}$ は各 $\mathfrak{X}_{\xi}^{*}f_{N}\mathfrak{X}_{\xi}$ の上で有限ですから, $N’\cap L_{1}$

の上で半有限となります. すなわち包含 $N\subset L$ は離散的であることが示されま
した. これで定理 26を $N\subset L$ に適用できます. このとき $\rho_{\xi}$ に相当する準同型
を求めなければいけません. $V\in X_{\xi}$ を $1=(V, V)=E_{N}^{L}(VV$りとなるように選
ぶと, $p_{\xi}’=V^{*}f_{N}V$ は $N’\cap L_{1}$ の極小射影です. この射影と $N$ の既約準同型爆が
対応するわけですが, 先に述べた計算方法により

$\rho_{\xi}’(x)f_{N}=(f_{N}V)x(f_{N}V)^{*}=f_{N}\rho_{\xi}(x)VV^{*}f_{N}=\rho_{\xi}(x)f_{N},$ $x\in N$

となり, $\rho_{\xi}’=\rho_{\xi}$ が従います. もちろん $\rho_{\xi}$ を implement する $L$ 内の Hilbert 空間
は $X_{\xi}$ に他なりません. よって定理 26から, 次の主定理を導くことができます.

主定理 3.2 $N\subset M$ を既約で離散的な包含とする. $N$ は (従って $M$ も) 無限因子
環とする. $N\subset L\subset M$ を中間部分因子環とすると, 次が成り立っ.

1. $N\subset L$ も離散的な包含である.

2. $\gamma_{N}^{M},$ $\gamma_{N}^{L}$ をそれぞれ $N\subset M,$ $N\subset L$の canonicalな準同型とすると, Sect $(N)$

の元として $[\gamma_{N}^{L}|_{N}]\prec[\gamma_{N}^{M}|_{N}]$ が成り立っ.

$S$. $[\gamma_{N}^{L}|_{N}]$ を Sect $(N)$ の中で次のように既約分解すると

$[ \gamma_{N}^{L}|_{N}]=\bigoplus_{-\xi\in-\iota}m_{\xi}[\rho_{\xi}]-$

各 $m_{\xi}$ は有限であり, $\mathfrak{X}_{\xi}=\{V\in L|Vx=\rho_{\xi}(x)V, x\in N\}$ と定めれば,
$m_{\xi}=\dim(X_{\xi})$ かつ次が成り立っ:

$L=\overline{8}$兄 $n-weak\{\mathfrak{X}_{\xi}^{*}N|\xi\in\Xi_{L}\}$.

この結果を極小作用に応用すれば, 次のコンパクト量子群作用のガロワ対応を
証明できます. ここで左余イデアルというのは, 関数環 $L^{\infty}(G)$ の $vN$部分環 $B$ で

あって $\delta(B)\subset L^{\infty}(G)\otimes B$ をみたすもののことです. もし $G$ がコンパクト群であ
れば, $B$ は一意的な閉部分群 $\mathbb{H}\subset G$ によって $B=L^{\infty}(G/\mathbb{H})$ と表せます [1]. \S 1
で述べた 「閉部分群」 的な対象とは, 左余イデアルのことです.
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主定理 3.3 (ガロワ対応) $\alpha:Marrow M\otimes L^{\infty}(G)$ をコンパクト量子群 $G$ の因子環
$M$ への極小作用とする. $M^{a}\subset M$ の中間部分因子環の族を $\mathcal{I}(M, M^{a}),$ $L^{\infty}(G)$

の左余イデアルの族を $\mathcal{L}(G)$ と書く. $L\in \mathcal{I}(M, M^{\alpha}),$ $B\in \mathcal{L}(G)$ に対して

$L(L)$ $:=\overline{span}-weak\{(\omega\otimes id)(\alpha(L))|\omega\in M_{*}\}$ ,

$M(B)$ $:=\{x\in L|\alpha(x)\in M\otimes B\}$

と定めると, 次が成り立っ.

1. $\mathcal{L}(L)$ は左余イデアル, $M(B)$ は中間部分因子環である.

2. 写像ん: $\mathcal{I}(M, M^{a})arrow \mathcal{L}(G),$ $M:\mathcal{L}(G)arrow \mathcal{I}(M, M^{\alpha})$は互いに逆写像である,
すなわち $M\circ \mathcal{L}=id,$ $\mathcal{L}oM=id$ が成り立っ.

S. $M$ から中間部分因子環 $L$ の上への条件付き期待値が存在する必要十分条件
は, $L^{\infty}(G)$ から左余イデアル $L(L)$ の上への Haar状態を保存する条件付き
期待値が存在することである.

最後の (3) については, 作用と不変状態のモジュラー自己同型についての等式
$\alpha 0\sigma_{t}^{\varphi}=(\sigma_{t}^{\varphi}\otimes\tau_{-t})\circ\alpha$を用いた議論によりこれが従うことが分かります ($\tau_{t}$ はコ

ンパクト量子群の scaling 自己同型).

4 補足
$\alpha:Marrow M\otimes L^{\infty}(SU_{q}(2))$ を極小作用とします. $SU_{q}(2)$ の左余イデアルとして,

Podle6球面を取ります. 極大トーラスによる等質空間 $SU_{q}(2)/\mathbb{T}$ でない Podle6球
面には Haar状態を保存する条件付き期待値が落ちないことが, モジュラー自己
同型群の簡単な計算で分かります. 特に対応する中間部分因子環には $M$ から条
件付き期待値が落ちません (注: 実際はこの事実の証明には上記定理は必要あり
ません). まとめると

働題 4.1既約で離散的な包含 $N\subset M$であって, ある中間部分因子環 $N\subset L\subset M$

には $M$ から条件付き期待値が落ちないものが存在する.
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