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概要: 万能可逆チューリング機械は任意のチュー
リング機械を模倣できる可逆チューリング機械
である. 従来の非可逆万能チューリング機械に
関しては, これまでに非常に小さいサイズ (状態
数 $x$ 記号数) のものがいくつか示されている. 一

方, 万能可逆チューリング機械については, 例
えば Morita, Yamaguchi により 17状態 5記号
のものなどが与えられているが, まだあまり多
くの研究がなされていない. 本研究では, 万能
可逆チューリング機械の状態数をどれだけ少な
くできるかを調べるために, 任意の可逆チュー
リング機械をそれと等価な 4状態可逆チューリ
ング機械に変換する問題を研究し, その構成法
を示した. この結果, 4状態の万能可逆チューリ
ング機械を構成できることが示せる.

1 はじめに

計算システムにおける可逆性とは, 計算の過
程における任意の状態に対してただ 1つの直前
状態が存在する, つまり計算の過程を一意に逆
戻りすることができるという性質である. 可逆
コンピューティングは, 物質のミクロな可逆性
を反映した計算モデルであり, 計算機の低消費
エネルギー化小型化をさらに進めるための 1
つの鍵になるとされている.
可逆チューリング機械 (reversible Turing ma-

chine, RTM) は代表的な可逆コンピューティン
グの理論的モデルであり, Bennett [1] によりそ
の計算万能性が示された. 万能可逆チューリング
機械 (universal RTM, URTM) は任意のチュー
リング機械を模倣できる RTM で, これまでに

17状態 5記号の URTM [5], 15状態 6記号の
URTM [6] が与えられている. これらの URTM

は, cyclic tag system [2] と呼ばれる万能なシス
テムをシミュレートする手法を用いることで構
築されている.
しかし, URTM の研究はまだそれほどなされ

ておらず, 未解決な問題も多い. 特に状態数が少
ない URTM, あるいは記号数が 2の URTM で

サイズ (状態数 $x$ 記号数) の小さいものはまだ構
築されていない. 後者については, 任意の RTM
をそれと等価な 2記号の RTM に変換する一般
的方法が知られている [4] ので, 2記号 URTM
の存在を示すことはできる. しかし, これを用
いて既存の URTMを変換すると状態数の非常に
大きなものになってしまう.
一方, 状態数の少ない URTMに関しては, 15

状態 6記号 URTMが存在するという結果以外に
は, 状態数の上限に関する有用な結果はなかっ
た. 非可逆チューリング機械の場合には, 任意
の TM をそれと等価な 2状態の TM に変換でき
ること, また, 1状態の万能 TM が存在しない
ことが Shannon [9] により示されている. 小サ
イズのものとしては 2記号 18状態の万能TMが
Neary, Woods [7] によって与えられている. 本
研究では, Shannonの手法を RTMに応用し, 任
意の RTMをそれと等価な 4状態の RTMに変換
する手法を与えた. 今回提案した変換法を 17状
態 5記号 URTM に用いると, 4状態 175記号の
URTM が得られる.

2 諸定義
定義 2.1 1 テープチューリング機械 $(TM)T$ は

$T=(Q,S,q_{0},q_{f},s_{0},\delta)$

によって定義される. 各項目は次の通り.
$Q\cdots$ 有限制御部の内部状態の有限集合
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$S\cdots$ テープ記号の有限集合
$q_{0}\in Q\cdots$ 有限制御部の初期状態
$q_{f}\in Q\cdots$ 有限制御部の最終状態
$s_{0}\in S\cdots$ 空白記号
$\delta\cdots$ 動作規則 (5項組) の集合

$\delta$ は $(Q\cross SxQxSx\{L, R\})$ の部分集合で, 動
作関数 (動作規則の集合) を表す. $L,$ $R$ はヘッド

の移動方向を表し, それぞれ左移動, 右移動を
意味する. $\delta$ の各要素は 5項組と呼ばれ, テープ
への操作と有限制御部の状態遷移を記した「命
令」である. 各命令は, $[q, s,q’, s’,d]$ の形をして
おり, 有限制御部の内部状態が $q$ でテープ記号 $s$

を読んだならば, 内部状態を $q’$ に遷移させ, 記
号を $s’$ に書換え, ヘッドを $d$ の方向に移動させ
る, という一連の動作を表す.

次に決定性 TM (DTM) と可逆 TM (RTM)
を定義する. TM $T$の任意の 2つの異なる 5項組

$m_{1}=[p_{1},a_{1},q_{1},b_{1},d_{1}]$ . $m_{2}=[p_{2},a_{2},q_{2},b_{2},d_{2}]$

に対して,
(i) 次の条件が成立つとき $T$ を決定性 TM と

呼ぶ.

$p_{1}=p_{2}$ ならば, $a_{1}\neq a_{2}$ .

図 1: 非可逆な万能チューリング機械と万能可逆
チューリング機械のサイズの世界記録

34状態可逆チューリング機械

この節では次の命題が成り立つことを示す.

命題 3.1 任意の $n$状態 $m$記号の可逆チューリ
ング機械に対し, それを模倣する 4状態 $2mn+m$

記号の可逆チューリング機械を構成することが
できる.

3.1 4状態可逆チューリング機械への変換法

(ii) 次の条件が成立つとき $T$を可逆TM と呼ぶ.

$q_{1}=q_{2}$ ならば, $d_{1}=d_{2}$ かつ $b_{1}\neq b_{2}$ .

与えられた $n$ 状態 $m$記号 RTM を

$T_{A}=(\{p_{1}, \cdots,p_{n}\}, \{A_{1}, \cdots,A_{m}\},p_{1},p_{n},A_{1},\delta_{A})$

なお. 以下で論じるチューリング機械は決定
性のものに限ることにする.

とする. $T_{A}$ を模倣する 4状態 RTM $T_{B}$ は以下
のようにして構成できる.

万能チューリング機械 (UTM) は任意のチュー
リング機械の動作を模倣できる TM のことであ
る. UTM $U$ は, シミュレートされる TM $T_{1}$ の

初期テープと動作規則を符号化したものを初期
テープとして与えることで TM $T_{1}$ と等価な動作
ができる. 非可逆の UTM に関しては, 過去に
多くの研究がなされており, 2状態 18記号 [8],
3状態 9記号 [3], 4状態 6記号 [8], 5状態 5記号
$[7, 8]$ , 6状態 4記号 [7], 9状態 3記号 [7], 18状
態 2記号 [7] などの UTMが得られている (図 1).
万能可逆チューリング機械 (URTM) は任意の

TMを模倣できる RTM である. これに関する研
究はまだ少ないが, 17状態 5記号 URTM [5] と
15状態 6記号 URTM [6] が示されている (図 1).

$T_{B}=(\{q_{L1}, q_{L2}, q_{R1}, q_{R2}\}$ ,
$\{B_{i}|i=1, \cdots, m\}$ 俺

$\{B_{ijx}|i=1,\cdot\cdot m, j=1) )n)x\in\{+)-\}\}$ ,
$q_{1},$ $q_{f},$ $B_{1},$ $\delta_{B}$ )

但し, $T_{B}$ の初期状態 $q_{1}$ と最終状態 $q_{f}$ をどう定
めるかについては後で説明する.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ のテープ記号 $B_{1}$ は $T_{A}$ の $A_{i}$ をそのまま
表している. 一方, $T_{B}$ は内部状態が 4つしかな
いので, 鰯の内部状態 $Pj$ とそのヘッド位置は
記号 $B_{ijx}$ をその位置に置くことによって表す.
鰯のヘッド移動を模倣するには, 隣接する 2つ
のます目に記号 $B_{1j+}$ と $B_{i’j’-}$ を置き, 2つの

状態 $q_{L2},$ $q_{R2}$ を使って $T_{A}$ の状態の情報を $B_{ij+}$
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(送り側) から Bt’:tJ-(受け側) へ少しずつ送る
という動作を反復する (これを「反復動作」と呼
ぶ) ことで実現できる. また, $q_{L1},$ $q_{R1}$ はこの

反復動作の開始と終了に使われる.
$T_{B}$ の 5項組集合 $\delta_{B}$ を定めるために以下の準

備をする. $T_{A}$ の全状態集合を $P=\{p_{1}, \cdots,p_{n}\}$ ,

記号集合を $S=\{A_{1}, \cdots, A_{m}\}$ とし, $P$ の部分
集合 $P_{L},$ $P_{R},$ $P_{nutt}$ を次のように定める.

$P_{L}=\{p’|\exists p\in P, \exists s, s’\in S : [p, s,p’, s’, L]\in\delta_{A}\}$

$P_{R}=\{p^{j}|\exists p\in P, \exists s, s’\in S : \lceil p, s,p’, s’, R]\in\delta_{A}\}$

$P_{null}=P-(P_{L}\cup P_{R})$

$P_{L}$ (または $P_{R}$ ) はヘッドが左 (右) に動いた直
後にとり得る状態の集合, $P_{nul}$ は他の状態から
遷移してこない状態の集合である. また $T_{A}$ が

RTM であることから, $P_{L}\cap P_{R}=\emptyset$ がいえる.
$T_{B}$ の 5項組の集合 $\delta_{B}$ は次のように与える.
まず, 反復動作のための 5項組集合として, 図
2にあるものを $\delta_{B}$ に含める. これらは鰯の状
態数と記号数だけに依存し, $\delta_{A}$ に含まれる個々
の 5項組には依存しないものである. 次に, 各々
の $[p_{j}, A_{i},p_{\iota}, A_{k}, d]\in\delta_{A}$ に対して, 次の 5項組
を $\delta_{B}$ に含める.

$[q_{L1}, B_{ij-}, q_{d1}, B_{kl+}, d]$ if $p_{j}\in P_{L}\cup P_{null}$ (6a)
[$q_{R1},$ $B_{ij-},$ $q_{d1},$ $B_{kl+},$ $d\rfloor$ if $p_{j}\in P_{R}$ (6b)

$T_{B}$ の初期状態は, $p_{1}\in P_{L}\cup P_{nutt}$ のとき

$q_{L1}$ となり, $p_{1}\in P_{R}$ のとき $q_{R1}$ となる. また,
$T_{B}$ の最終状態は, $p_{n}\in P_{L}$ のとき $q_{L1}$ となり,
$p_{n}\in P_{R}$ のとき $q_{R1}$ となるが, いずれの場合も
その状態で記号 $B_{in-}(i=1, \cdots, m)$ を読んだ
ときに停止する (それ以外の記号の場合は一般に
計算を継続する).

32 4状態可逆チューリング機械乃の動作

4状態 RTM $T_{B}$ が $T_{A}$ をどのように模倣す
るかを述べる. まず, $T_{A}$ と $T_{B}$ の計算状況の対
応関係は図 3の通りである. つまり, $T_{A}$ が図
3の上のような計算状況にあるとき, それに対
応する $T_{B}$ の計算状況を図 3の下のものと定め
る. 但し, この図の $x$ は, $Pj\in P_{L}\cup P_{nut}$ のと

き $x=L$, pj\in P》のとき $x=R$ である.
図 3の下の計算状況に対して, まず (6a) また

は (6b) の 5項組が適用される. これによって,

模倣される可逆 TM $T_{A}$

$n_{p_{1}}$

模倣する 4状態可逆 TM $T_{B}$

図 3: RTM $T_{A}$ の計算状況に対応する $T_{B}$ の計
算状況.

町が書き込む記号 $A_{k}$ と $T_{A}$ の新しい状態 $P\iota$

の情報が $T_{B}$ の記号 $B_{kt+}$ として書き込まれる.
その後, 図 2にある 5項組を使って, $Pl$ の情報
を, ヘッドの移動方向に隣接するます目に送る.
このとき, $B_{kl+}$ 中の $+$ は情報を送り出す記号
であることを表す. まず, 図 2の (1) または (2)
によって左または右隣の疏を, 情報の受け手で
あることを表す $B_{i1-}$ に書き換える. この後は
(3) と (4) による反復動作によって, $T_{A}$ の内部
状態の情報を移動し, それが終わると (5) によっ
て $+$側の記号を $B_{k}$ にする. これによって $T_{A}$ の

1 ステップの動作の模倣が完了する.
例えば, RTM $T_{A}$ が 5項組 $[p_{7},A_{3},p_{4},A_{8}, R]$

を実行したとする. このとき, RTM $T_{B}$ は以下
の動作を行う (図 4の左側). $T_{B}$ はまず, 状態 $q_{R1}$

または $q_{L1}$ で記号 $B_{3,7,-}$ を読込む. そして, そ

れを $B_{8,4,+}$ に書換え, 状態は $q_{R1}$ に遷移し, 右
に移動する. $T_{A}$ において, 右隣のます目の記号
が $A_{13}$ であれば, $T_{B}$ ではそれに対応するます目

の記号は $B_{13}$ である. 状態 $q_{R1}$ でこのセルに移
動すると, 記号 $B_{13,1,-}$ に書換え, 状態 $q_{L2}$ に遷
移し, ヘッドは左へ動く. 次に状態 $q_{L2}$ で記号
$B_{8,4,+}$ を読込み, 記号 $B_{8,3,+}$ に書換え, 状態 $q_{R2}$

に遷移し, ヘッドは右へ動く. このような動作
を反復し, $T_{A}$ の状態の情報を移動し終われば,
状態 $q_{R1}$ に遷移し, ヘッドは右へ動く. 図 4の
右側は, 5項組 $[p_{7}, A_{3},p_{4}, A_{8}, L]$ を実行した場
合である. $q_{L1},$ $q_{R1}$ は反復動作の開始と終了を
示すのに用いられていることが分かる.
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戯戯$e$
. svmbol: $arrow$ $\underline{stat}e$

. svmbol: $dir\cdot\ulcorner tinn$

$q_{\llcorner\{}$ $B_{\uparrow}$

$arrow$ $q_{R2}$ $B_{1,\{,-}$ $R$ $(i=\{.2,\ldots,m)$ $(1)$

$q_{R1}$ $B_{i}$ $arrow$ $q_{L2}$ $B_{i,1,-}$
$\llcorner$

$(i=1_{\prime},2,\ldots m)$ $(2)$

$q_{L2}$ $B_{i1i},\cdot$ $arrow$ $q_{R2}$ $B_{i,(i\dagger 1),-}$
$R$ $(i=1,2,\ldots\prime m)$ (3)$(a)$

$0\prime\prime$

$q_{R2}$ $B_{1.i-}$ $arrow$ $q_{L2}$ $B_{1,0\dagger 1),-}$
$L$ $(i=\{.2,\ldots\prime m)$ (3)$(b)$

$(i=\{,2,\ldots,n- 1)$

$q_{L2}$ $B_{i,i^{+}}$, $arrow$ $q_{R2}$ $B_{i,(i- 1),+}$
$R$ $(i=1,2,\ldots\prime m)$ (4)$(a)$

$[i=2,\ldots,n)$

$q_{R2}$ $B_{\dot{|}j,+}$ $arrow$ $q_{L2}$ $B_{i,(i- 1),*}$
$L$ $(i=1_{\prime},2,\ldots m)$ (4)$(b)$

$(i=2,\ldots,n)$

$q_{L2}$ $B_{i.1,+}$ $arrow$ $q_{R1}$ $B_{i}$
$R$ $(i=1,2,\ldots\prime m)$ (5)$(a)$

$q_{R2}$ $B_{i.1,*}$ $arrow$ $q_{L1}$ $B_{i}$
$L$ $(i=1,2,\ldots,m)$ (5)$(b)$

図 2: RTM $T_{B}$ の反復動作のための 5項組集合

$B_{3,7_{;}}$

$\sim^{q_{R1}}$

$B_{13}$

$\underline{q_{L1}}B_{3,7},\cdot$

$\sim^{q_{L2}}B_{13}$
$\sim^{q_{R2}}$

$B_{8,4,*}$

$\sim_{q_{L2}}\sim^{q_{- 2}}B_{13.1},\cdot$ $B_{13,1,-}\frac{q_{L2}}{\sim^{q_{R2}}}B_{6,4.*}$

$B_{8,2*}B_{8,3,*}$

$\sim_{q_{R2}}\sim^{q}\infty_{q}^{q_{R2}}\propto B_{13.2}B_{13,3,-}$

$B_{13,2}B_{13,3.-}\sim_{q_{R2}}^{q}\sim^{q}\infty_{q_{R2}}$

.

$B_{8,2,*}B_{8,3,*}$

$B_{8,1.*}$

$\sim^{q_{R1}}B_{13,4,-}$
$B_{13f,-}$

$q$ $B_{8,1,*}$

図 4: 反復動作の様子. 左側は右シフト, 右側は
左シフトの場合である.

3.3 $T_{B}$ の可逆性

4状態 RTM $T_{B}$ が実際に可逆的であることは
次のようにして確かめられる.
まず, $\delta_{B}$ 中の各 5項組において, 遷移後の状

態が $q_{R2}$ になるのは図 2の (1) $,(3a),(4a)$ のみで

ある. これら 5項組のヘッド移動方向はすべて
右であり. しかも書換え後の記号がすべて異なっ
ている. また. 遷移後の状態が $q_{L2}$ になるのは
(2), $(3b),(4b)$ のみであり, 上と同様のことが言
える. 従って, 遷移後の状態が $q_{R2},$ $q_{L1}$ である
5項組については RTM の定義に合致している.
次に, 遷移後の状態が $q_{R1}$ になりうる 5項組

は $(5a),(6a),(6b)$ のみである. これらはいずれも
ヘッドの移動方向は右であり, また, (5a) は (6a)
や (6b) とは書換え後の記号が異なっている. さ

らに, $T_{A}$ が可逆的であることから, 各々の $P\iota$ と
$A_{k}$ に対して, (6a) または (6b) のタイプの 5項
組で書換え後の記号が $B_{k\downarrow+}$ となるものは高々1
つしか存在しない. 従って, 遷移後の状態が $q_{R1}$

である 5項組については RTM の定義に合致し
ている. これと同様のことは, 遷移後の状態が
$q_{L1}$ である 5項組についても言える.
以上により, 構成された $T_{B}$ は可逆性の定義
を満たしていると結論できる.

4 むすび

本稿では. 任意の可逆チューリング機械をそ
れと等価な 4状態可逆チューリング機械に変換
するアルゴリズムを設計した. このことから 4

状態の万能可逆チューリング機械が構成できる
ことがわかる. 特に, 17状態 5記号の万能可逆
チューリング機械をこの方法で変換すると, 4状
態 175記号の万能可逆チューリング機械が得ら
れる. より少ない記号数の 4状態万能可逆チュー
リング機械の構成や, 2状態および 3状態の万能
可逆チューリング機械が存在するか否かの問題
は今後の課題として残される.
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