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1. はじめに
通常, 推定量の Bayes リスクを考えるときには, 損失関数として 2乗損失を考えること

が多く, リスクの評価を解析的に行うときには便利である ([V79], [AO02], [AO03], [004]).
実際, 滑らかな損失関数と事前一様分布に関する Bayes推定量の漸近展開を得ることがで
き, また, 2乗損失の場合に推定量の Bayes リスクに関する情報不等式を導出し, その達成
についても考えることができる ([AO02]). しかし, 正則条件が必ずしも成り立たないよう
な非正則の場合には, 2乗損失のような対称な損失関数よりも, むしろ非対称な損失関数を
考える必要があると思われる. そこで, 本論では, 非対称損失関数の典型として, 線形指数
(linear exponential, 略して LINEX) 損失関数を考え, 切断分布族の場合に, LINEX損失と
ある事前分布に関する Bayes推定量を求め, その Bayes リスクも求める. そして, それと
最尤推定量等の Bayes リスクを漸近的に比較する. また, 両側指数分布の場合についても
考察する.

2. LINEX損失に関する Bayes推定量
確率ベクトル $X:=(X_{1}, \cdots, X_{n})$ の $($ルベーグ測度に関する $)$ 同時密度を $f_{X}(x,$ $\theta)$ とす

る. ただし, $x:=(x_{1},$ $\cdots,$ $x_{n})\in R^{n},$ $\theta\in\Theta=R^{1}$ とする. いま, $X$ に基づく $\theta$ の推定量を
$\delta(X)$ とし, $\pi(\theta)$ を $\Theta$ 上の事前密度とする. ここで, 損失関数として次の形の垣 NEX損失

$L(\theta, d)=\beta\{e^{\alpha(d-\theta)}-\alpha(d-\theta)-1\}$ $(d\in R^{1};\alpha>0, \beta>0)$

を考える. このような LINEX損失は Varian[V75] によって導入され, Zellner[Z86] は正規
分布の平均の推定問題において, LINEX損失の下で, Bayes推定量を求め, その Bayes リ

スクを計算した. その結果, 標本平均は非許容的になることが分かり, それは, 2乗損失
の下では標本平均が許容的であることと異なる結果になることに注意また, Sakairi and
Akahira$[SA05]$ は, 非対称で非有界な LINEX損失の下で, 最良位置共変推定量, 最良位置
尺度共変推定量の導出方法について論じ, 具体例として正規分布, 一様分布の場合を挙げ
た. さらに, 未知の分散をもつ正規分布の場合に最良位置尺度共変推定量を導出した.
いま, 推定量 $\delta(X)$ の LINEX損失と $\pi$ に関する Bayes リスク $r(\delta)$ は

$r( \delta)=\int_{-\infty}^{\infty}/-\infty\infty\cdots\int_{-\infty}^{\infty}\beta\{e^{\alpha(\delta(x)-\theta)}-\alpha(\delta(x)-\theta)-1\}f_{X}(x, \theta)dx_{1}\cdots dx_{n}\pi(\theta)d\theta$

$=\beta[/-\infty\infty\cdots/-\infty\infty e^{\alpha\delta(x)}(/-\infty\infty e^{-\alpha\theta}f_{X}(x, \theta)\pi(\theta)d\theta)dx_{1}\cdots dx_{n}$

$- \int_{-\infty}^{\infty}\cdots\int_{-\infty}^{\infty}(\alpha\delta(x)+1)(/-\infty\infty f_{X}(x, \theta)\pi(\theta)d\theta)dx_{1}\cdots dx_{n}$
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$+ \int_{-\infty}^{\infty}\cdots/-\infty\infty\alpha(/-\infty\infty\theta f_{X}(x, \theta)\pi(\theta)d\theta)dx_{1}\cdots dx_{n}]$

となる. このとき

$A(x):=/-\infty\infty e^{-\alpha\theta}f_{X}(x, \theta)\pi(\theta)d\theta$ , (2.1)

$B(x):=/-\infty\infty f_{X}(x, \theta)\pi(\theta)d\theta$ , (2.2)

$C(x):=/-\infty\infty\theta f_{X}(x, \theta)\pi(\theta)d\theta$ (2.3)

とすれば,

$r( \delta)=\beta/-\infty\infty\cdots\int_{-\infty}^{\infty}\{e^{\alpha\delta(x)}A(x)-(\alpha\delta(x)+1)B(x)+\alpha C(x)\}dx_{1}\cdots dx_{n}$ (2.4)

となる. このとき, 次の定理を得る.
定理 1 LINEX損失と事前密度 $\pi$ に関する Bayes推定量は

$\delta^{*}(X)=\frac{1}{\alpha}\log\frac{B(X)}{A(X)}$

で与えられる. また, その Bayes リスクは

$r(\delta^{*})=\beta/-\infty\infty\cdot\cdot$ $\cdot/-\infty\infty(\alpha C(x)-B(x)\log\frac{B(x)}{A(x)})dx_{1}\cdots dx_{n}$

である.

証明については, 各 $x$ について (2.4) の右辺の被積分関数を最小にする $\delta$ を求めればよい.

3. 左片側切断分布族の場合
まず, $X_{1},$

$\cdots,$ $X_{n}$ をたがいに独立に, いずれも次の形の密度

$f(x, \theta)=\{\begin{array}{ll}S(\theta)e^{U(x)} (x>\theta),0 (x\leq\theta)\end{array}$

をもつ左片側切断分布に従う確率変数とする. ただし, $U(x)$ は $x$ のみの関数で, $S(\theta)$ は
$\theta$ に依存する正規化定数とする. このとき, この分布の母数 $\theta$ に対する完備十分統計量は
$X_{(1)}:=$ mini $\leq i\leq nXi$ となり, これに基づく一様最小分散不偏推定量も存在することが知ら
れていて ([VN93]), 不偏推定量の分散に対する情報不等式の導出とその達成についても論
じられている ([AO07]). いま, 確率ベクトル $X$ の同時密度 $f_{X}(x, \theta)$ は

$\prod_{i=1}^{n}f(x_{i},\theta)=\{\begin{array}{l}S^{n}(\theta)e^{\Sigma_{*=1}^{n}U(x)}: (x_{(1)}>\theta),(\text{その他})\end{array}$
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$=S^{n}(\theta)\chi_{\{x_{(1)}>\theta\}}(x)e^{\Sigma_{i\approx 1}^{n}U(x_{i})}$

となる. ただし, $x_{(1)}$ $:=$ mini $\leq i\leq n^{X}i$ とし, $\chi$ は定義関数を表すものとする. ここで, $(2.1)\sim$

(2.3) より, $A(x),$ $B(x),$ $C(x)$ はそれぞれ

$A(x)=e^{\Sigma_{1=1}^{n}U(x_{i})} \int_{-\infty}^{x_{(1)}}e^{-\alpha\theta}S^{n}(\theta)\pi(\theta)d\theta=:e^{\Sigma_{i=1}^{n}U(x)}iA_{1}(x_{(1)})$, (3.1)

$B(x)=e^{\Sigma_{i=1}^{n}U(x_{i})}/-\infty x_{(1)_{S^{n}(\theta)\pi(\theta)d\theta=:e^{\Sigma_{i=1}^{n}U(x)}B_{1}(x_{(1)})}}:$ , (3.2)

$C(x)=e^{\Sigma_{i=1}^{n}U(x_{i})}/-\infty x_{(1)_{\theta S^{n}(\theta)\pi(\theta)d\theta=:e^{\Sigma_{=1}^{n}U(x_{i})}C_{1}(x_{(1)})}}\dot{.}$ (3.3)

となるので, 定理 1から次の系を得る.
系 1 LINEX損失と事前密度 $\pi$ に関する Bayes推定量は

$\delta^{*}(X)=\frac{1}{\alpha}\log\frac{B_{1}(X_{(1)})}{\mathcal{A}_{1}(X_{(1)})}$

で与えられる. ただし, $X_{(1)}$ $:=$ mini $\leq\iota\leq X$ とする. また, Bayes リスクは

$r( \delta^{*})=\beta/-\infty\infty\cdots/-\infty\infty e^{\Sigma_{i=1}^{n}U(x)}:\{\alpha C_{1}(x_{(1)})-B_{1}(x(1))\log\frac{B_{1}(x_{(1)})}{A_{1}(x_{(1)})}\}dx_{1}\cdots dx_{n}$

である.
例 1 $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n}$ をたがいに独立に, いずれも密度

$f(x, \theta)=\{\begin{array}{ll}e^{-(x-\theta)} (x>\theta),0 (x\leq\theta)\end{array}$

をもつ指数分布に従う確率変数とする. このとき, $\theta$ の最尤推定量 (MLE) は $\hat{\theta}_{ML}=X_{(1)}$

になる. ここで, $n>\alpha$ とし, 事前密度 $\pi(\theta)$ として一般一様密度 $\pi(\theta)\equiv 1$ を取る. このと
き, $S(\theta)=e^{\theta}$ より, $(3.1)\sim(3.3)$ から

$A_{1}(x_{(1)})= \frac{1}{n-\alpha}e^{(n-\alpha)x}(1)$ , $B_{1}(x_{(1)})= \frac{1}{n}e^{nx}(1)$ , $C_{1}(x_{(1)})= \frac{1}{n}x_{(1)}e^{nx_{(1)}}-\frac{1}{n^{2}}e^{nx_{(1)}}$

となるので, 系 1より一般 Bayes推定量 $\delta^{*}$ は

$\delta^{*}(X)=X_{(1)}+\frac{1}{\alpha}\log\frac{n-\alpha}{n}$ (3.4)

になることが分かる. ここで, $\delta^{*}$ の Bayes リスクは, $\overline{x}$ $:=(1/n) \sum_{i=1}^{n}x_{i}$ とすると

$r( \delta^{*})=\frac{\beta}{n}(\log\frac{n}{n-\alpha}-\frac{\alpha}{n})\int_{-\infty}^{\infty}$ .. $./-\infty\infty e^{-n(\overline{x}-x_{(1)})}dx_{1}\cdots dx_{n}$

$= \frac{1}{2}\frac{\alpha^{2}\beta}{n^{3}}/-\infty\infty\cdots/-\infty\infty e^{-n(\tilde{x}-x_{(1)})}dx_{1}\cdots dx_{n}+o(\frac{1}{n^{3}})$
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$=\infty$

となり, 一般 Bayes推定量 $\delta^{*}$ のリスクは発散してしまう. そこで, 事後リスクを用いて, 一
般 Bayes推定量 $\delta^{*}$ と MLE $\hat{\theta}_{ML}$ を比較することを考える. いま, 事後密度 $\pi(\theta|x)$ は

$\pi(\theta|x)=\frac{f_{X}(x,\theta)\pi(\theta)}{\int_{-\infty}^{\infty}f_{X}(x,\theta)\pi(\theta)d\theta}=\frac{e^{-n(\overline{x}-\theta)}}{(1/n)e^{-n(\overline{x}-x_{(1)})}}=ne^{n(\theta-x_{(1)})}$ $(\theta<x_{(1)})$

となるので, 一般 Bayes推定量 $\delta^{*}$ の事後リスク $r(\delta^{*}|x)$ は

$r(\delta^{*}|x)=/-\infty x_{(1)}\beta\{e^{\alpha(\delta^{*}(x)-\theta)}-\alpha(\delta^{*}(x)-\theta)-1\}ne^{n(\theta-x_{(1)})}d\theta$

$=n \beta e^{-nx_{(1)}}/-\infty x_{(1)}\{\frac{B_{1}(x_{(1)})}{A_{1}(x_{(1)})}e^{-\alpha\theta}-\log\frac{B_{1}(x_{(1)})}{A_{1}(x_{(1)})}+\alpha\theta-1\}e^{n\theta}d\theta$

$=- \beta\log(1-\frac{\alpha}{n})-\frac{\alpha\beta}{n}$

$= \frac{\alpha^{2}\beta}{2n^{2}}+O(\frac{1}{n^{3}})$

となる. 一方, MLE $\hat{\theta}_{ML}$ の事後リスク $r(\hat{\theta}_{ML}|x)$ は

$r( \hat{\theta}_{ML}|x)=/-\infty x_{(1)}\beta\{e^{\alpha(x_{(1)}-\theta)}-\alpha(x_{(1)}-\theta)-1\}ne^{n(\theta-x_{(1)})}d\theta=\frac{\alpha^{2}\beta}{n(n-\alpha)}$

$= \frac{\alpha^{2}\beta}{n^{2}}+O(\frac{1}{n^{3}}I$

となるので,

$n^{2}(r( \hat{\theta}_{ML}|x)-r(\delta^{*}|x))=\frac{1}{2}\alpha^{2}\beta+O(\frac{1}{n})$

となり, $1/n^{2}$ のオーダーで一般 Bayes推定量 $\delta^{*}$ は MLE $\hat{\theta}_{ML}$ の半分の事後リスクをもつ
ことが分かる.
次に, 事前密度として, $\pi(\theta)=e^{\theta}(\theta<0)$ を考える. このとき, $(3.1)\sim(3.3)$ より

$A_{1}(x_{(1)})=\{\begin{array}{l}\frac{1}{n-\alpha+1}e^{(n-\alpha+1)x_{(1)}}\frac{1}{n-\alpha+1}\end{array}$ $(x_{(1)}\geq 0))(x_{(1)}<0)$

,

$B_{1}(x_{(1)})=\{\begin{array}{l}\frac{1}{n+1}e^{(n+1)x_{(1)}}\frac{1}{n+1}\end{array}$ $(x_{(1)}<0)(x(1)\geq 0)’$

,

$C_{1}(x_{(1)})=\{\begin{array}{l}\frac{1}{n+1}x_{(1)}e^{(n+l)x_{(l)}}-\frac{1}{(n+1)^{2}}e^{(n+1)x_{(l)}}-\frac{1}{(n+1)^{2}}\end{array}$ $(x_{(1)}(x_{(1)}<0)\geq 0)’$
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となるので, 系 1より Bayes推定量は

$\delta^{*}(X)=\{\begin{array}{ll}X_{(1)}+\frac{1}{\alpha}\log\frac{n-\alpha+1}{n+1} (X_{(1)}<0),\frac{1}{\alpha}\log\frac{n-\alpha+1}{n+1} (X_{(1)}\geq 0)\end{array}$ (3.5)

になることが分かる. さらに, Bayes リスク $r(\delta^{*})$ は, $x=(x_{1}, \cdots, x_{n})$ とすると

$r( \delta^{*})=\frac{\beta}{n+1}(\log\frac{n+1}{n-\alpha+1}-\frac{\alpha}{n+1})/\cdots\int_{x|x_{(1)}<0\}}e^{-n\overline{x}}\cdot e^{(n+1)x_{(1)}}dx_{1}\cdots dx_{n}$

$- \frac{\beta}{n+1}(\log\frac{n-\alpha+1}{n+1}+\frac{\alpha}{n+1})/\cdots\int_{x|x_{(1)}\geq 0\}}e^{-n\overline{x}}dx_{1}\cdots dx_{n}$

$= \{\frac{\alpha^{2}\beta}{2n^{3}}+O(\frac{1}{n^{4}})\}(n+1)$

$= \frac{\alpha^{2}\beta}{2n^{2}}+O(\frac{1}{n^{3}})$ (3.6)

となる. ここで, MLE X(1) の Bayes リスク $r(X_{(1)})$ は

$r(X_{(1)})= \frac{\alpha^{2}\beta}{n^{2}}+O(\frac{1}{n^{3}})$

となり, (3.6) と比較すれば, MLE の Bayes リスクは Bayes推定量のそれの 2倍になること
が分かる.
例 2 まず, $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n}$ をたがいに独立に, いずれも密度

$f(x,\theta)=\{\begin{array}{ll}\gamma\theta^{\gamma_{X}-(\gamma+1)} (x>\theta),0 (x\leq\theta)\end{array}$

をもつ Pareto分布に従う確率変数とする. ただし, $\gamma>0,$ $\theta>0,$ $\alpha<n$ とし, $\gamma$ は既知で
$\theta$ は未知とする. いま, 事前密度を $\pi(\theta)=ne^{-n\theta}$ とすると, $S(\theta)=\gamma\theta^{\gamma}$ より, $(3.1)\sim(3.3)$

から

$A_{1}(x_{(1)})= \frac{n\gamma^{n}}{(\alpha+n)^{n\gamma+1}}(\Gamma(n\gamma+1)-\Gamma_{(\alpha+n)x}(1)(n\gamma+1))$ ,

$B_{1}(x_{(1)})= \frac{\gamma^{n}}{n^{n\gamma}}(\Gamma(n\gamma+1)-\Gamma_{nx}(1)(n\gamma+1))$ ,

$C_{1}(x_{(1)})= \frac{\gamma^{n}}{n^{n\gamma+1}}(\Gamma(n\gamma+2)-\Gamma_{nx_{(1)}}(n\gamma+2))$

となるので, 系 1より Bayes推定量 $\delta^{*}$ は

$\delta^{*}(X)=\frac{1}{\alpha}\{(n\gamma+1)\log(1+\frac{\alpha}{n})+\log(1-\frac{\Gamma_{nX_{(1)}}(n\gamma+1)}{\Gamma(n\gamma+1)})-\log(1-\frac{\Gamma_{(\alpha+n)X_{(1)}}(n\gamma+1)}{\Gamma(n\gamma+1)})\}$
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になる. ただし, $\Gamma(a)$ はガンマ関数, $\Gamma_{b}(a):=\int_{b}^{\infty}x^{a-1}e^{-x}dx(a>0, b>0)$は不完全ガン
マ関数を表すものとする. ここで, $a$ が正の整数の場合,

$\frac{\Gamma_{b}(a)}{\Gamma(a)}=e^{-b}\sum_{k=0}^{a-1}\frac{1}{k!}b^{k}$

より, Poisson分布の裾確率の近似 ([J95]) を用いれば,

$\delta^{*}(X)=\frac{1}{\alpha}\{\alpha X_{(1)}+\log(1+\frac{\alpha}{n})-\log(1-\exp(-|\log\frac{\gamma}{X_{(1)}}|))$

$+ \log(1-\exp(-|\log\frac{n\gamma}{(\alpha+n)X_{(1)}}|))\}+o_{p}(1)$

$=\{\begin{array}{ll}X_{(1)}+o_{p}(1) (X_{(1)}\leq\frac{n\gamma}{\alpha+n}, \gamma\leq X_{(1)}),(1+\frac{1}{\alpha\gamma})X_{(1)}-2\alpha\frac{1}{X_{(1)}}+o_{p}(1) (\frac{n\gamma}{\alpha+n}<X_{(1)}<\gamma)\end{array}$

になることが分かる. また, $n$ が十分大きいとき,

$\delta^{*}(X)=X_{(1)}+o_{p}(1)$ ,

$B(x_{(1)})=\{\begin{array}{l}\gamma^{n+1}P_{n_{1}\gamma}x_{(1)}^{n\gamma}\frac{1}{\gamma-x(1)}e^{-nx_{(1)}}+o_{p}(1) (x_{(1)}<\gamma),\gamma^{n}P_{n_{2}\gamma}x_{(1)}^{n\gamma+1}\frac{1}{x_{(1)}-\gamma}e^{-nx_{(1)}}+o_{p}(1) (X(1)\geq\gamma),\end{array}$

$C(x_{(1)})=\{\begin{array}{ll}\gamma^{n+1}Q_{n,\gamma}x_{(1)}^{n\gamma+1}\frac{1}{\gamma-x_{(1)}}e^{-nx_{(1)}}+o_{p}(1) (x_{(1)}<\gamma),\gamma^{n}Q_{n,\gamma}x_{(1)}^{n\gamma+2}\frac{1}{x_{(1)}-\gamma}e^{-nx_{(1)}}+o_{p}(1) (x_{(1)}\geq\gamma)\end{array}$

となる. ただし,

$P_{n_{1}\gamma}:= \frac{e^{n\gamma}\Gamma(n\gamma+1)}{\sqrt{2\pi}(n\gamma)^{1/2+n\gamma}}$ , $Q_{n_{1}\gamma}:= \frac{e^{n\gamma+1}\Gamma(n\gamma+2)}{\sqrt{2\pi}(n\gamma)^{3/2+n\gamma}}$

とする. よって, 系 1より, $\delta^{*}$ の Bayes リスクは

$r( \delta^{*})=\beta\{\int_{\{x|x<\gamma\}}\prod_{i(1)=1}^{n}(\frac{1}{x_{i}})^{\gamma+1}(-\gamma^{n+1}P_{n,\gamma}x_{(1)}^{n\gamma}\frac{1}{\gamma^{-X}(1)}e^{-nx_{(1)}}\alpha x_{(1)}$

$+ \alpha\gamma^{n+1}Q_{n,\gamma}x_{(1)}^{n\gamma+1}\frac{1}{\gamma-x_{(1)}}e^{-nx_{(1)}})dx$

$+ \int_{x|x_{(1)}\geq\gamma\}}\prod_{i=1}^{n}(\frac{1}{x_{i}})^{\gamma+1}(-\gamma^{n}P_{n,\gamma}x_{(1)}^{n\gamma+1}\frac{1}{x_{(1)}-\gamma}e^{-nx_{(1)}}\alpha x_{(1)}$

$+ \alpha\gamma^{n}Q_{n,\gamma}x_{(1)}^{n\gamma+2}\frac{1}{x_{(1)}-\gamma}e^{-nx_{(1)}})dx\}+o_{p}(1)$
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$=n \alpha\beta\gamma e^{-n\gamma}(Q_{n,\gamma}-P_{n_{;}\gamma})\{\gamma/0^{\gamma_{\frac{1}{u}e^{nu}du}}+/0^{\infty}\frac{1}{u}e^{-nu}du\}+o_{p}(1)$

と積分表示できる.

4. 位置母数をもつ切断分布族の場合
まず, $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n}$ をたがいに独立に, いずれも密度 $f(x-\theta)$ をもつ分布に従う確率変数

とする. ただし, $x\in R^{1},$ $\theta\in\Theta=R^{1}$ とする. ここで, 次の条件 (Dl), (D2) を仮定する.

(Dl) $f(x)>0(x>0),$ $f(x)=0(x\leq 0)$ とし, $f(x)$ は 3回連続微分可能とする.

(D2) $H$ $:= \lim_{xarrow 0+0}f(x)>0,$ $\lim_{xarrow\infty}f(x)=0,$ $I_{1}$ $:=-E_{0}[(d^{2}/dx^{2})\log f(X)]<\infty$ ,
$I_{2}:=E_{0}[(d^{3}/dx^{3})\log f(X)]<\infty$ とする.

このとき, $\theta_{0}$ を真の母数として, 確率ベクトル $X$ の同時密度 $f_{X}(x, \theta)$ を $\theta=\theta_{0}$ の周りで
Taylor展開すると, $x_{(1)}\geq\theta$ について

$\prod_{i=1}f(X_{i}-\theta)=\exp n\{\sum_{i=1}^{n}\log f(X_{i}-\theta)\}$

$= \prod_{i=1}^{n}f(X_{i}-O_{0})\exp[-\frac{t}{n}\sum_{i=1}^{n}\frac{d}{dx}\log f(X_{i}-\theta_{0})$

$+ \frac{t^{2}}{2n}\{\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}\frac{d^{2}}{dx^{2}}\log f(X_{i}-\theta_{0})\}$

$- \frac{t^{3}}{6n^{2}}\{\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}\frac{d^{3}}{dx^{3}}\log f(X_{i}-\theta_{0})\}+o_{p}(\frac{1}{n^{2}})]$

$= \prod_{i=1}^{n}f(X. -\theta_{0})\exp\{Ht-\frac{I_{1}}{2n}t^{2}-\frac{I_{2}}{6n^{2}}t^{3}+o_{p}(\frac{1}{n^{2}})\}$

になる. ただし, $\theta=\theta_{0}+(t/n)$ とする. ここで, $U:=n(X_{(1)}-\theta_{0})$ として, 第 2節において
$\delta(X)$ を $\delta(X)-\theta_{0}$ と考えれば, $(2.1)\sim(2.3)$ より

(4.1)

$A(X)= \frac{1}{n}\prod_{i=1}^{n}f(X_{i}-\theta_{0})[\int_{-\infty}^{U}e^{Ht}(1-\frac{I_{1}}{2n}t^{2}-\frac{\alpha}{n}t-\frac{I_{2}}{6n^{2}}t^{3}+\frac{I_{1}^{2}}{8n^{2}}t^{4}+\frac{\alpha I_{1}}{2n^{2}}t^{3}+\frac{\alpha^{2}}{2n^{2}}t^{2}\}$

$\pi(\theta_{0}+\frac{t}{n})dt+o_{p}(\frac{1}{n^{2}})]$

$=: \frac{1}{n}\prod_{i=1}^{n}f(X_{i}-\theta_{0})\{A_{2_{2}n}(U)+o_{p}(\frac{1}{n^{2}})\}$

(4.2)

$B(X)= \frac{1}{n}\prod_{i=1}^{n}f(X_{i}-\theta_{0})[/-\infty U_{e^{Ht}}\{1-\frac{I_{1}}{2n}t^{2}-\frac{I_{2}}{6n^{2}}t^{3}+\frac{I_{1}^{2}}{8n^{2}}t^{4}\}\pi(\theta_{0}+\frac{t}{n})dt+o_{p}(\frac{1}{n^{2}})]$

$=: \frac{1}{n}\prod_{i=1}^{n}f(X_{i}-\theta_{0})\{B_{2_{r}n}(U)+o_{p}(\frac{1}{n^{2}})\}$
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$C(X)= \frac{1}{n}\prod_{i=1}^{n}f(X_{i}-\theta_{0})[/-\infty U_{e^{Ht}}\{\frac{t}{n}-\frac{I_{1}}{2n^{2}}t^{3}\}\pi(\theta_{0}+\frac{t}{n})dt+o_{p}(\frac{1}{n^{2}})]$

$=: \frac{1}{n}\prod_{i=1}^{n}f(X_{i}-\theta_{0})\{C_{2,n}(U)+o_{p}(\frac{1}{n^{2}})\}$ (4.3)

となるので, 定理 1より次の系を得る.
系 2 LINEX損失と事前密度 $\pi$ に関する Bayes推定量は

$\alpha(\delta^{*}(X)-\theta_{0})=\log\frac{B_{2,n}(U)}{A_{2,n}(U)}+o_{p}(\frac{1}{n^{2}}I$

で与えられる. ただし, $U$ $:=n(X_{(1)}-\theta_{0})$ とする. また, Bayes リスクは

$r( \delta^{*})=\frac{\beta}{n}/-\infty\infty\cdots/\infty\prod_{-\infty_{i=1}}^{n}f(x_{i}-\theta_{0})\{\alpha C_{2,n}(u)-B_{2,n}(u)\log\frac{B_{2,n}(u)}{A_{2_{2}n}(u)}\}dx_{1}\cdots dx_{n}+o(\frac{1}{n^{3}})$

である.
注意 事前密度 $\pi(\theta)$ に滑らかさを仮定して, 3回連続微分可能とすると

$\pi(\theta_{0}+\frac{t}{n})=\pi(\theta_{0})+\frac{t}{n}\pi’(\theta_{0})+\frac{t^{2}}{2n^{2}}\pi^{\prime l}(\theta_{0})+o(\frac{1}{n^{2}})$

になる. このとき, (4.1), (4.2) より $A_{2,n}(U),$ $B_{2,n}(U)$ はそれぞれ

$A_{2,n}(U)=M_{0}(U)+ \frac{1}{n}M_{1}(U)+\frac{1}{n^{2}}M_{2}(U)+o_{p}(\frac{1}{n^{2}})$ ,

$B_{2,n}(U)=M_{0}(U)+ \frac{1}{n}N_{1}(U)+\frac{1}{n^{2}}N_{2}(U)+o_{p}(\frac{1}{n^{2}})$

の形で表現される. ただし,

$M_{0}(U):=/-\infty U_{e^{Ht}\pi(\theta_{0})dt}$

で, $M_{1}(U),$ $M_{2}(U),$ $N_{1}(U),$ $N_{2}(U)$ は $U$ の関数として積分表示される. このとき

$\log A_{2_{9}n}(U)=\log M_{0}(U)+\frac{M_{1}(U)}{nM_{0}(U)}+\frac{M_{2}(U)}{n^{2}M_{0}(U)}-\frac{M_{1}^{2}(U)}{2n^{2}M_{0}^{2}(U)}+o_{p}(\frac{1}{n^{2}})$ ,

$\log B_{2_{2}n}(U)=\log M_{0}(U)+\frac{N_{1}(U)}{nM_{0}(U)}+\frac{N_{2}(U)}{n^{2}M_{0}(U)}-\frac{N_{1}^{2}(U)}{2n^{2}M_{0}^{2}(U)}+o_{p}(\frac{1}{n^{2}})$

となり

$\log\frac{B_{2,n}(U)}{A_{2,n}(U)}=\frac{N_{1}(U)-M_{1}(U)}{nM_{0}(U)}+\frac{N_{2}(U)-M_{2}(U)}{n^{2}M_{0}(U)}-\frac{N_{1}^{2}(U)-M_{1}^{2}(U)}{2n^{2}M_{0}^{2}(U)}+o_{p}(\frac{1}{n^{2}})$
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になる. よって, 系 2より

$\alpha n(\delta^{*}(X)-\theta_{0})=\frac{N_{1}(U)-M_{1}(U)}{M_{0}(U)}+\frac{N_{2}(U)-M_{2}(U)}{nM_{0}(U)}-\frac{N_{1}^{2}(U)-M_{1}^{2}(U)}{2nM_{0}^{2}(U)}+o_{p}(\frac{1}{n}I$

になる.

例 1(続) $X_{1},$ $\cdots$ , $X_{n}$ をたがいに独立に, いずれも密度

$f(x, \theta)=\{\begin{array}{ll}e^{-(x-\theta)} (x>\theta),0 (x\leq\theta)\end{array}$

をもつ指数分布に従う確率変数とする. このとき, $H=1,$ $I_{1}=I_{2}=0$ となる. ここで, 事
前密度を一般一様密度 $\pi(\theta)\equiv 1$ とする. このとき, $(4.1)\sim(4.3)$ から

$A_{2,n}(U)=e^{U}- \frac{\alpha}{n}(U-1)e^{U}+\frac{\alpha^{2}}{2n^{2}}(U^{2}-2U+2)e^{U}$, $B_{2,n}(U)=e^{U}$ , $C_{2,n}(U)=(U-1)e^{U}$

となるので, 系 2より一般 Bayes推定量 $\delta^{*}$ は

$\alpha(\delta^{*}(X)-\theta_{0})=\frac{\alpha}{n}(U-1)-\frac{\alpha^{2}}{2n^{2}}+o_{p}(\frac{1}{n^{2}})$

より

$\delta^{*}(X)=X_{(1)}-\frac{1}{n}-\frac{\alpha}{2n^{2}}+o_{p}(\frac{1}{n^{2}})$ (4.4)

となる. 一方, (3.4) から

$\delta^{*}(X)=X_{(1)}+\frac{1}{\alpha}\log\frac{n-\alpha}{n}=X_{(1)}-\frac{1}{n}-\frac{\alpha}{2n^{2}}+o_{p}(\frac{1}{n^{2}}I$

を得るので, (3.4) と (4.4) は $o_{p}(1/n^{2})$ のオーダーまで漸近的に等しいことが分かる.
さらに, $n>\alpha$ とし, 事前密度として $\pi(\theta)=e^{\theta}(\theta<0)$ を取ると, $(2.1)\sim(2.3),$ $(4.1)\sim$

$(4.3)$ より

$A(X)=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{n}\prod_{i=1}^{n}e^{-(X_{i}-\theta_{0})}[\frac{n}{n+1}e^{\theta}\cdot e^{n}n1 . \{1-\frac{\alpha}{n}(U-\frac{n}{n+1})+\frac{\alpha^{2}}{2n^{2}}(U^{2}-\frac{2n}{n+1}U+2(\frac{n}{n+1})^{2})\}+o_{p}(n\pi^{1})] (X_{(1)}<0),\prod_{i=1}^{n}e^{-(X_{t}-\theta_{0})}\frac{1}{n+1-\alpha}e^{-n\theta_{0}} (x_{(1)}\geq 0),\end{array}$

$B(X)=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{n}\prod_{i=1}^{n}e^{-(X;-\theta_{0})}\{0-\pm 1Un\} (X_{(1)}<0),\prod_{i=1}^{n}e^{-(X_{i}-\theta_{0})}\frac{1}{n+1}e^{-n\theta_{0}} (X_{(1)}\geq 0),\end{array}$

$C(X)=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{n}\prod_{i=1}^{n}e^{-(X_{*}\cdot-\theta_{0})}\{\pm\underline{\iota}_{U}1\overline{n}^{T}\} (X_{(1)}<0),\prod_{i=1}^{n}e^{-(X_{i}-\theta_{0})}\frac{1}{(n+1)^{2}}e^{-n\theta_{0}} (X_{(1)}\geq 0)\end{array}$
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となるので, Bayes推定量は, 系 2より $X_{(1)}<0$ のとき

$\alpha(\delta^{*}(X)-\theta_{0})=\frac{\alpha}{n}(U-\frac{n}{n+1})-\frac{\alpha^{2}}{2n^{2}}(\frac{n}{n+1})^{2}+o_{p}(\frac{1}{n^{2}})$

より,

$\delta^{*}(X)=\{\begin{array}{ll}X_{(1)_{2n}}^{\alpha}-\frac{1}{n}--+2+o_{p}(\frac{1}{n^{2}}) (X_{(1)}<0),\frac{1}{\alpha}\log\frac{n-\alpha+1}{n+1} (X_{(1)}\geq 0)\end{array}$ (4.5)

になる. また, $\delta^{*}$ の Bayes リスクは

$r( \delta^{*})=\frac{\beta}{n+1}\{\frac{\alpha^{2}}{2n^{2}}(\frac{n}{n+1})^{2}+O_{p}(\frac{1}{n^{2}})\}/\cdots\int_{x|x_{(1)}<0\}}e^{-n\overline{x}}\cdot e^{(n+1)x_{(1)}}dx_{1}\cdots dx_{n}$

$- \frac{\beta}{n+1}(\log\frac{n-\alpha+1}{n+1}+\frac{\alpha}{n+1})/\cdots\int_{x|x_{(1)}\geq 0\}}e^{-n\overline{x}}dx_{1}\cdots dx_{n}$

$= \frac{\alpha^{2}\beta}{2n^{2}}+O(\frac{1}{n^{3}})$ (4.6)

となる. 一方, (3.5) から $x_{(1)}<0$ のとき

$\delta^{*}(X)=X_{(1)}+\frac{1}{\alpha}\log\frac{n-\alpha+1}{n+1}=X_{(1)}-\frac{1}{n}-\frac{\alpha+2}{2n^{2}}+o_{p}(\frac{1}{n^{2}})$

を得るので, (3.5) と (4.5) は $o_{p}(1/n^{2})$ のオーダーまで漸近的に等しいことが分かり, (3.6),
(4.6) からその Bayes リスクに対しても同様のことが言える.

5. 両側指数分布の場合
まず, $X_{1},$

$\cdots,$ $X_{n}$ をたがいに独立に, いずれも密度

$f(x-\theta)=\{\begin{array}{ll}\frac{2}{3}e^{-2(x-\theta)} (x-\theta\geq 0),\frac{2}{3}e^{x-\theta} (x-\theta<0)\end{array}$

をもつ両側指数分布に従う確率変数とする. ここで, 順序統計量を $X_{(1)}\leq\cdots\leq X_{(n)}$ と
し, $X_{(\cdot)}:=(X_{(1)}, \cdots, X_{(n)}),$ $x_{(\cdot)}:=(x_{(1)}, \cdots, x_{(n)})$ とすると, (2.4) より推定量 $\delta=\delta(X)$

の Bayes リスクは

$r(\delta)$

$=n! \beta/-\infty\infty\cdots\int_{-\infty}^{\infty}\{e^{\alpha\delta_{0}(x_{(\cdot)})}A_{0}(x_{(\cdot)})-(\alpha\delta_{0}(x_{(\cdot)})+1)B_{0}(x_{(\cdot)})+\alpha C_{0}(x_{(\cdot)})\}dx_{(1)}\cdots dx_{(n)}$

となる. ここで, $T(x)=x_{(\cdot)}$ とするとき $\delta_{0}(x_{(\cdot)})=\delta(T(x))$ とし,

$A_{0}(x_{(\cdot)}):=/- \infty\infty e^{-\alpha\theta}\prod_{i=1}^{n}f(x_{(i)},\theta)\pi(\theta)d\theta$ ,
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$B_{0}(x_{(\cdot)}):=/ \infty\prod_{-\infty_{i=1}}^{n}f(x_{(i)}, \theta)\pi(\theta)d\theta$,

$C_{0}(x_{(\cdot)}):=/- \infty\infty\theta\prod_{i=1}^{n}f(x_{(i)}, \theta)\pi(\theta)d\theta$

とする. このとき, 定理 1より, LINEX損失と事前密度 $\pi$ に関する X. に基づく Bayes推
定量 $F$は

$\delta_{0}^{*}(X_{(\cdot)})=\frac{1}{\alpha}\log\frac{B_{0}(X_{(\cdot)})}{A_{0}(X_{(\cdot)})}$

になり, その Bayes リスクは

$r( \delta_{0}^{*})=n!\beta/-\infty\infty\cdots/-\infty\infty(\alpha C_{0}(x_{(\cdot)})-B_{0}(x_{(\cdot)})\log\frac{B_{0}(x_{(\cdot)})}{A_{0}(x_{(\cdot)})})dx_{(1)}\cdots dx_{(n)}$

である. 特に, $\pi(\theta)\equiv 1$ とすると,

$A_{0}(x_{(\cdot)})=( \frac{2}{3})^{n}\sum_{k=0}^{n}/x_{(k)}x_{(k+1)_{e^{-\alpha\theta}\{e^{-2(x_{(i)}-\theta)}\chi_{(-\infty,xl}(\theta)+e^{x_{(i)}-\theta}\chi(x\infty)(\theta)\}d\theta}}(i)(i)$,

となる. ただし, $x_{(0)}=-\infty,$ $x(n+1)=\infty$ とする. 各 $k=0,$ $\cdots,$ $n$ について, $2n-\alpha>0$ と
し, $2n\neq 3k-\alpha$ とすれば

$/x_{(k)}x_{(h+1)_{e^{-\alpha\theta}\{e^{-2(x_{(i)}-\theta)}\chi(-\infty,x_{(i)}](\theta)+e^{x_{(i)}-\theta}\chi(x_{(i)},\infty)(\theta)\}d\theta}}$

$=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{2n-\alpha}e^{(2n-\alpha)x_{(1)}-2n\overline{x}} (k=0),e^{n\overline{x}-3\Sigma_{i=k+1}^{n}}x_{(:)}\{\frac{1}{2n-3k-\alpha}(e^{(2n-3k-\alpha)x_{(k+1)}}-e^{(2n-3k-\alpha)x_{(k)}})\} (k=1, \cdots, n-1),\frac{1}{n+\alpha}e^{-(n+\alpha)x_{(n)}+n\overline{x}} (k=n)\end{array}$

となるので

$A_{0}(x_{(\cdot)})$

$=( \frac{2}{3})^{n}e^{n\overline{x}}\sum_{k=1}^{n-1}\frac{1}{2n-3k-\alpha}\{e^{(2n-3k-\alpha-3)x_{(k+1)^{-3\Sigma_{i=k+2}^{n}}}}x_{(i)}-e^{(2n-3k-\alpha+3)x_{(k)}-3\Sigma_{i=k}^{n}x}(:)\}$

$+( \frac{2}{3})^{n}\{\frac{1}{2n-\alpha}e^{(2n-\alpha)x_{(1)}-2n\overline{x}}+\frac{1}{n+\alpha}e^{-(n+\alpha)x+n\vec{x}}(n)\}$

を得る. さらに, $2n\neq 3k$ として, 同様に考えれば

$B_{0}(x_{(\cdot)})$

$=( \frac{2}{3})^{n}e^{n\overline{x}}\sum_{k=1}^{n-1}\frac{1}{2n-3k}\{e^{(2n-3k-3)x_{(k+1)^{-3\Sigma_{i=k+2}^{n}x_{(i)}}}}-e^{(2n-3k+3)x_{(k)}-3\Sigma_{i=k}^{n}x}(\iota)\}$
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$+( \frac{2}{3})^{n}\{\frac{1}{2n}e^{2n(x_{(1)}-\overline{x})}+\frac{1}{n}e^{-n(x_{(n)}-\overline{x})}\}$

$C_{0}(x_{(\cdot)})$

$=( \frac{2}{3})^{n}e^{n\overline{x}}\sum_{k=1}^{n-1}\frac{1}{2n-3k}\{(x_{(k+1)}-\frac{1}{2n-3k})e^{(2n-3k-3)x_{(k+1)^{-3\Sigma_{i=k+2}^{n}}}}x_{(:)}$

$-(x_{(k)}- \frac{1}{2n-3k})e^{(2n-3\text{ん}+3)x_{(k)}-3\Sigma_{=k}^{\dot{n}}x_{(i)}}\}$

$+( \frac{2}{3})^{n}\{\frac{1}{2n}(x_{(1)}-\frac{1}{2n})e^{2n(x_{(1)}-\overline{x})}+\frac{1}{n}(x_{(n)}+\frac{1}{n})e^{-n(x-\overline{x})}(n)\}$

となることが分かる.

6. おわりに
本論においては, 非対称な損失関数として LINEX損失関数を取り上げ, LINEX 損失と
ある事前分布に関する Bayes推定量とその Bayes リスクについて考察した. また, 片側切
断分布族, 位置母数をもつ切断分布族の場合については, 具体的な例を挙げ, 実際に Bayes
推定量とそのリスクを求めた. さらに, 密度の台が母数に依存する指数分布の場合には, 最
尤推定量の Bayes リスクと漸近的に比較し, 両側指数分布の場合についても考察した. 今
後は, 両側切断分布族の場合や, 他の事前分布をとる場合についても考えたい.
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