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\S 1. 序

本稿では可微分多様体のリプシッツ同相群の 1次元ホモロジー群についての
新たな結果を述べると共に、 これまでに知られている関連する結果との対比す
ることで、 リプシッツ同相群の 1次元ホモロジー群の研究の位置付けについて
も考察する。

$i\backslash \cdot I_{\}N$ : 可微分多様体
$f$ : $Marrow N$ がリプシッツ写像とは, $\forall p\in l?I$ に対して $P$ の回りの局所座標
$(U, \varphi)$ と $f(p)$ の回りの局所座標 $(V \prime 4^{!’)})(f(U)\subset V)$ と $K>0$ が存在して次
の条件を満たすことである :

$|(\cdot\psi ofo\varphi^{-1})(\iota\tau)-(’\iota^{l}/^{})ofo_{\Psi}l\wedge^{-1})(y)|\leq K|x-y|$ , $(x.y\in\varphi(U))$ .

また $f$ と $f^{-1}$ が共にリプシッッ写像であるときにリプシッッ同相写像である
という。

$L(1’tI)$ : コンパクトな台をもつイソトピーで恒等写像とイソトピックな」$\backslash I$ の

リプシッツ同相全体にコンパクト開位相を入れた位相群

コンパクトな台をもつ」$\mathfrak{h}I$ のリプシッツ同相全体の集合 $\mathcal{L}(\Lambda I)$ には次のように
して, コンパクト開リプシッツ位相を入れる ことができる。

$K$ を $ilI$ の座標近傍 $U$ に含まれるコンパクト部分集合とする。 $f$ を $l|,I$ のリ
プシッツ同相で $f(K)$ が $l\downarrow I$ の座標近傍 $1^{r}$ に含まれるものとする。

$\underline{\succ^{\wedge}}>0$ に対して $\mathcal{N}(f:_{r}(U. \vee^{\triangleleft)}\cdot(l^{7}.-\iota/|).K. \underline{-})$ を次の条件を満たす」$\mathfrak{h}I$ のリプシッツ
同相 $g$ の集合とする。

(1) $|(\mathfrak{h}’.’ Ofo_{\Psi}^{\triangleleft^{-1}}’)$ (r)– $(\ ’ ogo_{\hat{r}^{-1}})(x)|<\hat{c}$ $(’.\iota\in K)$ .
(2) $|((L_{l}^{l}1\dagger ofo\varphi^{-1})(x)-(\cdot t^{f}\dagger L’$

$<\overline{\prime}|x-y|$ $(x, y\in K)$ .
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このような集合 $\vee(f_{\backslash }(C_{\hat{r}}^{\tau}\backslash ). (t^{\vee}\backslash \iota^{1}). K. --\wedge)$ の系は $\mathcal{L}($
」
$’(tI)$ のコンパクト開リプ

シッツ位相の準基をなす。
$\mathcal{H}_{LIP}(\lrcorner\prime tI)$ : $\mathcal{L}(11I)$ のコンパクト開リプシッツ位相による恒等写像の連結成分

次に可微分 $G$-多様体の同変リプシッツ同相群についても同様な考察をする。
$G$ : コンパクトリー群
$1\mathfrak{h}I$ : 可微分 $G$-多様体
$L_{G}$ (il $l$ ) $(\mathcal{H}_{LlP.G}(1tI))$ : 可微分 $G$-多様体のコンパクトな台をもつ同変リプシッ
ツ同相全体の集合にコンパクト開位相 (コンパクト開リプシッツ位相) を入れ
た位相群の恒等写像の連結成分
一般に群 $K$ がその交換子群 $[K, K]$ と一致するとき, 完全群であるという。

また $K$ の 1次元ホモロジー群は $H_{1}(K)$ $=$ K/[Iぐ, $K$ ] で与えられる。 この論説
では、 可微分 $G$-多様体 $\Lambda I$ が余次元 1軌道をもつ場合に、 $H_{1}(\mathcal{H}_{LIP}(\wedge\eta[))$ の構
造を決定する。
最初に $i\backslash I$ が $G$ の表現空間 lr の場合に考察する。

Theorem 1.1 $([AF6])$ コンパクトリー群 $G$ の表現空間 $V$ が余次元 1軌
道をもつとき、 $\mathcal{H}_{LIP}(\Lambda I)$ は完全群である。

この結果と対照的に、一般に $V$ が余次元 1軌道をもつ場合に $L_{G}(V’)$ は完全群
ではない。実際 $L^{r}$ が標準的な $U(n)$ -作用をもつ複素 $n$. 次元表現空間 $C^{r\iota}$ にっい

て、 $H_{1}(L_{t^{\gamma}(n)}(C^{\mathcal{T}1}))$ は区間 $(0.1]$ 上のある関数空間の商空間と同型になり、 また

連続的なモジュライをもつことが証明される ([AFM])。一方 [AFl] では恒等写
像にイソトピックでコンパクトな台をもつ可微分 $G$-多様体 $\Lambda I$ の同変微分同相
群 $\mathcal{D}_{G}(1\mathfrak{h}[)$ に対して $H_{1}(\mathcal{D}_{G}(M))$ を決定した。特に $H_{1}(\mathcal{D}_{U(n)}(C^{n}))\cong R\cross U(1)$

が示される。従って可微分 $G$-多様体の同型群の構造に考察する圏の性質が大
変良く反映することが分かる。
次に一般の余次元 1軌道をもつ $G$-多様体 $1\lambda I$ の場合を考える。 このとき軌道

空間 $itI/G$ は $S^{1}$ または $[0,1]$ に同相になる。 $i\uparrow I/G$ が $S^{1}$ に同相の場合は $G$-多
様体 $1\lambda I$ は唯 1つの軌道型をもち、 [AF2] の結果より、 $\mathcal{H}_{LIP}(\Lambda I)$ は完全群であ

ることが分かる。 $\Lambda I/G$ が $[0,1]$ に同相の場合は $ltI$ は 2または 3個の軌道型を
もつ。 $A(tI$ の主軌道型を $(H)$ 、 特異軌道型を $(I_{1_{0}^{\vee}}),$ $(K_{1})$ をする。

$\dagger\overline{I}^{\tau}(1i|l)=(\frac{\lambda’1V(H)\cap\lrcorner\prime V(I_{1_{0}^{\vee}})}{\Lambda_{0}^{-}}\cross\frac{4^{\prime V(H)\cap N(A_{1}^{-})}}{A_{1}^{-}})_{0}$

とおく。 ここで $N(H)$ は $H$ の $G$ における正規化群である。 このとき、 次の結
果が証明される。
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Theorem 1.2 ([AF6]) $H_{1}(\mathcal{H}_{LIP_{t}G}(A’1I))\cong H_{1}(\dagger i^{r}(11I))$ .

\S 2. Theorem 1.1の証明の方針

以下では簡単のために、 $V=C$ を $G=U(1)$ の標準的表現空間である場合を
考察する。
$e=(1.0)$ とおく。
$\pi$ : $Carrow C/U(1)$ 自然な射影
$p:Carrow R_{+}$ ; $p(v)=|v|^{2}$ .

このとき $J^{J}$ は同相写像効 $C/U(1)arrow R_{+}$ を導く。
$P:\mathcal{H}_{LIP.U(1)}(C)arrow \mathcal{H}_{LIP}(R_{+})$ ,

$P(h)(x)=|h(\sqrt{x}e)|^{2}$ $(x\in R_{+})$

$\Psi$ : $\mathcal{H}_{LIP}(R_{+})arrow \mathcal{H}_{LIP.G}(V)$ を次の式で定義する。

$\Psi(f)(\prime t’)=\{\begin{array}{ll}\frac{\sqrt{f(|v|^{2})}}{|\iota|}C’ (v\neq 0)0 (t^{r}=0)\end{array}$

Lemma 2.1 $P$ : $\mathcal{H}_{LIP,U(1)}(C)arrow \mathcal{H}_{LIP}(R_{+})$ は群準同型写像で、 $\Psi$ は $P$ の

右逆準同型である。

[AF2], Theorem 5.1, Corollary 5.5 より、 $\mathcal{H}_{LIP}(R_{+})$ は完全群であるので,
$H_{1}(\mathcal{H}_{LIP.U(1)}(C))$ の完全性を示すには、 $KerP$ の構造を調べればよい。

$h\in KerP$

$Cl_{h}$ : $R_{+}=(0, \infty)arrow U(1)$ を次の等式を満たすように定義する。

$fi.(\prime r\cdot e)=xa_{h}(x^{2})\cdot e$ for $x\in R_{+}$ .

$E$ : $Rarrow l^{T}(1)$ 指数写像
んは次の条件 (1),(2) を満たすと仮定してよい。
(1) $S1lI^{j}J)(h)\subset\pi^{-1}((0,1])$

(2) $\vee\sigma>0$ に対して、 $h$, はコンパクト開リプシッツ位相で $1_{V}\cdot\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ $\vee^{-close}\sigma^{\backslash }$

$\hat{a},$, : $(0,1]arrow R$ を $Eo\hat{c}i_{h}=(1\cdot/\iota\cdot\hat{0}/?(1)=0$ を満たす写像とする。
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$C(R)$ : 次の条件 (L) を満たす $(0.1]$ 上の実数値関数 $f$ 全体の集合
(L): $K>0$ が存在して次の条件をみたす ;

$|f(x)-f(y)| \leq\frac{A’}{r}(y-x)$ for $0<\sim\iota\cdot\leq\cdot t$) $\leq 1$ .

$C_{0}(R)=$ { $f\in C(R):f$ は有界な関数}

Lemma 2.2 $\hat{a}_{h}\in C_{0}(R)$ .

逆に $0^{l}\in C_{0}(R)$ が $o^{l}(1)=0$ で条件 (L) を満たすとする $0$

$h_{c\iota}(.rg\cdot e)=\{\begin{array}{ll}xgE(\mathfrak{a}(x))\cdot e 0<x\leq 1, g\in G0 x=0xg\cdot e x>1.\end{array}$

Lemma 2.3 $h$ . $\in KerP$ .

Lemma 2.4 次の条件 (1), (2) を満たす写像 //3, $\gamma$ : $(0.1] arrow\dagger\cdot I_{1}^{\tau}\int$ が存在する。
(1) $l^{l}3.\gamma$ は条件 $(L)$ を満たす.
(2) $h_{\beta}oh_{\gamma}=h.$ .

次の命題が Theoreml. 1の証明の鍵となる $($’

Proposition 2.5 次の条件を満たす $\xi\in \mathcal{H}_{LIP}([0,1])$ と $(0,1]$ 有界な実数値
関数 $\lambda$ が存在する。

(1) $\lambda$ は条件 $(L)$ を満たす,

(2) $\beta=\lambda\circ\xi-\lambda$ .

Proposition 2.5よ $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{)}$

$f\iota_{\lambda}^{-1}0\Psi(\xi)^{-1}\circ h_{\lambda}o\Psi(\xi)=h_{\lambda\text{。}\xi-\lambda}=h_{\beta}$ .

従って $h_{3}\in[KerP. \mathcal{H}_{LIP,L^{\Gamma}(1)}(C)]$ .
同様に $h_{\gamma}\in[KerP,$ $\mathcal{H}_{LIP.t^{t}(1)}(C)]$ が証明される。 故に Lemnia2.4より $h\in$

$[KerP. \mathcal{H}_{LIP.L^{\gamma}(1)}(C)]$ . 従って $KerP\subset[KerP.\mathcal{H}_{LIP.C^{r}(1)}(C)]$ が示された。

Lemma 2.1より次は完全列である、、

$Ket^{\tau}P/[KerP,$ $\mathcal{H}_{LIP.C’(1)}(C)]arrow H_{1}(\mathcal{H}_{LIP.\iota r}(\iota)(C))arrow H_{1}(\mathcal{H}_{LIP}(R_{+})arrow 0$ .

[AF2], Theorem 5.1より $H_{1}(\mathcal{H}_{LIP}(R_{+}))=0$ である。従って $\mathcal{H}_{LIP.\zeta(1)};(C)$ は

完全群であることが示された。
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$-A$般の余次元 1軌道をもつ $G$ の表現空間の場合は、 $G=U(1),$ $V^{v}=C$ の証
明に帰着できることが証明される。

\S 3. Theorem 1.2の証明の方針

$l|I$ を余次元 1軌道をもつ可微分 $G$-多様体で軌道空間 $41I/G$ は $[0,1]$ と同相
とする。 このとき $4^{\prime tI}$ は次のように表されることが知られている。

$\lambda l=G\cross I^{\vee}\backslash 0D(T_{0}/^{\prime^{r}})\cup\eta G\cross K_{1}D(l_{1}^{t})$

ここで罵は瓦の表現空間で、 $D(V_{i})$ は砺の単位円板、 $\eta$ は境界を張り合わせ
る同変微分同相である。

Lemma 3.1 ([A], Lemma 1.2) There exist a smooth G-map $\theta$ : $i\backslash Iarrow[0_{\}1]$

and a G-diffeomorphism $\alpha$ : $\theta^{-1}((0,1))arrow G/H\cross(0,1)$ such that
(1) $\phi$ : A $I/Garrow[0,1]$ is a homeomorphism. where $\phi$ is the map induced

from the G-map $\theta$ satisfiying $\phi\circ\pi=\theta$ .
(2) $\theta\circ\alpha^{-1}$ : $G/H\cross(O, 1)arrow(0,1)$ is the $proJ^{ection}$ on the second factor.
(3) $\theta^{-1}([0, \frac{1}{2}])=G\cross I_{t_{0}^{-}}D(V_{0})$ and $\theta^{-1}([\frac{1}{2},1])=G\cross K_{1}D(\mathcal{V}_{1}’)$ .
(4) $\theta([g$ . $[f])=|\tau|^{2}$ for $[g, v] \in G\cross A_{0}D(V_{0}’r)i\iota ith|v|\leq\frac{1}{2}’$.

$\theta([g$ . $\iotaJ|)=1-|v|^{2}$ for $[g,$ $x|\in G\cross I_{\dot{1}1}’D(V_{1})$ with $|v| \leq\frac{1}{2}$ .

$P$ : $\mathcal{H}_{LIP,G}(\Delta hl)arrow \mathcal{H}_{LIP.G}([0.1])$ を次の式で定義される自然な写像とする。

$P(h.)(\theta(x))=\theta(h(x))$ for $h\in D_{G}(\Lambda I),$ $x\in\perp^{\prime\iota I}$ .

Proposition 3.2 $P$ の右逆準同型 $\Psi$ : $\mathcal{H}_{LIP.G}([0.1])arrow \mathcal{H}_{LIP,G}(1tI)$ が存在

する。

$h\in KerP$ に対して $\hat{h}$ を次の合成写像で定義する。

$G/H\cross(O. 1)^{\alpha^{-1}}arrow\theta^{-1}((0.1))arrow h\theta^{-1}((0,1))arrow\alpha G/Hx(0\eta 1)$ .

このときん
$\hat$

は level preserving equivariant Lipschitz liomeomorphism である。
$c\iota_{h}$ : $(0,1)arrow N(H)/H$ を次の式で与えられる写像とする。

$\hat{h}(gH_{t}x)=(ga_{h}(x), .\iota\cdot\cdot)$ . $(gH.x)\in G/H\cross(O. 1)$ .

$\overline{\pi}_{i}$ : $G/Harrow G/K_{i}(i=0,1)$ を自然な射影とする。
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Lemma 3.3 (1) 次の極限点が存在する。

$T_{0}(l?)=.1\underline{in}1\overline{\pi}_{0}(\zeta\iota_{h}(x))r0^{\cdot}\in(N(H)\cap N(I_{1_{0}^{-}}))/I_{t_{0}}^{-}$,

$T_{1}(h)=x\neg 11i_{1}n\overline{\pi}_{1}(t\iota_{h}(x))\in(N(H)\cap N(K_{1}))/K_{1}$ .

(2) $h(gK_{0})=gT_{0}(h),$ $h(gK_{1})=gT_{1}(h)$ $f_{07’}g\in G$ .

$T:KerP arrow I,\overline{\text{ノ}}t^{-}-\cdot(\Lambda I)=(\frac{N(H)\cap N(I_{1_{0}}’)}{I_{t_{0}^{J^{V}}}}\cross\frac{N(H)\cap N(I_{1_{1}^{r}})}{I\iota_{1}’}I_{0}$

を $T(h)=(T_{(}(h)_{:}^{-1}T_{1}(h.)^{-1})$ で定義される写像とする。 このとき $T$ は群準同
型である。

$\hat{T}:\mathcal{H}_{LIP_{I}G}(1’1I)arrow I\overline{T}^{1^{-}}(j\backslash I)=(\frac{N(H)\cap N(A_{0}’)}{I\iota_{0}’}\cross\frac{N(H)\cap N(A_{1}’)}{K_{1}})_{0}$

を $\hat{T}(f?.)=T(\Psi(P(h^{-1})\circ h))$ と定義する。

Corollary 3.4 $\hat{T}$ は全射群準同型である。

Proposition 3.5 $Ke7^{\cdot}\hat{T}\subset[Ker\hat{T}, \mathcal{H}_{LIP.G}(\Lambda I)]$ .

Proof of Theorem 1.2. Corollary 3.4より次は完全列である :

$Ker\hat{T}/[Ker\hat{T}$ . $\mathcal{H}_{LIP,G}(\Lambda I)]arrow H_{1}(\mathcal{H}_{LIP.G}(ilI))arrow H_{1}(l\overline{\prime f}^{-}(i\backslash I))arrow 0$ .

従って Proposition 3.5により $H_{1}(\mathcal{H}_{LIP.G}(11I))\cong H_{1}($ Vi $(\Lambda I))l$ であることが分
かり Theorein 1.2は証明される。

Example 3.6
$\lrcorner lI=U(n)\cross\iota^{r}l(1)D^{2}\cup U(n)X_{U(1)}D^{2}$ .

ここで $U(1)$ の作用は $D^{2}=\{1^{1}\in C||w|=1\}$ 自然な作用とする。 このとき

$H=\{1\},$ $A_{0}^{-}=K_{1}=U(1)$ . $N(H)/H=U(n.)$ ,

$((N(H)\cap N(K_{i}))/H=U(1)\cross U(n-1)$ .
$((N(H)\cap N(K_{i}))/K_{i}=U(\uparrow\iota-1)$ .

従って

$H_{1}(\mathcal{H}_{LIP.G}(1\lambda I))\cong H_{1}(U(t?l-1)\cross U(\dagger 1-1))\cong U(1)\cross U(1)$.
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