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1. 序

ここでは, トーリック多様体と言えば, コンパクトで非特異を仮定
する. トーリック多様体の分類は扇の分類に帰着され, その事実を用
いてトーリック多様体の分類がある条件下でなされている. (例えば,
[9], [14], [15] を参照). しかし, トーリック多様体の (微分) 同相によ
る分類についてはあまり分かっていないようである. 当然のことなが
ら, コホモロジー環は (微分) 同相類の不変量であるが, 最近筆者と
DYSuh 氏は,「コホモロジー環が同型であるトーリック多様体は微分
同相かポット」 との問題を提起した ([12]). 実際, 特殊な場合には肯定
的な結果を得ている ([5], [11], [12]).

$\mathbb{C}P^{n}$ はトーリック多様体の典型例であるが, その実点の集合 (また
は複素共役をとる作用の不動点集合) として $\mathbb{R}P^{n}$ が得られる. 一般
のトーリック多様体 $X$ に対しても実点の集合 $X(\mathbb{R})$ が定義され, この

$X(\mathbb{R})$ を実トーリック多様体という. $X(\mathbb{R})$ は $X$ の半分次元で

$H^{*}(X(\mathbb{R})_{\backslash }\mathbb{Z}/2)\cong H^{2*}(X;\mathbb{Z})\otimes \mathbb{Z}/2$ .

が成り立っ. この事実に注目して, トーリック多様体に対する問題の
類似として次の問題を考える.

実トーリック多様体に対するコホモロジー的剛性問題 $\mathbb{Z}/2$ 係数コホ
モロジー環が同型である実トーリック多様体は微分同相か.

トーリック多様体は単連結であるが, 実トーリック多様体は単連結
ではない. したがって, コホモロジー環, しかも, $\mathbb{Z}/2$係数のコホモロ
ジー環が多様体の微分同相類を決定していまうとは信じがたいが, 反
例は知られていない. 本稿では, 上記の問題を支持する結果, および,
それに纏わる結果を報告する.
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2. 主結果
次の $\mathbb{R}P^{1}$ 束の系列を考える.

(2.1) $\lrcorner tI_{n}arrow ilI_{n-1}\mathbb{R}P^{1}arrow \mathbb{R}P^{1}\ldotsarrow 1t\mathbb{P}P^{1}$

右 $arrow\Lambda^{p}I_{0}=\mathbb{R}P^{1}.\{1$ 点 $\}$

ここで, A $I_{i}arrow\Lambda I_{i-1}$ $(i=1, . . . , n)$ は, $\mathbb{J}I_{i-1}$ 上の 2 っの直線束の Whit.-
ney和の射影化である. 2つの直線束の一方を自明なものとしても一般
性は失われない. Grossberg-Karshon ([7]) は, 複素の場合の上の系列
を考えており, その系列を高さ $n$ のポット塔 (Bott tower) とよんでい
る. それに倣って, 上の系列を高さ $n$. の実ボット塔 (real Bott tower)
とよぶことにする. また, 系列の $\mapsto$ プの多様体 $\Lambda/I_{n}$ を実ボット多様
体 (real Bott manifold) とよぶ. 実ポット多様体は, 実トーリック多様
体である.

Theorem 2.1 ([8]). $\mathbb{Z}/2$係数コホモロジー環が同型である実ポット多
様体は微分同相である.

$\underline{\underline{\underline{\hat{i}}}}E$明の方ffl. (1) 実ポット多様体は, 平坦リーマン計量をもつ多様体で
あることに注意する. したがって, Bieberbach の定理より, 基本群の
同型が微分同相を意味する.

(2) 2つの実ポット多様体 $M,$ $M’$ の $\mathbb{Z}/2$ 係数コホモロジー環が同型
であるとし,

$f:H^{*}(i\downarrow I;\mathbb{Z}/2)arrow H^{*}(\Lambda’I’;\mathbb{Z}/2)$

を同型写像とする. 実ポット多様体の $\mathbb{Z}/2$ 係数コホモロジー環は, 次
数 1の元で生成されているから, $f$ の $H^{1}$ への制限をみれば十分である.
この制限写像を行列で表して, $(0,1)$ 正方行列 $F$ を得る.

(3) 行列 $F$ を用いて, 基本群の間の準同型

$\rho:\pi_{1}(\Lambda,I’)arrow\pi_{1}(\lrcorner \mathfrak{h}^{r}I)$

を構成する. $F$ を整数行列と思って $\det F=\pm 1$ ならば $\rho$ は同型であ
るが, 一般に $\det F$ は奇数である. このことから, $\rho$ はいつも単射で

$\pi_{1}(M)/\rho(\pi_{1}(M’))$ の元の数は奇数であることが分かる.
(4) 群の短完全系列

$0arrow \mathbb{Z}^{n}arrow\pi_{1}(\Lambda I’)arrow(\mathbb{Z}/2)^{n}arrow 0$

がある. $\pi_{1}(\Lambda I)$ に対しても同様. (3) で構成した $\rho$ がこれら 2 っの短完
全系列の間の写像を導く. $\rho$ の存在を用いて, 群 $(\mathbb{Z}/2)^{n}$ の群 $\mathbb{Z}^{r\iota}$ による
拡大を考察して ( $\rho$ は同型写像とは限らないが) $\pi_{1}(\Lambda I)$ と $\pi_{1}(\Lambda I’)$ が同
型であることをみる. その際 $\pi_{1}(11I)/\rho(\pi_{1}(\Lambda I’))$ の元の数は奇数であ
ることが効く. 口
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3. 関連する結果
$H^{1}(\lrcorner\eta I_{A}.:\mathbb{Z}/2)\cong(\mathbb{Z}/2)^{k}$ であるから, 系列 (2.1) にある $\Lambda I_{k}h$には $2^{k}$

個の直線束がある. したがって, 高さ $n$ . の実ポット塔の数は $2^{n(n-1)/2}$

である. 一方, $n$.次元実ポット多様体の微分同相類の数を $H_{n}$ とすると,
小さい $n$. $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対しては,

$H_{1}=1,$ $H_{2}=2,$ $H_{3}=4,$ $H_{4}=12,$ $H_{5}=54$

と分かっているが, 一般の 7? に対しては不明である. ただし, 任意の
$n$. に対して $H_{n}>2^{(n-2)(n-3)/2}$ であることは分かる.

2つの実ポット多様体の直積は再び実ポット多様体である. そこで,
実ポット多様体の直積分解を考える. 実ポット多様体が 2つの実ポット
多様体の直積に表せない時, 分解できないということにする. 定理 2.1
を使って次が示せる.

Theorem 3.1 ([10]). 実ポット多様体を分解できない実ポット多様体
の直積に分解する仕方は, 直積因子の順番を除けば一意である.

Corollary 3.2. 実ポット多様体 $\Lambda\cdot I,$ $\Lambda I’$ に対して, $S^{1}\cross\Lambda I$ と $S^{1}\cross$
」

$\eta I’$

が微分同相ならば, 」$l’I$ と $ilI’$ は微分同相である.

実ポット多様体は平坦リーマン計量をもつ多様体であるが, 平坦りー
マン計量をもつ一般の多様体に対しては, 上記の系は成立しないこと
が知られている ([2]). したがって上記の定理または系は, 実ポット多
様体のもう一つの剛性と言える. 一般のトーリック多様体に対して上
記の定理または系が成立するかどうかは, 興味ある問題である.

$n$. 次元実トーリック多様体は $(\mathbb{Z}/2)^{n}$ 作用をもつ. 実ポット多様体は
平坦リーマン計量を許すが, 実際には $(\mathbb{Z}/2)^{n}$ 作用で不変な平坦リーマ
ン計量を許す. 次の定理は, この逆が成立することを主張している.

Theorem 3.3 ([8]). $(\mathbb{Z}/2)^{n}$ 作用で不変な平坦リーマン計量を許す $n$ 次
元実トーリック多様体は, 実ポット多様体である.
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