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概要

ト $-$ リック多様体に対しては単項式, 運動量写像の二通りの方法で
運動量多面体が現れることが知られているが, A 型の旗多様体の場合
も Gelfand-Cetlin 多面体と呼ばれる凸多面体との間にこれらとよく似
た関係がある. ここで単項式の対応物が Gelfand-Cetlin 基底と呼ばれ
るユニタリ群の既約表現の基底であり, 運動量写像に対応しているのが
Gelfand-Cetlin 系と呼ばれる完全可積分系である. さらに旗多様体はこ
の多面体から定まるトーリック多様体に退化することも知られている.
Kogan-Miller はこの退化の下で Gelfand-Cetlin 基底がトーリック多様
体上の単項式に変形できることを示した. ここでは Gelfand-Cetlin 系が
ト ー リック多様体の運動量写像に変形できることについて述べる.

1 序

$(X, \mathcal{L})$ を複素数体上定義された $N$ 次元偏極トーリック多様体とし, トーラ
ス作用で不変な K\"ahler 形式で $\mathcal{L}$ の第 lChern 類 $c_{1}(\mathcal{L})$ を代表するものを

一つ固定する. このとき運動量多面体と呼ばれる凸多面体 $\Delta\subset \mathbb{R}^{N}$ が代数幾

何, シンプレクティック幾何の二通りの方法で現れる. すなわち

$\bullet$ $(z_{1}, \ldots , z_{N})$ を $(\mathbb{C}^{*})^{N}\subset X$ の座標とし, $\Delta$ の各整数点 $(i_{1}, \ldots, i_{N})$ に

対し Laurent 単項式 $z_{1}^{i_{1}}\cdots z_{N}^{i_{N}}$ を対応させると, これらは $\mathcal{L}$ の正則切

断の空間 $H^{0}(X, \mathcal{L})$ の基底を定める. 言い換えると, トーラス作用によ
る $H^{0}(X, \mathcal{L})$ のウエイト分解は重複度がなく, 現れるウエイトがちょう
ど $\Delta$ の整数点と対応している.

$\bullet$
$\vdash$ーラス作用の運動量写像 $Xarrow \mathbb{R}^{N}$ の像が $\Delta$ となる.

これは大きなトーラスが代数幾何的にもシンプレクティック幾何的にもうま
く作用していることの現れであり, このおかげで様々な量が具体的に計算さ
れている. これらの性質は解析を行う上でも重要であり, 例えば Donaldson
$[3|$ はトーリック多様体上の K\"ahler 計量の問題を多面体上の解析に帰着させ
て調べている.
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上の様な凸多面体との関係は旗多様体 $Fl_{n}=U(n)/T$ の場合にも知られ
ている. この場合に現れる凸多面体は Gelfand-Cetlin 多面体と呼ばれるもの
$\text{で^{}1}$ 旗多様体とは以下のように関わる:

(i) $U(n)$ の既約表現 (Borel-Weil 理論によりこれは $Fl_{n}$ 上のある直線束の
切断の空間で与えられる) は Gelfand-Cetlin 多面体の整数点で添え字
付けられた基底 (Gelfand-Cetlin 基底) を持つ (Gelfand-Cetlin [4]).

(ii) Gelfand-Cetlin 系と呼ばれる $Fl_{n}$ 上の完全可積分系 $\Phi$ : $Fl_{n}arrow \mathbb{R}^{N}$

$($但し $N=\dim \mathbb{C}Fl_{n})$ の像が Gelfand-Cetlin 多面体となる (Guillemin-
Sternberg [7] $)$ .

ここで完全可積分系とはシンプレクティック多様体 $M$ 上の 1 $\dim_{N}M$ 個の独
立な関数の組で, Poisson 括弧に関して互いに可換なものをいう. トーリック
多様体の運動量写像は完全可積分系の例であり, (i), (ii) はそれぞれトーリッ
ク多様体上の単項式, 運動量写像に対応するもと見ることができる. トーリッ
ク多様体の場合との一番の違いは, 旗多様体の場合は二つが同一のトーラス
作用から来ているわけではないことである. 例えば Gelfand-Cetlin 系の定め
るトーラス作用は複素構造を保たないので, 特に切断の空間 $(U(n)$ の表現空
間 $)$ への作用を定めない.

旗多様体の場合には多面体との関係がもう一つある.

(iii) 旗多様体は Gelfand-Cetlin 多面体から定まるトーリック多様体に退化
する $($Gonciulea-Lakshmibai [6], Kogan-Miller [8], Batyrev et al. [2] $)^{}$

このトーリック退化で切断の基底や完全可積分系の構造もこめて変形される
ことを期待することは自然であろう. 実際これは正しく, Gelfand-Cetlin 基底
がトーリック多様体上の単項式に変形されることは Kogan-Miller [8] により
示されている. ここでは Gelfand-Cetlin 系がトーリック多様体の運動量写像
に自然に変形できることについて述べたい.
なお, この結果は一般化された旗多様体 (partial flag manifold) でも正しい.

実際, 狭義の旗多様体からの自然な射影により以下の議論のほとんどは一般
化された旗多様体上に落ちる. 議論の本質的な部分は (狭義の) 旗多様体の場
合にあるため, ここでは簡単のためこの場合のみを考える. 詳しい証明や一般
化された旗多様体の場合の議論は [9] を参照されたい.
これ以降の内容は次の通り. まず 2節でこの後用いる旗多様体の基本的な

事実を簡単にまとめた後, 3節, 4節でそれぞれ Gelfand-Cetlin 系, Gelfand-
Cetlin 基底の構成を振り返る. 5節では Kogan-Miller [8] に従って旗多様体の
トーリック退化がどのように構成されるかを述べる. 最後に 6節で Gelfand-
Cetlin 系の運動量写像への変形について述べたい.

lCetlin の綴りはこの他に Zetlin, Zeitlin, Tsetlin など何通りかあるので注意されたい. 因
みにキリル文字では $IIeryiii_{H}$ である.

2旗多様体はこれ以外のトーリック退化を持つことが Alexeev-Brion [1] により示されている.
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2 旗多様体

旗多様体 $Fl_{n}$ とは $\mathbb{C}^{n}$ 内の部分空間の列

$0\subset V_{1}\subset V_{2}\subset\cdots\subset V_{n-1}\subset \mathbb{C}^{n}$ , $\dim V_{k}=k$

全体のなす $n(n-1)/2$ 次元複素多様体である. $Fl_{n}$ は等質空間として

$Fl_{n}=GL(n, \mathbb{C})/B=U(n)/T$

と表される. ここで $B\subset GL(n, \mathbb{C})$ は下三角行列全体, $T\subset U(n)$ は対角行列

全体のなす部分群である.
これからの話では旗多様体の (余) 随伴軌道と Pl\"ucker 埋め込みによる記述

を用いる. まず余随伴軌道としての記述を思い出す. ここでは $u(n)=$ Lie $U(n)$

の Ad-不変な内積 $\langle$ , $\}$ を使って $u(n)^{*}$ を Hermite 行列全体 $\sqrt{-1}u(n)$ と同

-視して, 随伴軌道として表すことにする.

$\lambda=(_{0}^{\lambda_{1}}$ $\cdot.$ . $\lambda_{n}0$ $\in\sqrt{-1}u(n)$ , $\lambda_{1}>\lambda_{2}>\cdots>\lambda_{n}$

をひとつ固定し, $\mathcal{O}_{\lambda}\subset\sqrt{-1}u(n)$ を固定された固有値 $\lambda_{1},$

$\ldots,$
$\lambda_{n}$ を持つ

Hermite 行列全体のなす空間とすると, $Fl_{n}$ は

$Fl_{n}=U(n)/T\cong \mathcal{O}_{\lambda}$ , $gT g\lambda g^{*}$

によって $\mathcal{O}_{\lambda}$ と同一視できる. $\mathcal{O}_{\lambda}$ は Kostant-Kirillov 形式と呼ばれる標
準的なシンプレクティック形式 $\omega_{\lambda}$ を持つ. $x\in \mathcal{O}_{\lambda}$ に対し, その点での接ベ
クトルは ad$\xi(x)=[\xi,x],$ $\xi\in u(n)$ と表されることを思い出しておく. このと
き $\omega_{\lambda}$ は

$\omega_{\lambda}$ $(ad_{\xi}(x)$ , ad$\eta(x))=\langle x,$ $[\xi, \eta]\rangle$

で定義される. $\omega_{\lambda}$ はもちろん $\lambda$ に依っている. このシンプレクティック形式

は複素構造と整合的で, これにより $Fl_{n}$ は K\"ahler 多様体となる.
次に旗多様体の Pl\"ucker 埋め込みを思い出す. 各 $k=1,$ $\ldots,$ $n-1$ に対し

$\mathbb{P}_{k}:=\mathbb{P}(\wedge^{k}\mathbb{C}^{n})=\mathbb{P}(kn)-1$ とおく. このとき Pl\"ucker 埋め込みは

$\iota:Fl_{n}\hookrightarrow\prod_{k=1}^{n-1}\mathbb{P}_{k}$ , $(0\subset V_{1}\subset\cdots\subset V_{n-1}\subset \mathbb{C}^{n})\mapsto(\wedge^{1}V_{1}, \ldots, \wedge^{n-1}V_{n-1})$

で与えられる. Pl\"ucker 座標を用いるとこれは以下のように書ける. $n\cross n$ 行
列 $z=(z_{ij})$ と $I=\{i_{1}<\cdots<i_{k}\}\subset\{1, \ldots, n\}$ に対し, $z$ の小行列 $z_{I}$ を

$z_{I}=(_{z_{i_{k}1}}^{z_{i_{1}1}}z_{i_{2}1}$
$z_{i_{k}2}z_{i_{1}2}z_{i_{2}2}$

. .

.

$z_{i_{k}k}z_{i_{2}k}z_{i_{1}k}$

68



で定めると、Pl\"ucker 座標は

$p_{I}(z):=\det z_{I}$

たちで与えられる. つまり, Pl\"ucker 埋め込みはこれらの $p_{I}$ たちを並べて

$\iota=([\rho I]_{|I|=k})_{k=1,\ldots,n-1}:Fl_{n}=GL(n, \mathbb{C})/Barrow\prod_{k=1}^{n-1}\mathbb{P}_{k}$

で与えられる. 言い換えると $Fl_{n}$ は $\mathbb{C}[\rho I ; |I|=1, \ldots, n-1]$ の “multiple
Proi” として得られる :

$Fl_{n}=$ multiple Proj $\mathbb{C}[pI ; |I|=1, \ldots, n-1]\subset\prod_{k=1}^{n-1}\mathbb{P}_{k}$ .

ここで multiple Proj $\mathbb{C}[\rho I]$ は $\mathbb{C}[\rho I]$ に対応する $\prod_{k=1}^{n-1}\mathbb{P}_{k}=\prod_{k=1}^{n-1}$ Proj $\mathbb{C}[Z_{I}$ ; $|I|=$

$k|$ の部分代数多様体, すなわち $pI$ たちの満たす関係式を定義方程式とする
$\prod_{k=1}^{n-1}\mathbb{P}_{k}$ の部分多様体である. このとき, $\omega_{\lambda}$ は $\prod_{k=1}^{n-1}\mathbb{P}_{k}$ 上の計量

$\tilde{\omega}_{\lambda}=\sum_{k=1}^{n-1}(\lambda_{k}-\lambda_{k+1})\omega_{FS,k}$ (1)

の制限 $\omega_{\lambda}=\iota^{*}\tilde{\omega}_{\lambda}$ として得られる. ただし $\omega_{FS,k}$ は $\mathbb{P}_{k}$ 上の Fubini-Study
形式である.

例 2.1. $n=3$ のとき $Fl_{3}$ は 3次元で, Pl\"ucker 埋め込み

$\iota=([p_{1}:p_{2=3}p],$ $[p_{12}:p_{13}:p_{23}|):Fl_{3}arrow \mathbb{P}_{1}\cross \mathbb{P}_{2}$

により $\mathbb{P}_{1}x\mathbb{P}_{2}=\mathbb{P}^{2}\cross \mathbb{P}^{2}$ に超曲面として埋め込まれる. $[Z_{1}:Z_{2}:Z_{3}]$ ,
$[Z_{12};Z_{13}:Z_{23}]$ をそれそれ $\mathbb{P}_{1},$ $\mathbb{P}_{2}$ の斉次座標とすると, $Fl_{3}$ の定義方程式
(Pl\"ucker 関係式) は

$Z_{1}Z_{23}-Z_{2}Z_{13}+Z_{3}Z_{12}=0$

で与えられる.

全ての $\lambda_{i}$ が整数のとき (実際には $\lambda_{i}-\lambda_{i+1}$ たちが整数であれば良い), $\lambda$

は $T$ の指標 (すなわち $T$ の $\mathbb{C}$ への作用) を定める. このとき, この作用との
対角作用による商として $Fl_{n}$ 上の正則直線束

$\mathcal{L}_{\lambda}=(U(n)\cross \mathbb{C})/Tarrow Fl_{n}=U(n)/T$ (2)

が得られる. $\mathbb{C}$ の標準的な内積から定まる $\mathcal{L}_{\lambda}$ の Hermite 計量 $h$ を考える
と, この曲率がちょうど Kostant-Kirillov 形式となっている:

$c_{1}( \mathcal{L}_{\lambda}, h)=\frac{1}{2\pi}\omega\lambda$ .
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Pl\"ucker 埋め込みの方で見ると, $\mathcal{L}_{\lambda}$ は $\prod_{k=1}^{n-1}\mathbb{P}_{k}$ 上の直線束

$\mathcal{O}_{\mathbb{P}_{1}}(\lambda_{1}-\lambda_{2})$ ロ... $H\mathcal{O}_{\mathbb{P}_{n-1}}(\lambda_{n-1}-\lambda_{n})$ (3)

の $Fl_{n}$ への引き戻しと一致する. ここで図は外部テンソル積を表すものと
する. 例えば $Fl_{n}$ の反標準束 $\mathcal{K}_{Fl_{n}}^{-1}$ は全ての $i$ に対し $\lambda_{i}-\lambda_{i+1}=2$ (即ち $\lambda$

が正ルートの和 $2\rho$) の場合に対応する:

$\mathcal{L}_{2\rho}=\mathcal{K}_{Fl_{n}}^{-1}$ .

特に $\omega_{\lambda}$ が K\"ahler-Einstein であるための必要十分条件は

$\lambda_{1}-\lambda_{2}=\lambda_{2}-\lambda_{3}=.$ $..=\lambda_{n-1}-\lambda_{n}$

である.

3 Gelfand-Cetlin 系
この節では Gelfand-Cetlin 系と呼ばれる旗多様体の完全可積分系について

振り返る. これを見るのは (余) 随伴軌道による記述を用いるのが便利である.
各 $x\in \mathcal{O}_{\lambda}$ に対して, その左上の $kxk$ 小行列を $x^{(k)}$ と書くことにする.

$x^{(k)}$ も Hermite 行列なので, 実固有値 $\lambda_{1}^{(k)}(x)\geq\lambda_{2}^{(k)}(x)\geq\cdots\geq\lambda_{k}^{(k)}(x)$

を持つ. $x=x^{(n)}$ の固有値は固定されているので, それより小さいサイズ
$k=1,$ $\ldots,$ $n-1$ をすべて考えると, ちょうど $Fl_{n}$ の実次元の半分の個数の
関数

$\Phi:\mathcal{O}_{\lambda}arrow \mathbb{R}^{n(n-1)/2}$, $X(\lambda_{j}^{(k)}(x))_{k=1,\ldots,n-1}j=1_{2}\ldots,k$
’

を得る. これは $(\mathcal{O}_{\lambda},\omega_{\lambda})$ 上の完全可積分系になる (証明は $[7|$ 参照). これを
Gelfand-Cetlin 系という. この $\Phi$ による $\mathcal{O}_{\lambda}$ の像を見てみる. まず $\lambda_{i}$ と
$\lambda_{i}^{(n-1)}$ の関係から考えると, Mini$-{\rm Max}$ 原理から

$\lambda_{1}\geq\lambda_{1}^{(n-1)}\geq\lambda_{2}\geq\lambda_{2}^{(n-1)}\geq\lambda_{3}\geq\cdots\geq\lambda_{n-1}\geq\lambda_{n-1}^{(n-1)}\geq\lambda_{n}$ (4)

を満たすことが分かる. 従って $\lambda$j(のたちは
$\lambda_{1}$ $\lambda_{2}$ $\lambda_{3}$ ... $\lambda_{n-1}$ $\lambda_{n}$

$\backslash ^{4}$ $-7/$ $\backslash \Delta$

$\eta_{/}$

$\lambda_{1}^{(n-1)}$ $\lambda_{2}^{(n-1)}$

$\backslash ^{\Delta}$

$\eta_{/}$

$\lambda_{1}^{(n-2)}$

$\backslash ^{4}$

$\backslash ^{\Delta}$

$\eta_{/}$

$\lambda_{n-1}^{(n-1)}$

7/

$\lambda_{n-2}^{(n-2)}$

7/

$\backslash \triangleleft$ ’7/

$\lambda_{1}^{(1)}$
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を満たす. これを満たす数の組を $\lambda$ に対する Gelfand-Cetlin pattern と

いう. Gelfand-Cetlin pattern 全体のなす凸多面体 $\Delta_{\lambda}$ を Gelfand-Cetlin
多面体と呼ぶ. $\Phi$ による $\mathcal{O}_{\lambda}$ の像は Gelfand-Cetlinn 多面体全体に一致する
ことは容易に確かめられる. 図 1は $n=3$ のときの Gelfand-Cetlin 多面体
ある.

図 1: 3次元の Gelfand-Cetlin 多面体

注意 3.1. $k=1,$ $\ldots,$ $n-1$ に対し $U(k)$ を次のようにして $U(n)$ の部分群と
みなす:

$U(k)\cong(\begin{array}{ll}U(k) 00 1_{n-k}\end{array})\subset U(n)$ . (5)

このとき $x\mapsto x^{(k)}$ は $(\mathcal{O}_{\lambda},\omega_{\lambda})$ への $U(k)$ 作用の運動量写像を与える. ただ
し前と同様 $u(k)^{*}$ を $\sqrt{-1}u(k)$ と同–視している.

注意 32. $\mathcal{O}_{\lambda}$ への $T$ 作用の運動量写像は

$x=(x_{ij})\mapsto(^{x_{11}}0^{\cdot}.$ . $x_{nn}^{0}$

で与えられるが 2これは

$x_{kk}=$ tr $x^{(k)}$ -tr $x^{(k-1)}= \sum_{i}\lambda_{i}^{(k)}-\sum_{i}\lambda_{i}^{(k-1)}$
,

と $\lambda_{i}^{(k)}$ たちで書くことができるので, $T$ 作用は Gelfand-Cetlin 系に含まれ
ている.

注意 3.3. Gelfand-Cetlin 系の定めるトーラス作用は $Fl_{n}$ の複索構造を保た
ない. 実際, 複素構造を保つトーラスは $U(n)$ の極大トーラスだけ (中心は自
明に作用するので $(n-1)$ 次元しかない) である. 従って一般に Gefand-Cetlin
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多面体の面の逆像は複素部分多様体ではない. 例えば $n=3$ の場合, 図 1の

奥にある 2つの台形の面の逆像は複素部分多様体だが, それ以外の 4つの面

の逆像は複素部分多様体ではない.

$\lambda_{j}^{(k)}$ の Hamilton 流は以下のように書くことができる. 一般の $x\in \mathcal{O}_{\lambda}$ に

対し, $x^{(k)}$ の $\lambda_{j}^{(k)}$ 固有単位ベクト) $|$/v $=v_{j}^{(k)}\in \mathbb{C}^{k}$ をとり (もちろん $x$ に

依っている $)$ ,

$\tilde{v}:=(\begin{array}{l}v0\end{array})$ $\in \mathbb{C}^{n}$

とおく.

命題 3.4 (Giacobbe $[5|)$ . $\lambda_{j}^{(i)}$ の Hamilton 流の方程式は

$\frac{d}{dt}x=[x,$ $\sqrt{-1}\tilde{v}\otimes\tilde{v}^{*}]$

となり, さらに $\tilde{v}\otimes\tilde{v}^{*}$ はこの流れに沿って定数である. 特に積分曲線は

$x(t)=Ad(e^{\sqrt{-1}t\overline{v}\otimes\overline{v}})x(O)=e^{-\sqrt{-1}t\overline{v}\otimes\overline{v}^{*}}x(0)e^{\sqrt{-1}t\tilde{v}\otimes\tilde{v}^{r}}$

で与えられる.

最後に $n=3$ の場合に $\Phi$ のファイバーの様子について見ておく. ほとんど
のところではトーリック多様体の運動量写像の場合と同じで, $k$ 次元の面の
上には $k$ 次元トーラス $T^{k}$ が並んでいる. 例えば $\Delta_{\lambda}$ の内部では $T^{3}$ ファイ

ブレーションになっている. 唯一の例外が 4本の辺が集まっている頂点 (図 1
で手前にある頂点) で, この上には $S^{3}$ がのっている. これを見てみよう. こ

の頂点は
$\lambda_{1}$ $\lambda_{2}$ $\lambda_{3}$

// $\backslash \backslash$

$\lambda_{1}^{(2)}$ $\lambda_{2}^{(2)}$

$\backslash$ ク

$\lambda_{1}^{(1)}$

で定義されるので, $x$ がこのファイバーの点ならば

$x^{(2)}=(\begin{array}{ll}\lambda_{2} 00 \lambda_{2}\end{array})$

でなければならない. 従って $x$ は

$x=(\begin{array}{lll}\lambda_{2} z_{1} \lambda_{2} z_{2}\overline{z}_{1} \overline{z}_{2} \nu\end{array})$
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という形をしている. この行列の固有値が $\lambda_{1},$ $\lambda_{2},$ $\lambda_{3}$ であるための必要十分
条件は

$\nu=\lambda_{1}-\lambda_{2}+\lambda_{3}$ , $|z_{1}|^{2}+|z_{2}|^{2}=(\lambda_{1}-\lambda_{2})(\lambda_{2}-\lambda_{3})$

であり, 特にファイバーは $S^{3}$ と同相である. また, 図 1でこの頂点から縦に
出ている二本の辺, 横に出ている二本の辺の逆像はそれそれ合わせて一つの

$\mathbb{P}^{1}$ で, $S^{3}$ とそれぞれ $z_{1}=0,$ $z_{2}=0$ で定まる $S^{1}$ で交わる.

注意 35. 一般化された旗多様体の場合もまったく同様にして完全可積分系
が得られる. 例えば $\mathbb{C}^{4}$ 内の 2次元部分空間全体のなす Grassmann 多様体
$Gr(2,4)$ の場合を考える. これは複素 4次元多様体で, $\lambda$ を $\lambda_{1}=\lambda_{2}>\lambda_{3}=\lambda_{4}$

となるようにとれば, その随伴軌道と同一視できる. この場合も同様にして定
まる $\lambda_{i}^{(k)}$ たちを考えると, Gelfand-Cetlin pattern の関係式

$\lambda_{1}$ $\lambda_{1}$ $\lambda_{3}$ $\lambda_{3}$

$\backslash \backslash$ // $\backslash \Delta$

$\nearrow 7/$
$\backslash \backslash$ ク

$\lambda_{1}$ $\lambda_{2}^{(3)}$
$\lambda_{3}$

$\backslash \Delta$

$\prime 7_{/}$ 嬉 7/

$\lambda_{1}^{(2)}$ $\lambda_{2}^{(2)}$

$\backslash ^{\Delta}$ ,7/

$\lambda_{1}^{(1)}$

から二つが定数関数になることが分かり, ちょうど $4=\dim \mathbb{C}Gr(2,4)$ 個の定
数でない関数が得られる. (狭義の) 旗多様体の場合と同様にこれらは $Gr(2,4)$

上の完全可積分系となる.

4 Gelfand-Cetlin 基底
(2) で定義された直線束 $\mathcal{L}_{\lambda}$ に対し, その正則切断の空間 $H^{0}(Fl_{n}, \mathcal{L}_{\lambda})$ は

$U(n)$ の最高ウエイト $\lambda$ の既約表現を与える (Borel-Weil 理論). Gelfand-
Cetlin 基底はこのベクトル空間の基底で, Gelfand-Cetlin 多面体と関係があ
るもう一つの話題である. この後用いることはないが, せっかくなのでここで
簡単に振り返っておく.

再び (5) により $U(k)(k=1, \ldots, n-1)$ を $U(n)$ の部分群とみなし,
$U(k)$ の表現として $H^{0}(Fl_{n}, \mathcal{L}_{\lambda})$ を見る. まず $U(n-1)$ の表現として見ると
$H^{0}(Fl_{n}, \mathcal{L}_{\lambda})$ は既約でないので, その既約分解 $H^{0}(Fl_{n}, \mathcal{L}_{\lambda})=\oplus V_{\mu}^{\oplus m}\lambda,\mu$ を

考える. ここで 2は $U(n-1)$ の最高重み $\mu=(\mu_{1}\geq\cdots\geq\mu_{n-1})$ の既約表
現, $m_{\lambda,\mu}$ はその重複度である. すると次が成り立つ (例えば [11] 参照):

$\bullet$ 現れる既約表現 $V_{\mu}$ の重複度は 1,
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$\bullet$ $V_{\mu}$ が既約成分として現れるための必要十分条件は

$\lambda_{1}\geq\mu_{1}\geq\lambda_{2}\geq\mu_{2}\geq\lambda_{3}\geq\cdots\geq\lambda_{n-1}\geq\mu_{n-1}\geq\lambda_{n}$

を満たすことである.

つまり, ちょうど Gelfand-Cetlin 系のときに出てきた条件 (4) と同じものが
現れる. 順に行列のサイズを小さくしていくことにより最終的に $U(1)$ の表

現としての既約分解ができるが, 上の事実から各既約成分は Gelfand-Cetlin
多面体の整数点 $\Lambda\in\Delta_{\lambda,Z}=\Delta_{\lambda}\cap \mathbb{Z}^{n(n-1)/2}$ と 1対 1に対応する:

$H^{0}(Fl_{n}, \mathcal{L}_{\lambda})=\bigoplus_{\Lambda\in\Delta_{\lambda z}},V_{\Lambda}$
, $\dim V_{\Lambda}=1$ .

この既約分解を Gelfand-Cetlin 分解といい, それそれの $V_{\Lambda}$ から基底をとっ

てそれらを集めたものを Gelfand-Cetlin 基底という. 特に

$\dim H^{0}(Fl_{n}, L_{\lambda})=\#\Delta_{\lambda,Z}$

である.

例 4.1. $U(3)$ の $\epsilon u(3)$ への随伴作用は最高ウエイト $\lambda=(1,0, -1)$ の 8次元
表現である. 図 2の 8つの黒い点が Gelfand-Cetlin 多面体の整数点で, それ
それが $U(1)$ の既約表現に対応している. また, 丸く囲ったところはそれぞれ
が $U(2)$ の既約表現を与える (つまり 1次元表現と 3次元表現がそれぞれ一
つづつ, 2次元表現が二つ現れる).

図 2: $U(3)$ の $su(3)$ への随伴作用の Gelfand-Cetlin 分解

5 旗多様体のトーリック退化

この節では旗多様体の Gelfand-Cetlini 多面体から定まるトーリック多様体
への退化について振り返る. この退化は 2節の $P1\ddot{u}$cker 埋め込みを変形する
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ことにより得られる. ここでは主に [8] に従ってこれについて間単に説明し
たい.

Pl\"ucker 埋め込みを変形することは Pl\"ucker 座標 $pI(z)$ たちを変形するこ
とと同じである. そこで, $z_{ij}$ に次のような重みを導入する.

$w_{ij}=\{\begin{array}{ll}3^{i-j-1}, i>j,0, i\leq j.\end{array}$

つまり重みの行列 $(w_{ij})$ は

$w=(w_{ij})=(3^{n-2}301$

で与えられる. これに対し,

$01.$

.

$30$ . $\cdot$

$1^{\cdot}$

$0)$

.

$qI(z, t)$ $:=t^{-}$ tr $wlp_{I}(t^{w:}jz_{ij})=t^{-}$tr $W_{I}\det(t^{w_{ij}}z_{ij})i$

とおく. $pI(t^{\omega_{ij}}z_{ij})$ の項の中で $t$ の次数が一番小さいのは対角成分からなる
項なので $q_{I}$ は $t$ に関しても多項式で, $t=0$ のとき対角成分の項 (単項式) だ
けが残る. これを用いて多様体の族

$\mathfrak{X}=$ multiple Proj
$\mathbb{C}[t, qI ; I\subset\{1, \ldots, n\}]\subset\prod_{i}\mathbb{P}_{i}x\mathbb{C}$

が得られる. 作り方から $t=1$ のときがちょうど Pl\"ucker 埋め込みであり,
$t=0$ でトーリック多様体 $X_{0}$ に退化している. Kogan-Miller [8] により,
このトーリック多様体が Gelfand-Cetlin 多面体から決まるものと一致する
ことが示されている. 以後, このトーリック多様体を Gelfand-Cetlin トー

リック多様体と呼ぶことにする. $X_{0}$ に作用するトーラスを Gelfand-Cetlin
pattern の行ことに分け, $T_{n-1}x\ldots T_{2}\cross T_{1}$ と書くことにする. ここで $T_{k}$ は

Gelfand-Cetlin pattern の下から $k$ 行目に対応する $k$ 次元トーラスである.

注意 51. 各 $t\neq 0$ に対し, そのファイバー $X_{t}$ は複素多様体として旗多様体
$Fl_{n}$ と同型である. 一方, (1) で定義したシンプレクティック形式の制限 $\tilde{\omega}_{\lambda}|_{X_{t}}$

が Kostant-Kirillov 形式と一致するのは $|t|=1$ のときのみである.

例 52. $n=3$ の場合を見てみる. このときは $Fl_{3}$ は $Z_{1}Z_{23}-Z_{2}Z_{13}+Z_{3}Z_{12}=$

$0$ で定まる $\mathbb{P}^{2}x\mathbb{P}^{2}$ の超曲面であったを思い出す. これに対し退化族は

$X=\{([Z_{1}:Z_{2}:Z_{3}|,$ $[Z_{12}:Z_{13}:Z_{23}],$ $t)|Z_{1}Z_{23}-Z_{2}Z_{13}+tZ_{3}Z_{12}=0\}$
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となり, $t=0$ でトーリック多様体

$X_{0}=\{([Z_{1}:Z_{2}:Z_{3}],$ $[Z_{12}:Z_{13}:Z_{23}])|Z_{1}Z_{23}-Z_{2}Z_{13}=0\}$

に退化していることが分かる. $X_{0}$ は $Z_{1}=Z_{2}=Z_{13}=Z_{23}=0$ に特異点
を持ち, この点が Gelfand-Cetlin 多面体の 4本辺が出ている頂点に対応して
いる.

注意 5.3. 一般に Gelfand-Cetlin トーリック多様体は特異点を持つ. これは
Gelfand-Cetlin 多面体が必ず上のような余分に辺などが集まる頂点 (より一
般に面) を持つことから分かる. 一般化された旗多様体のときも自明な (すな
わち射影空間の) 場合を除いて $X_{0}$ は特異となる.

(3) の直線束から定まる ample な直線束の族を $L_{\lambda}arrow$ ec と書くことにする.

このとき次の意味で旗多様体の上の Gelfand-Cetlin 基底は Gelfand-Cetlin
トーリック多様体上の単項式の基底に変形できる.

定理 5.4 (Kogan-Miller [8]). $H^{0}(X, \mathcal{L}_{\lambda})$ の $\mathbb{C}[t|$ 上の基底で, $t=1$ では

Gelfand-Cetlin 基底, $t=0$ では $X_{0}$ 上の単項式となるものが取れる.

Gelfand-Cetlin 系は小さいサイズのユニタリ群の作用を用いて作られてい
たが, この退化ではこれらの群作用がなくなってしまうため Gelfand-Cetlin
系の変形を考える上であまり都合が良くない. そこで, やはり [8] で導入され
た旗多様体の段階的退化を用いる. $t=(t_{2}, \ldots, t_{n})$ をパラメータとする. 各
$k=2,$ $\ldots,$ $n$ に対し

$\tilde{w}_{k,ij}=\{\begin{array}{ll}0, i<k,w_{kj}-w_{k-1,j}, i\geq k\end{array}$

とおき, $Z_{i}j$ の重みを

$t^{\tilde{w}_{ij}}:=t_{2}^{\tilde{w}}t_{3}^{\tilde{w}s.\mathfrak{i}j}2.ij$ . . . $t_{n}^{\tilde{w}_{n,ij}}$ .

で定める. つまり,

$(t^{\tilde{w}_{ij}})_{ij}=(t_{2}t_{3}^{2}t_{4}^{6}\ldots t_{n}^{2\cdot 3^{n-3}}t_{2}t_{3}^{2}t_{4}^{6}t_{2}t_{3}^{2}t_{2}1$

$t_{3}t_{3}t_{4}^{2}t_{3}t_{4}^{2}\ldots t_{n}^{2\cdot 3^{n-4}}1$

$t_{4}1.$

.

$1.$

.
$\dot{t}_{n}$

. $1^{\cdot}$

で与えられる重みを考える. $t_{k}$ は $k$ 行目以下にしか現れないことに注意する.
$q_{I}$ の代わりに

$\tilde{q}_{I}(z_{ij}, t_{2}, \ldots, t_{n})=d_{I}(t^{\tilde{w}_{ij}})^{-1}pI(t^{\tilde{w}_{ij}}z_{ij})\in \mathbb{C}[z_{ij}, t_{k}]$ .

76



を用いて $(n-1)$ 変数族

$f$ : $\tilde{\mathfrak{X}}=$ multiple Proj $\mathbb{C}[\tilde{q}I, t]arrow \mathbb{C}^{n-1}$

を作る. 但し, $d_{I}$ は $pI$ の対角成分の項 (単項式) を表すものとする. このと
き作り方から $\tilde{q}I(z_{ij}, t, \ldots, t)=qI(z_{ij}, t)$ なので $x_{(1,\ldots,1)}:=\tilde{f}^{-1}(1, \ldots, 1)$ は

$Fl_{n}$ と同型であり, $X_{(0,\ldots,0)}=\overline{f}^{-1}(0, \ldots, 0)$ は Gelfand-Cetlin ト $-$ リック多
様体 $X_{0}$ となる. ここで重要なのは,

$\bullet$ $t_{2}=\cdots=t_{k-1}=1$ のとき各ファイバー $x_{(1,\ldots 1,t_{k},\ldots,t_{n})}$ には $U(k-1)$
の作用が生き残っており,

$\bullet$ $t_{k+1}=\cdots=t_{n}=0$ では $x_{(t_{2},\ldots,t_{k},0,\ldots,0)}$ には $x_{0}$ に作用するトーラス

の一部 $T_{n-1}\cross\cdots\cross T_{k}$ が作用する

ということである. そこで, パラメータを後ろから順に

$t=(1, \ldots, 1)\infty(1, \ldots, 1,0)-(1, \ldots, 1,0,0)\sim\cdotsrightarrow(0, \ldots, 0)$

と動かす退化の列を考える. $t_{k}$ を動かす $(n-k+1)$ ステップ目の退化を

$f_{k}$ :
$\mathfrak{X}_{k}=\tilde{\mathfrak{X}}|_{t==,.t_{k}=1t_{k+1}^{2}=\cdot=\overline{t}_{n}^{1}=0}\cup\cdots$.

$arrow$

$\mathbb{C}u)$

$X_{(1,\ldots,1,t_{k},0,\ldots,0)}$ $arrow$ $t_{k}$

とし, そのファイバーを $X_{k,t}:=f_{k}^{-1}(t)=X_{(1,\ldots,1,t,0,\ldots,0)}$ と書くことにする.

注意 5.5. このように段階的に退化させていった場合, 最後の段階 $f_{2}$ : $\mathfrak{X}_{2}arrow \mathbb{C}$

は自明な族となり, 従って実質的には $(n-2)$ 段階の退化を考えていることに
なる. 例えば, $Fl_{3}$ の場合の 2変数族は

$t_{2}Z_{1}Z_{23}-t_{2}Z_{2}Z_{13}+t_{3}^{2}Z_{3}Z_{12}=0$

で与えられる. この事実は $Fl_{2}=\mathbb{P}^{1}$ がもともとトーリック多様体であり, こ
の場合のトーリック退化は自明な族であることに対応している (以下の議論
も参照されたい).

-段階目の退化の終点 (すなわち 2段階目のスタート) $X_{n,0}=X_{n-1,1}=$

$X_{(1,\ldots,1,0)}$ について少し見ておく. そのために, 小さいサイズの旗多様体 $Fl_{n-i}$

とその多変数退化族

$\tilde{X}^{(n-1)}$
$arrow$ $\mathbb{C}^{n-2}$

俺 ツ

$X_{t’}^{(n-1)}$ $arrow$ $t’=(t_{2}, \ldots, t_{n-1})$

を考える. これは $\mathbb{P}^{(n-1)}:=\prod_{k}\mathbb{P}(\wedge^{k}\mathbb{C}^{n-1})$ の中で変形されることを思い
出す. 各 $k$ に対し, 自然な射影 $pr_{k}$ : $\mathbb{P}^{(n-1)}arrow \mathbb{P}(\wedge^{k}\mathbb{C}^{n-1})$ を考え, $\mathcal{E}_{k}=$
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$pr_{k}^{*}\mathcal{O}_{\mathbb{P}(\wedge^{k}\mathbb{C}^{n-1}})(1)$ とおく. さらに $\mathcal{E}_{0}=\mathcal{E}_{n-1}=\mathcal{O}_{\mathbb{P}(n-1)}$ を自明束とし, $\mathbb{P}^{(n-1)}$

上の ( $\mathbb{P}$l)n-l-束

$\mathbb{P}(\mathcal{E}_{0}\oplus \mathcal{E}_{1})x_{\mathbb{P}(n-1)}\mathbb{P}(\mathcal{E}_{1}\oplus \mathcal{E}_{2})x_{\mathbb{I}^{\triangleright(n-1)}}\cdots x_{\mathbb{P}(n-1)}\mathbb{P}(\mathcal{E}_{n-2}\oplus \mathcal{E}_{n-1})$

を考える. 各 $X_{t’}^{(n-1)}$ に制限することにより得られる $(\mathbb{P}^{1})^{n-1}$-束の族を

$\mathfrak{Y}$ $arrow$
$\tilde{\mathfrak{X}}^{(n-1)}$

$\cup$ $\cup$

$Y_{l’}$ $arrow$ $X_{t}^{(n-1)}$

と書くことにする. このとき, 各 $X_{(t^{J},0)}$ への全射双有理写像

$\mathfrak{Y}$ $arrow$ $\tilde{X}|_{t_{n}=0}$

$\cup$ $\cup$

$Y_{l’}$ $arrow$ $X_{(t^{l},0)}$

が次のように得られる. $Z_{I}’,$ $I\subset\{1, \ldots, n-1\}$ を $\prod_{k}\mathbb{P}(\wedge^{k}\mathbb{C}^{n-1})$ の斉次座
標とし, $\mathbb{P}(\mathcal{E}\iota-1\oplus \mathcal{E}_{i})$ のファイバー座標 $[u_{i}:v_{i}]$ を $u_{i}\in \mathcal{E}_{i-1},$ $v_{i}\in \mathcal{E}_{i}$ となる

ようにとると, 写像 $Y_{t’} arrow X_{(t^{l},0)}\subset\prod \mathbb{P}_{k}$ は各 $\mathbb{P}_{k}$ 上で

$Z_{I}=\{\begin{array}{l}u_{k}Z_{I}’, if n\not\in I,v_{k}Z_{i_{1},\ldots,i_{k-1}}’ , if I=\{i_{1}, \ldots, i_{k-1}, i_{k}=n\}\end{array}$ (6)

により得られる. ただし $Z_{\emptyset}’=Z_{1,\ldots,n-1}’=1$ としている. 特に $X_{n-1,1}$ の特
異点解消

$h_{n-1,1}:Y_{n-1,1}:=Y_{(1,\ldots,1)}arrow X_{n-2,1}=X_{(1,\ldots,1,0)}$

は $Fl_{n-i}$ 上の $(\mathbb{P}^{1})^{n-1}$ -束 $Y_{n-1,1}$ で与えられる. このとき $X_{n-1,1}$ への

$U(n-1)$ の作用は $Fl_{n-i}$ への自然な作用から誘導される $Y_{n-1,1}$ への作用か
ら来るものと一致している. 一方 $T_{n-1}$ の作用は $Y_{n-1,1}$ のファイバーへの自
然な作用が落ちてきたものとなっている.

この議論を繰り返すことにより, 各 $m=n-1,$ $\ldots,$
$2$ に対し $X_{m,1}$ の特異

点解消 $h_{m,1}$ : $Y_{m,1}arrow X_{m,1}$ が $Fl_{m}$ 上にファイバー束の構造が積み重なっ
たもの

$Y_{m,1^{arrow}}^{(\mathbb{P}^{1})^{n-1}\ldots(}arrow Fl_{m}I^{1})^{m}$

で与えられることが分かる. $Fl_{m}$ の $P1\ddot{u}$cker 座標 $([Z_{I}’]_{|I|=k})_{k}$ とファイバーの

座標 $([u_{i}^{n}:v_{i}^{n}])_{i=1,\ldots,n-1}\in(\mathbb{P}^{1})^{n-1},$
$\ldots,$

$([u_{i}^{m+1}:v_{i}^{m+1}])_{i=1,\ldots,m+1}\in(\mathbb{P}^{1})^{m}$

をとると, $h_{m,1}$ は

$Z_{1}=\chi l,I’’(u, v)\cdot Z_{I}^{l}$, (7)

という形で与えられる. ただし $I=\{i_{1}<\cdots<i_{k}<i_{k+1}<\cdots<i_{l}\}\subset$

$\{1, \ldots, n\}$ に対し $I’=\{i_{1}, \ldots,i_{k}\}\subset\{1, \ldots, m\},$ $I”=\{i_{k+1}, \ldots, i_{t}\}$ 欧
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$\{m+1, \ldots , n\}$ であり, $\chi l,I^{l/}(u, v)$ は (6) により帰納的に定まる $u_{i}^{k},$ $v_{j}^{l}$ の単
項式である. 各 $t$ に対しても (7) は全射双有理写像 $h_{m,t}$ : $Y_{m,t}arrow X_{m,t}$ を定
める.

6 Gelfand-Cetlin 系のトーリック退化
この節では旗多様体の Gelfand-Cetlin 系がトーリック退化で Gelfand-Cetlin
トーリック多様体の自然なトーラス作用の運動量写像に変形できることを見る.
各 $m=1,$ $\ldots,$ $n-1$ に対し, $\prod_{k=1}^{n-1}\mathbb{P}_{k}$ への自然な $U(m)$ 作用を考える. こ

れは旗多様体への作用の拡張になっている. この作用の運動量写像を

$\mu^{(m)}:\prod_{k=1}^{n-1}\mathbb{P}_{k}arrow\sqrt{-1}u(m)$ .

書くことにし, $\mu^{(m)}$ の値の固有値を対応させる関数を

$\tilde{\lambda}_{i}^{(m)}:\prod_{k=1}^{n-1}\mathbb{P}_{k}arrow \mathbb{R}$ , $\tilde{\lambda}_{1}^{(m)}\geq\cdots\geq\tilde{\lambda}_{m}^{(m)}$

とする. すると作り方から
$\sim$

$\tilde{\lambda}_{j}^{(m)}$ たちは $X_{1}=Fl_{n}$ に制限すると Gelfand-
Cetlin 系になる. 以下, 斉次座標 $Z_{I}$ の添え字は増加していないものも許し,
$\sigma\in \mathfrak{S}_{k}$ に対し

$Z_{\sigma(i_{1}),\ldots,\sigma(i_{k})}=(sgn\sigma)Z_{i_{1},\ldots,i_{k}}$

という関係を満たすものとする. このとき $U(n)$ 作用の運動量写像 $\mu^{(n)}$ は

$\mu^{(n)}(Z)=\sum_{k=1}^{n-1}\frac{\lambda_{k}-\lambda_{k+1}}{\sum_{|I|=k}|Z_{I}|^{2}}(\sum_{k}Z_{iI’}\overline{Z}_{jI’})_{i,j=1,\ldots,n}+\lambda_{n}\cdot 1_{n}$

で与えられる. 従って $\mu^{(m)}$ は $\mu^{(n)}$ の左上の $mxm$ ブロック

$\mu^{(m)}(Z)=\sum_{k=1}^{n-1}\frac{\lambda_{k}-\lambda_{k+1}}{\sum_{|I|=k}|Z_{I}|^{2}}(\sum_{k}Z_{iI’}\overline{Z}_{jI^{l}})_{i,j=1,\ldots,m}+\lambda_{n}\cdot 1_{m}$ (8)

で与えられる.

同様に Gelfand-Cetlin トーリック多様体 $X_{0}$ へのトーラス作用を $\prod_{j=k}^{n-1}\mathbb{P}_{k}$

に拡張し, その運動量写像を

$\tilde{\nu}_{i}^{(m)}:\prod_{k=1}^{n-1}\mathbb{P}_{k}arrow \mathbb{R}$, $1\leq i\leq m\leq n-1$

と書くことにする. これらを $X_{0}$ に制限すればやはりトーラス作用の運動量
写像を与えることに注意する. $T_{m}$ の作用は $\mathbb{P}_{l}$ 上では $I=\{il$ $<\cdots<i_{k}<$
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$i_{k+1}<\cdots<i_{l}\}$ が $\{i_{1}<\cdots<i_{k}\}\subset\{1, \ldots, m\}$ かつ $\{i_{k+1}<\cdots<i_{l}\}\subset$

$\{m+1, \ldots, n\}$ のとき

$Z_{I}\mapsto\tau_{1}^{(m)}\ldots\tau_{k}^{(\tau n)}Z_{I}$ , $(\tau_{i}^{(m)})_{i=1,\ldots,m}\in T_{m}$

で与えられる. これより

$\tilde{\nu}_{j}^{(m)}=\sum_{k=1}^{n-1}\frac{\lambda_{k}-\lambda_{k+1}}{\sum_{|I|=k}|Z_{I}|^{2}}$ $\sum|Z_{I}|^{2}+\lambda_{n}$ (9)
$|I|=n_{k}i_{j}\leq m$

’

となる. $\tilde{\lambda}_{1}^{(1)}=\tilde{\nu}_{1}^{(1)}$ であることに注意.

定理 6.1. $m=n,$ $\ldots,$
$2$ に対し $f_{m}$ : $X_{m}arrow \mathbb{C}$ を前節で定義された $(n-m+1)$

段階目の退化とする. このとき, 次の意味で Gelfand-Cetlin 系は $X_{0}$ 上の運

動量写像に変形できる.

(i) 各 $t$ に対し,

$\Phi_{m,t}=(\tilde{\nu}_{i}^{(n-1)},$ $\ldots,\tilde{\nu}_{j}^{(m)},\tilde{\lambda}_{k}^{(m-1)},$
$\ldots,\tilde{\lambda}_{1}^{(1)})|_{X_{m,t}}:X_{m,t}arrow \mathbb{R}^{N}$

は $(X_{m,t,\lambda}\tilde{\omega}|_{X_{m,t}})$ 上の完全可積分系となる. さらに $t=0$ のとき,
$X_{m,0}=X_{m-1,1}$ 上で

$\tilde{\lambda}_{k}^{(m-1)}=\tilde{\nu}_{k}^{(m-1)}$

である. つまり $\Phi_{m,0}$ は次の段階の出発点 $\Phi_{m-1,1}$ と一致する.

(ii) $X_{m}$ 上のベクトル場 $\xi_{m}$ で, 完全可積分系の構造を保ったまま $X_{m,1}$ を

$X_{m,t}(t\in[0,1])$ に流すものが存在する:

$X_{m,1}X_{m,t}\underline{\exp(1-t)\xi_{m}}$

$\Phi_{m1}\backslash$ $\nearrow\Phi_{m\ell}$

$\Delta_{\lambda}$

特に $\Phi_{m,t}$ による $X_{m,\iota}$ の像は常に Gelfand-Cetlin 多面体 $\Delta_{\lambda}$ である.

作り方から $\Phi_{n,1}$ は Gelfand-Cetlin 系であり, $\Phi_{2,0}$ はトーラス作用の運動

量写像であることに注意.

証明 (i) $\tilde{\nu}_{i}^{(k)}$ たちはトーラス作用の運動量写像なので Poisson 可換である.
一方 $\tilde{\lambda}_{i}^{(k)}$ たち同士が Poisson 可換であることは次の補題から従う (Gelfand-
Cetlin 系が Poisson 可換であることの証明と同様).

補題 6.2. コンパクト Lie 群 $G$ がシンプレクティック多様体 $(M,\omega)$ に Hamil-
tonian に作用しているとし, $\mu$ : $Marrow g^{*}$ をその運動量写像とする. $M,$ $\mathfrak{g}^{*}$ の
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Poisson 括弧をそれぞれ $\{$ , $\}_{M}$ , $\{$ , $\}_{\mathfrak{g}^{s}}$ と書くことにすると, $fi,$ $f_{2}\in C^{\infty}(g^{*})$

に対し

$\{\mu^{*}f_{1}, \mu^{*}f_{2}\}_{M}=\mu^{*}\{fi, f_{2}\}_{\mathfrak{g}^{*}}$

が成り立つ. 特に $fi$ (または $f_{2}$ ) が Ad $(G)^{*}$ 不変なら,

$\{\mu^{*}f_{1}, \mu^{*}f_{2}\}_{M}=0$

が成り立っ.

$\tilde{\lambda}_{i}^{(k)}$ と $\tilde{\nu}_{j}^{(l)}(k<m, l\geq m)$ が可換であることは, これらを $X_{m,t}$ から

$Y_{m,t}$ に持ち上げると分かる. 以下簡単のため $\lambda_{n}=0$ と仮定し, 斉次座標を
$\sum_{|I|=k}|Z_{I}|^{2}=\sum_{|I|=k}|Z_{I}’|^{2}=|u_{i}^{k}|^{2}+|v_{i}^{k}|^{2}=1$ と正規化する. すると (8)
と (7) から

$h_{m}^{*}\mu^{(m)}$

$= \sum^{n-1}(\lambda_{l}-\lambda_{l+1})(\sum_{k=1}^{l}$

$\sum_{I’\subset\{]..,m\}}.$

,

$\chi l,I^{\prime\prime Z_{iI’}’\overline{Z_{jI’}’})_{i,j=1,\ldots,m}}\chi\downarrow,I’’$

$l=1$

$|I’|=k-I$ ,
$I”\subset\{m+1,\ldots,n\}$ ,

$|I’’|=l-k$

$= \sum^{n-1}(\lambda_{l}-\lambda_{l+1})\{$

$l=1$
$\sum_{k=1}^{l}(,\sum_{|I’|=l-k},.,$

$| \chi_{l,I’’}|^{2})(\sum_{I’\subset\{1,..,m\}}.,$ $Z_{iI’}’\overline{Z}_{jI’}’)_{i,j=1,\ldots,m}\}$

$|I’|=k-1$

となる. $T_{l}$ はファイバー $([u_{i}^{j}:v_{i}^{j}])_{i}$ のみに作用していたので, $h_{m}^{*}\mu^{(m)}$ は
$($従って $h_{m}^{*}\mu^{(k)},$ $k<m$ も $)$ $T_{l}$ 作用で不変である. 特に $X_{m,t}$ 上で

$\{\overline{\lambda}_{i}^{(k)},\tilde{\nu}_{j}^{(l)}\}=\xi_{\overline{\nu}_{j}^{(l)}}\tilde{\lambda}_{i}^{(k)}=0$ , $k\leq m-1$ , $l\geq m$

が成り立つ. ただし
$\xi_{\overline{\nu}_{j}^{(t)}}$

は $\overline{\nu}_{j}^{(l)}$ の Hamilton ベクトル場である.

$X_{m,1}=X_{m+1,0}$ 上で $\tilde{\lambda}_{j}^{(m)}=\tilde{\nu}_{j}^{(m)}$ が成り立つことも同様に $Y_{m,1}$ に持ち上
げることで見ることができる. $h_{m}^{*}\mu^{(m)}$ は $Fl_{m}$ への $U(m)$ 作用の運動量写像
と同じような形をしているので, その固有値 $h_{m,1}^{*}\tilde{\lambda}_{j}^{(m)}$ は $U(m)$ 作用で不変
である. 従って $h_{m,1}^{*}\tilde{\lambda}_{j}^{(m)}$ の値は $Fl_{m}$ の標準的な旗のファイバー上で見れば
よいことになる. 標準的な旗は, Pl\"uckere 座標では各 $\mathbb{P}_{k}$ 上で

$Z_{I}’=\{\begin{array}{ll}1, I=\{1, \ldots, k\} \text{のとき},0, \text{それ以外}\end{array}$

で与えられる. これよりこのファイバー上で

$h_{m}^{*} \mu^{(m)}=\sum_{l=1}^{n-1}(\lambda_{l}-\lambda_{l+1})\{\sum_{k=1}^{l}(\sum_{I’’\subset\{m+1n\}},\ldots,,$ $|\chi_{l,I’’}|^{2})(^{1_{k}}$

$0_{m-k}$

$|I’’|=l-k$
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となるので, その固有値は

$h_{m}^{*} \tilde{\lambda}_{j}^{(m)}=\sum_{l=1}^{n-1}(\lambda_{l}-\lambda_{l+1})\{$ (10)
$\sum_{k=j}^{l}(,\sum_{|I’|=l-k’},..,$

$|\chi_{l.I’’}|^{2})\}$

となる. 一方 (9) から

$h_{m}^{*} \tilde{\nu}_{j}^{(m)}=\sum_{l=1}^{n-1}(\lambda_{l}-\lambda_{l+1})(\sum_{k=j}^{l}\sum_{I’\subset\{1,..m\}}.,,$ $|xl,I^{\prime\prime Z_{I}’,|^{2})}$

$|I’|=k$ ,
$I”\subset\{m+1,\ldots,n\}|I’|=l-k$ ’

$= \sum_{l=1}^{n-1}(\lambda_{l}-\lambda_{l+1})\{\sum_{k=j}^{l}(\sum_{I’’\subset\{m+1n\}},\ldots,,$ $| \chi_{l,I’’}|^{2})(\sum_{I’\subset\{1,..m\}}.,,$ $|Z_{I}’,|^{2})\}$

$|I^{\prime l}|=l-k$ $|I’|=k$ ,

となる. 今 $\sum_{|I’|=k}|Z_{I}’,|^{2}=1$ と仮定していたので,

$h_{m}^{*} \tilde{\nu}_{j}^{(m)}=\sum_{l=1}^{n-1}(\lambda_{l}-\lambda_{l+1})(I’’\subset\{m+1n\},l,I’’$

となり, (10) と一致することが分かる.

(ii) のベクトル場は W.-D. Ruan [10] の勾配-Hamilton ベクトル場で与
えられる. $\mathfrak{X}_{m}$ 上に $U(m-1)$ と $T_{n-1}\cross\cdots\cross T_{m}$ の作用で不変な $K\ddot{a}$hler 形
式で, 各 $X_{m,t}$ に制限すると $\tilde{\omega}_{\lambda}|x_{m,t}$ に一致するものを取る. $f_{m}$ : $\mathfrak{X}_{m}arrow \mathbb{C}$

を正則関数と見なし, $\nabla({\rm Re} f_{m})$ で $f_{m}$ の実部の勾配ベクトル場を, $\xi_{1mf_{m}}$ で

$f_{m}$ の虚部の Hamilton ベクトル場を表すことにすると, $f_{m}$ の勾配-Hamilton
ベクトル場が

$\xi_{m}=-\frac{\nabla({\rm Re} f_{m})}{|\nabla(R\epsilon f_{m})|^{2}}=\frac{\xi_{{\rm Im} f_{m}}}{|\xi_{{\rm Im} f}m|^{2}}$

により定義される. ここで二つ目の等号は Cauchy-Riemann 方程式から従う.
このとき作り方から $\xi_{m}$ の定める流れ $\exp(t\xi_{m})$ は $X_{m,1}=f_{m}^{-1}(1)$ を別の超
曲面 $X_{m},1-t=f_{m}^{-1}(1-t)$ に移す. 正規化してあるため Hamilton ベクトル
場ではないのでこの流れで $\mathfrak{X}_{m}$ の K\"ahler 形式は保たれないが, それの各ファ
イバー $X_{m,t}$ への制限は保たれる (証明は [10] 参照). 従ってここで示すべき
ことは, このベクトル場が完全可積分系の構造も保つことである. これは次の
命題から従う.

命題 6.3. $(\mathfrak{X},\tilde{\omega})$ を K\"ahler 多様体とし, その上の正則関数 $f$ により超曲面の
族 $X_{t}=\{f=t\}(t\in \mathbb{C})$ が与えられているとする. さらに (X, ;) には各 $X_{t}$

を保つコンパクト Lie 群 $G$ の Hamilton 作用があるとする. $\mu$ : $Xarrow g^{*}$ を

その運動量写像とすると, 各 $h\in C^{\infty}(g^{*})$ に対し $\mu^{*}$んは $f$ の勾配 Hanilton
ベクトル場で不変である.

82



この命題は $f$ が $G$ 不変であることと, 次の Noether 型の定理

補題 6.4. $h\in C^{\infty}(\mathfrak{X})$ が $G$ 不変なら, $\mu$ は $h$ の Hamilton 流に沿って定数
である.

から従う. 口

例 65. $n=3$ の場合を考えるが, ここでは変形の全空間劣の代わりに $\mathbb{P}^{2}x\mathbb{P}^{2}$

の中での流れの様子を見る. 退化族は

$X_{t}=\{([Z_{1}:Z_{2}:Z_{3}],$ $[Z_{12}:Z_{13}:Z_{23}|)|Z_{1}Z_{23}-Z_{2}Z_{13}+tZ_{3}Z_{12}=0\}$ .

で与えられたので, ここで考える有理関数は

$f= \frac{Z_{2}Z_{13}-Z_{1}Z_{23}}{Z_{3}Z_{12}}$

である. 定理 6.1により, 各 $t$ に対し

$\Phi_{t}:=(\tilde{\lambda}_{1}^{(2)},\tilde{\lambda}_{2}^{(2)},\tilde{\lambda}_{1}^{(1)})|x_{t}:(X_{t},\overline{\omega}_{\lambda}|_{X_{t}})arrow \mathbb{R}^{3}$

は完全可積分系であり, $t=0$ のときは Gelfand-Cetlin トーリック多様体
のトーラス作用の運動量写像に一致する. $Xi\cap X_{0}=\{Z_{3}Z_{12}=0\}$ は図 1
の奥にある $\Delta_{\lambda}$ の二枚の面の逆像になっているが, ここで勾配 Hamilton ペ
クトル場 $\xi$ は消えている. つまり $xi\cap X_{0}$ は勾配-Hamilton 流で動かない
部分である. ここの上では Gelfand-Cetlin 系とトーリック多様体のトーラ
ス作用は一致している. 最後に $S^{3}$ ファイバーの挙動を見たい. この $S^{3}$ は
$\lambda_{1}^{(2)}=\lambda_{2}^{(2)}=\lambda_{1}^{(1)}=\lambda_{2}$ で与えられるが, これは Plfucker 埋め込みで $\mathbb{P}^{2}\cross \mathbb{P}^{2}$

の中に

$\{([z_{1}:z_{2}:\lambda_{1}-\lambda_{2}],$ $[\lambda_{2}-\lambda_{3}:\overline{z}_{2}:-\overline{z}_{1}|)||z_{1}|^{2}+|z_{2}|^{2}=(\lambda_{1}-\lambda_{2})(\lambda_{2}-\lambda_{3})\}$

という形に埋め込まれる. 定理 6.1 (ii) により, $S^{3}$ の勾配-Hamilton 流によ
る像は $\Phi_{t}^{-1}(\lambda_{2}, \lambda_{2}, \lambda_{2})$ であるが, $\tilde{\lambda}_{j}^{(k)}$ の定義からこれは

$\phi_{1-t}(S^{3})=\{\mu^{(2)}(Z)=(\lambda_{2} \lambda_{2})\}\cap X_{t}$

と書ける. $\mathbb{P}^{2}\cross \mathbb{P}^{2}$ の局所座標 $(y1, y2, y23, y13)$ を

$y_{i}= \frac{Z_{i}}{\sqrt{\sum_{j}|Z_{j}|^{2}}}$
,

$y_{ij}= \frac{Z_{ij}}{\sqrt{\sum_{k,l}|Z_{kl}|^{2}}}$
.
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となるようにとると,

$\mu^{(2)}=\frac{\lambda_{1}-\lambda_{2}}{\sum|Z_{i}|^{2}}(\begin{array}{ll}|Z_{1}|^{2} \overline{Z}_{1}Z_{2}Z_{1}\overline{Z}_{2} |Z_{2}|^{2}\end{array})$

$+ \frac{\lambda_{2}-\lambda_{3}}{\sum|Z_{ij}|^{2}}(^{|Z_{12}|^{2}+|Z_{13}|^{2}}Z_{13}\overline{Z}_{23}$ $|Z_{12}|^{2}+|Z_{23}|^{2}\overline{Z}_{13}Z_{23}$ $+(^{\lambda_{3}}$

$\lambda_{3}$

$= \frac{\lambda_{1}-\lambda_{2}}{\sum|Z_{i}|^{2}}(_{Z_{12}}^{|Z_{\frac{11}{Z}}^{2}}$ $\overline{Z}_{1}Z_{2}|Z_{2}|^{2}$ $+ \frac{\lambda_{2}-\lambda_{3}}{\sum|Z_{ij}|^{2}}(_{Z_{13^{\frac{23}{Z}}23}}^{-|Z|^{2}}$ $-|Z_{13}|^{2}\overline{Z}_{13}Z_{23}$ $+(^{\lambda_{2}}$

$\lambda_{2}$

$=(\lambda_{1}-\lambda_{2})(_{y_{1^{\frac{1}{y}}2}}^{1y_{1}^{2}}$
$\overline{y}_{1}y_{2}|y_{2}|^{2}$

$+(\lambda_{2}-\lambda_{3})(_{y_{13}\overline{y}_{23}}^{-|y_{23}|^{2}}$
$-|y_{13}|^{2}\overline{y}_{13}y23$ $+(^{\lambda_{2}}$

$\lambda_{2}$

となる. これから

$\phi_{1-t}(S^{3})=\{\sqrt{t}y=(\sqrt{t}y_{1},$ $\sqrt{t}y_{2},$ $\sqrt{t}y_{23},$ $\sqrt{t}y_{13})|y\in S^{3}\}$

となっていることを確かめることができる. 特に $t$ が小さくなっていくと球

面が小さくなっていき, $t=0$ で $X_{0}$ の特異点につぶれることが分かる.
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