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1. 初めに. $T=U|T|$ を Hilbert 空間上の (有界) 作用素で,

$|T|-U|T|U^{*}\geq 0$

が成立するとき, $T$ を semi-hyponormal と呼ぶ. このとき,

$\Vert T\Vert I\geq U^{*n}|T|U^{n}\geq\cdots\geq U^{*}|T|U\geq|T|\geq U|T|U^{*}\geq\cdots\geq U^{n}|T|U^{*n}\geq 0$

より

$S_{U}^{\pm}(|T|)= s-\lim_{narrow\pm\infty}U^{*n}|T|U^{n}$

が存在し, これらの作用素 $S_{U}^{\pm}(|T|)$ は $U$ に関する $|T|$ の polar symbol と呼ぶ. ここでは,
$|T|_{+}=S_{U}^{+}(|T|),$ $|T|_{-}=S_{U}^{-}(|T|)$ で略記す. また, $T_{+}=S_{U}^{+}(T),$ $T_{-}=S_{\overline{U}}(T)$ と置くと,
$\tau_{+}=U|T|+,$ $T_{-}=U|T|_{-}$ である. $T=U|T|$ を Hilbert 空間上の作用素で, $p>0$ であり,

$|T|^{2p}-(U|T|U^{*})^{2p}\geq 0$

が成立するとき, $T$ をか hyponormal と呼ぶ. l-hyponormal作用素を hyponormal,
1/2-hyponormal作用素を semi-hyponomarl とも呼ばれる. $p>q>0$のとき, p-hyponormal
作用素は q-hyponormal である. ここでは, $1/2\geq p>0$ の $r$hyponormal 作用素を扱う.

$T$ が $\gamma hyponormal$ で unitary作用素 $U$ を使って $T=U|T|$ と表されるとき, $T\in p- HU$ ,
特に semi-hyponormal の場合は, $T\in$ SHU で表す.

$T=\{e^{i\theta}|02.m^{\backslash }$

E定理
$<2\pi\}^{ypoor}$とし, $\mathcal{F}$ 1を作用の素 Bore造$1$ 集定合理全体を述,べ Lebesque 測準度備 m,らすはなじわめちる,$\cdot$p-hyponormal 作用素の構造定理を述べるための準備からはじめる.

$dm(e^{i\theta})= \frac{1}{2\pi}d(e^{i\theta})$ とし, $\nu$ はその特異測度で $\mu=m+\nu$ の形の測度とし, $\Omega=(T, \mathcal{F}, \mu)$

を測度空間とする. このとき, $\mu$ に関して可分な Hilbert 空間 $\mathcal{D}$ に値を持っ強可測な関数
で $\int_{T}||f(e^{i\theta})||^{2}d\mu<\infty$ を満たす関数 $f$ 全体に内積 $(f, g)= \int_{T}(f(e^{i\theta}), g(e^{i\theta}))_{D}d\mu$ を入れた

Hilbert空間を $L^{2}(\Omega, \mathcal{D})$ で表す. 特に, $\mu$ が Lebesque測度 $m$ のとき, $L^{2}(\Omega, \mathcal{D})$ を $L^{2}(\mathcal{D})$ と
略記する. projection を値にとる可測関数 $R(\cdot)$ に対して, $\{f\in L^{2}(\Omega, ,D)|R(e^{i\theta})f(e^{i\theta})=$

$f(e^{i\theta})\}$ を $L^{2}(\Omega, \mathcal{D}, R(\cdot))$ で表す.
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ここで, $\alpha(\cdot),$ $\beta(\cdot)$ は, 作用素を値とする強可測な関数で, 共に $\alpha(e^{i\theta})\geq 0,$ $\beta(e^{i\theta})\geq 0$

で $\sup\{||\alpha(e^{i\theta})$ il $\}$ , $\sup\{||\beta(e^{i\theta})||\}<\infty$ であり, $R(e^{i\theta})$ は projection で,

$R(e^{i\theta})\alpha(e^{i\theta})=\alpha(e^{i\theta})R(e^{i\theta})=\alpha(e^{i\theta}),$ $R(e^{i\theta})\beta(e^{i\theta})=/\partial(e^{i\theta})R(e^{i\theta})=\beta(e^{i\theta})$

とする. $\mathcal{P}$ は $L^{2}(\Omega, \mathcal{D}, R(\cdot))$ から, Hardy 空間 $H^{2}(\mathcal{D}, R(.))$ –の projection, すなわち,

$( \mathcal{P}(f))(e^{i\theta})=\lim_{rarrow 1-0}\frac{1}{2\pi i}\int_{|z|=1}f(z)(z-re^{i\theta})^{-1}dz$

である. ここで,

$(\alpha f)(e^{i\theta})=\alpha(e^{i\theta})f(e^{i\theta}),$ $(\beta f)(e^{i\theta})=\beta(e^{i\theta})f(e^{i\theta})$ ,

$(\hat{U}f)(e^{i\theta})=e^{i\theta}f(e^{i\theta})$

とおく. このとき,
$\hat{T}=\hat{U}(\alpha \mathcal{P}\alpha+\beta)$

とす
$\hat$

ると, $\hat{U}$ は unitary で $\alpha \mathcal{P}\alpha+\beta\geq 0$ であるので $|\hat{T}|=\alpha \mathcal{P}\alpha+\beta$ と置けば $\hat{T}=\hat{U}|\hat{T}|$

は $T$ の polar 分解である. そして

$(|\hat{T}|f, f)-(\hat{U}|\hat{T}|\hat{U}^{*}f, f)=(\mathcal{P}\alpha f, \alpha f)-(\hat{U}\mathcal{P}\hat{U}^{*}\alpha f, \alpha f)\geq 0$

すなわち, $\hat{T}$ は semi-hyponormal である. ここで $R(\cdot)$ は可分な Hilbert 空間の unitary 作
用素の関係から必要なものである.

この逆も成立することを主張するのが, 次の構造定理である.

定理 A ([12, Chapter 3, Theorem 3.1]). $T$ は可分な Hilbert 空間上の作用素で,
$T=U|T|\in$SHU, すなわち, $U$ は unitary で $T$ は semi-hyponormal 作用素とする. このと
き, $L^{2}(\Omega, \mathcal{D}, R(\cdot)),\alpha(\cdot),$ $\beta(\cdot)$ が存在し, $\mathcal{P}$ が定義され

$(\hat{T}f)(e^{i\theta})=e^{i\theta}(\alpha(e^{i\theta})[\mathcal{P}(\alpha f)](e^{i\theta})+\beta(e^{i\theta})f(e^{i\theta}))$ , $(f\in L^{2}(\Omega, \mathcal{D}, R(\cdot))$

$(\hat{U}f)(e^{i\theta})=e^{i\theta}f(e^{i\theta})$

によって定義された $\hat{T}$ に $T,$ $U$ は $\hat{U}$ に unitary 同値である.

$T$ が $P$.hyponormal のとき,
$\tilde{T}=U|T|^{2p}$

は semi-hypnormal となるので定理A より, p-hyponormal の次の構造定理が得られる.
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定理 $B$ ([3, Theorem 1]). $T$ は可分な Hilbert 空間上の作用素で $T=U|T|\in p- HU$

とする. 定理A と同様な記号を使って, $L^{2}(\Omega.\mathcal{D}.R(\cdot)),\alpha(\cdot),$ $\beta(\cdot)$ が存在し, $\mathcal{P}$ が定義され,
さらに

$(\hat{T}f)(e^{i\theta})=e^{i\theta}(44f)(e^{i\theta})$ かつ $(\hat{U}f)(e^{i\theta})=e^{i\theta}f(e^{i\theta})$

によって定義された $\hat{T}$ と $\hat{U}$ は, それぞれ $T$ と $U$ に unitary 同値である. ただし,

$(A^{2p}f)(e^{i\theta})=\alpha(e^{i\theta})[\mathcal{P}(\alpha f)](e^{i\theta})+\beta(e^{i\theta})f(e^{i\theta})$

である.

この $\hat{T}$ を $P$.hyponormal作用素 $T$ の singular integral モデルと呼ぶ.

3. characteristic 関数の性質. この節では, $T=U|T|\in p- HU$ で, 記号 $\alpha(e^{i\theta})\geq$

$0,$ $\beta(e^{i\theta})\geq 0$ , Hardy 空間 $H^{2}(\mathcal{D}, R(\cdot))$ は, 定理A,B の $T$ の singular integral モデルの作用
素からのもとする. ただし, 以下では $R(\cdot)$ は直接現われないので, $H^{2}(\mathcal{D})=H^{2}(\mathcal{D}, R(\cdot))$

で略記する. 作用素 $S$ に対して, $\rho(S),$ $\sigma(S),$ $\sigma_{a}(S)$ および $\sigma_{p}(S)$ は the resolvent 集合, ス
ペクトル, 近似点スペクトルおよび点スペクトルを表す. スペクトルについては次の結果
が基礎となる.

定理 $C$ ([13, Chapter 2, Theorem 1.5]). p-hyponormal 作用素 $T$ に対して,

$\sigma(U|T|_{\pm}^{2p})\subset\sigma(U|T|^{2p})$ かつ $\sigma_{a}(U|T|^{2p}\pm)\subset\sigma_{a}(U|T|^{2p})$

が成立する. $T=U|T|\in rHU$ なら,

$\sigma(U|T|\pm)\subset\sigma(U|T|)$ かつ $\sigma_{a}(U|T|\pm)\subset\sigma_{a}(U|T|)$

である. また, singular integral モデルを使って,

$(|T|_{+}^{2p}f)(e^{i\theta})=(\alpha(e^{i\theta})^{2}+\beta(e^{i\theta}))f(e^{i\theta})$ and $(|T|_{-}^{2p}f)(e^{i\theta})=\beta(e^{i\theta})f(e^{i\theta})$ .

その結果,
$\alpha^{2}=|T|_{+}^{2p}-|T|_{-}^{2p}$

である. そして, $T$ の characteristic 関数隅 $(e^{i\theta})$ を定義する.

定義 1. $\ell=|\ell|e^{i\theta}\in\rho(U|T|_{-}^{2p})$ に対して, $W\ell(e^{i\theta})$ を次のように定義する:

$Wp(e^{i\theta})=I+\alpha(e^{i\theta})(\beta(e^{i\theta})-\ell e^{-i\theta})^{-1}\alpha(e^{i\theta})$ .
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作用素隅 $(e^{i\theta})$ は $T$ の characteristic 関数と呼ばれる. もし $\ell\in\rho(U|T|_{-}^{2p})$ であるなら,
$Pe^{-i\theta}\in\rho(\beta(e^{i\theta}))$ . また, Hardy 空間 $H^{2}(\mathcal{D})$ の作用素殖を次のように定義する:

$(\overline{\nu v_{\ell}}f)(\cdot)=\mathcal{P}(\nu\nu_{\ell}(\cdot)f(\cdot))$ .

$\overline{V\mathcal{V}_{\ell}^{v}}$ を隅の Toeplitz 作用素と呼ぶ. $U|T|^{2p}\in SHU$ であるので, 次の結果が成立する.

定理 1. $T=U|T|\in p- HU,$ $\ell\in\rho(U|T|_{-}^{2p})$ とする. このとき,

$\ell\in\sigma_{p}(U|T|^{2p})\Leftrightarrow 0\in\sigma_{p}(\overline{\mathcal{W}’’_{\ell}})$ かつ $\overline{\ell}\in\sigma_{p}((U|T|^{2p})^{*})\Leftrightarrow 0\in\sigma_{p}((\overline{W_{\ell}})^{*})$ .

写像 $L_{\ell}$ : $harrow(\ell e^{-i\theta}-\beta)^{-1}\alpha h$ は $ker(\overline{\nu V_{\ell}})$ から $ker(U|T|^{2p}-\ell)$ への 1:1写像で,
逆写像は $farrow \mathcal{P}(\alpha f)$ .

写像 $*L\ell$ : $harrow(\overline{\ell}e^{i\theta}-\beta)^{-1}\alpha h$ は $ker((\tilde{W_{\ell}})^{*})$ から $ker((U|T|^{2p})^{*}-P))$ への 1:1写像
で, 逆写像は $farrow(\mathcal{P}\alpha U^{*})(f)$ .

$\ell\in\sigma_{p}(U|T|^{2p})$ のとき, $\ell$ の重複度は $\tilde{W_{\ell}}$ の固有値 $0$ の重複度に等しい.
また, $\overline{\ell}\in\sigma_{p}((U|T|^{2p})^{*}))$ のとき, $\overline{\ell}$ の重複度は $(\overline{W_{\ell}})^{*})$ の固有値 $0$ の重複度に等しい.

Berberian の方法によって, $\mathcal{R}\supset \mathcal{H}$ を作り, 自然な写像 $B(\mathcal{H})arrow B(\mathcal{R})$ を $\pi$ で書
く. $\mathcal{H}$ 上の作用素 $S$ に対して, $\sigma_{a}(S)=\sigma_{p}(\pi(S))$ が成立する. $ker(\pi(T-\ell))$ の次元を $\ell$ の

近似重複度と呼ぶ. そして, 次の結果を得る.

定理 2. $T=U|T|\in p- HU$ で, $\ell\in\rho(U|T|_{-}^{2p})$ とする. このとき,

$\ell\in\sigma_{a}(U|T|^{2p})\approx 0\in\sigma_{a}(\overline{vV_{\ell}})$ $\emptyset 1$つ $\overline{l}\in\sigma_{a}((U|T|^{2p})^{*})\Leftrightarrow 0\in\sigma_{a}((\overline{W_{\ell}})^{*})$ .

写像 $\pi(L_{\ell})$ は $ker(\pi(\overline{W_{\ell}}))$ から $ker(\pi(U|T|^{2p}-\ell))$ への有界で 1:1であり, 逆写像も有界で
ある. 写像 $\pi(M_{\ell})$ は $ker(\pi((\overline{\nu V_{\ell}})^{*}))$ から $ker(\pi((U|T|^{2p})^{*}-\overline{\ell}))$ への有界で 1:1であり, 逆
写像も有界である. $\ell\in\sigma_{a}(U|T|^{2p})$ のとき, $\ell$ の近似重複度は, $\overline{\nu V_{\ell}}$ の $0$ の近似重複度に等
しい.

$\overline{\ell}\in\sigma_{a}(U|T|^{2p})^{*}$ のとき, $\overline{\ell}$ の近似重複度は 2 $(\overline{W_{\ell}})^{*}$ の $0$ の近似重複度に等しい. 定理 3,
4のために, 次の結果がキーとなる.

定理 $D$ ([2, Theorem 4]). $T=U|T|$ を p-hyponormal とする. もし $(T-re^{i\theta})f_{n}arrow 0$

のとき, $(|T|-r)f_{n}arrow 0$ かつ $(U-e^{i\theta})f_{n}arrow 0$ が成立する.
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定理 3. $T=[–|T|\in p- HU$ とし, $\ell=|P|e^{i\omega}$ とする.
(1) $\ell\in\rho(U|T|_{-}^{2p})$ とし, $\{h_{n}\}$ は $H^{2}(\mathcal{D})$ の単位ベクトルから成り立ち, $\overline{\nu\nu_{p}}h_{n}arrow 0$ と

する. このとき, $|\ell|^{\frac{1}{\wedge p1}}e^{i\omega}\in\sigma_{a}(T)$ かつ $\Vert(T-|\ell|^{\frac{1}{2p}}e^{i\omega})f_{n}\Vertarrow 0$ となる. ここで, 十分

大きな $n$ に対して, $f_{n}= \frac{L_{\ell}h_{n}}{\Vert L_{\ell}h_{n}\Vert}$ とする.

(2) もし $\ell\in\sigma_{a}(T),$ $\ell_{p}\in\rho(U|T|_{-}^{2p})$ で $\{f_{n}\}$ は $H^{2}(\mathcal{D})$ の単位ベクトルの列で $\Vert(T-$

$\ell)f_{n}\Vertarrow 0$ が成り立っとき, $\overline{W_{\ell_{p}}}h_{n}arrow 0$ かつ $\Vert f_{n}-\frac{L_{\ell_{p}}h_{n}}{\Vert L_{\ell_{p}}h_{n}\Vert}\Vertarrow 0$を満たす $H^{2}(\mathcal{D})$

の単位ベクトルの列が存在する. ここで, $\ell_{p}=|\ell|^{2p}e^{i\omega}$ .

定理 4. $T=U|T|\in p- HU$ とし, $\ell=|\ell|e^{i\omega}$ で表し, $\ell_{p}=|\ell|^{2p}e^{i\omega}\in\rho(U|T|_{-}^{2p})$ とする.
このとき,

$\ell\in\sigma(T)\Leftrightarrow 0\in\sigma(\overline{W_{\ell_{p}}})$ かつ $\overline{\ell}\in\sigma(T^{*})\Leftrightarrow 0\in\sigma((\overline{W_{\ell_{p}}})^{*})$ .

4. 作用素の行列式と積分公式 作用素の行列式と積分公式のために, 次の定理を準
備する.

定理 $E$ ([13, Chapter 3,Theorem 2.5]). $T\in$-SHU とする. このとき, 2変数の $L(\mathcal{D})$

に値を取る mosaic と呼ばれる次の性質を持つ可測関数 $B_{T}(e^{i\theta}, \rho)$ が存在する.

(1) $0\leq B_{T}(e^{i\theta}, \rho)\leq I$,

(2) $I+ \alpha(e^{i\theta})(\beta(e^{i\theta})-\ell)^{-1}\alpha(e^{i\theta})=\exp(\int_{0}^{\infty}\frac{B_{T}(e^{i\theta},\rho)}{\rho-\ell}d\rho)$ ,

(3) $\int_{0}^{\infty}\psi(\rho)B_{T}(e^{i\theta}, \rho)d\rho=\alpha(e^{i\theta})\int_{0}^{1}\psi(\beta(e^{i\theta})+k\alpha(e^{i\theta})^{2})dk\cdot\alpha(e^{i\theta})$

ここで $\psi$ は有界な任意の Baire 関数である.

この mosaic を用いて Pincus principal 関数を次のように定義する.

定義 2. $T=U|T|\in$ p-HU に対して, $T_{p}=U|T|^{2p}$ と置く. $T_{p}\in$ SHU なので, Pincus
principal 関数 $g\tau(\cdot,$ $\cdot)$ を

$g_{T}(e^{i\theta}, r)=$ Tr $(B_{T_{p}}(e^{i\theta}, r^{2p}))$ ,

によって定義する. ただし, Tr $()$ は $L(\mathcal{D})$ のトレースを表す.

Tr$(|T|)<\infty$ を満たす $T\in L(\mathcal{D})$ 全体, すなわち, トレースクラスを $C_{1}$ で表す.

定義 3. unitary 作用素 $U$ で $T=U|T|$ と表され, $[U,$ $|T|^{2p}]=U|T|^{2p}-|T|^{2p}U\in C_{1}$ のと
き, $T$ を p-nearly normal と呼ぶ.
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定義 4. $K\in C_{1}$ に対して, $(I-K)$ の行列式 $\det(I-K)$ を

$\det(I-K)=\prod_{j=1}^{\nu(K)}(1-/\backslash _{j}(K))$ ,

によって定義する. ただし, $\{\lambda_{j}(K)\}_{j=1}^{\nu(K)}$ は $K$ のゼロでない固有値を重複度分数える ( $[$9,
p. 157$])$ .

もし $K^{-1}$ が存在すときは, $\det(I-K)$ $F$上 Xiaのそれに–aerる ([13, p. 175]). $ABA^{-1}B^{-1}$

を $\{A, B\}$ と書き, multiplicative commutator と呼ぶ. $\{e^{4}, e^{B}\}$ について, 次の結果が知
られている.

Theorem $F$ ([13, Chapter 7, Lemma 4.1]). $A,$ $B\in B(\mathcal{D})fO^{\text{〉}}$つ $[A, B]\in C_{1}$ のとき,
$\{e^{A}, e^{B}\}\in C_{1}$ で,

$\det(\{e^{A}, e^{B}\})=\exp($Tr$[A,$ $B])$ .

$T=U|T|\in$ SHU とする. このとき, ${\rm Im}\ell>0$ である $\ell$ に対して, ほとんど全ての
$e^{i\theta}\in T$ で,

$I+ \alpha(e^{i\theta})(\beta(e^{i\theta})-\ell)^{-1}\alpha(e^{i\theta})=\exp(\int_{\sigma(|T|)}\frac{B_{T_{p}}(e^{i\theta},\rho)}{\rho-\ell}d\rho)$ .

上記の作用素の determinant は次の定理で与えられる.

定理 5. $T\in p-$HU で p-nearly normal のとき, ほとんど全ての $e^{i\theta}\in T$ で,

$\det(I+\alpha(e^{i\theta})(\beta(e^{i\theta})-\ell)^{-1}\alpha(e^{i\theta}))=\exp(2p\int_{\sigma(|T|)}\frac{r^{2p-1}\cdot g_{T}(e^{i\theta},r)}{r^{2p}-l}dr)$ .

次に, $\mathcal{A}_{2}$ は 2変数 $r,$ $z$ の Laurent 多項式環であり $p(r, z)= \sum_{j=0}^{N}\sum_{k=-N}^{N}ajk$ . $r^{j}z^{k}$ とする.

ここで $N$ は正の整数で $ajk$ は定数である. $X,$ $Y$ は作用素で, 特に $Y$ は $Y^{-1}$ を持つとす

る. $p(r, z)= \sum_{=0}^{N}\sum_{kj=-N}^{N}a_{jk}\cdot r^{j}z^{h}\in$ んに対して,

$p(X, Y)= \sum_{j=0}^{N}\sum_{k=-N}^{N}a_{jk}\cdot X^{j}Y^{k}$

93



と定義する. $p,$ $q\in \mathcal{A}_{2}$ の Jacobian は $J(p, q)$ とする. すなわち,

$J(p, q)(r, e^{i\theta})= \frac{\partial p}{\partial r}(r, e^{i\theta})\cdot\frac{\partial q}{\partial z}(r.e^{i\theta})-\frac{\partial p}{\partial_{\wedge}}(r, e^{i\theta})\cdot\frac{\partial q}{\partial r}(r, e^{i\theta})$.

このとき次の結果が成立する.

定理 $G$ ([3, Theorem 10]). $n$ を正の整数, $T=U|T| \in\frac{1}{2n}- HU$ とする. $T$ が $\frac{1}{2n}$-nearly
normal のとき, $p,$ $q\in \mathcal{A}_{2}$ 対して,

Tr $([p(|T|, U), q(|T|, U)])= \int\int_{\sigma(T)}J(p, q)(r, e^{i\theta})e^{i\theta}g_{T}(e^{i\theta}, r)drdm(\theta)$

が成立する.

最後に, 次の結果が得られる.

定理 6. $n$ を正の整数, $T=U|T| \in\frac{1}{2n}- HU$ とする. $T$ が $\frac{1}{2n}$ -nearly normal のとき,
$p,$ $q\in \mathcal{A}_{2}$ 対して,

$\det(\{\exp(p(|T|, U)), \exp(q(|T|, U))\})=\exp(b([p(|T|,$ $U),$ $q(|T|,$ $q)]))$

$= \exp(\int\int_{\sigma(T)}J(p, q)(r, e^{i\theta})e^{i\theta}g_{T}(e^{i\theta}, r)drdm(\theta))$

が成立する.
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