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1 まえがき

自励微分方程式系 $x’(t)=f(x(t))$ の周期解 $x=\phi(t),$ $\phi(t+\omega)=\phi(t),\omega>0$ が不安定である場合, 時間
遅れをもつ制御項を加えた方程式 $x’(t)=f(x(t))+K(x(t-\omega)-x(t))$ において, Feedback gain $K$ をうま

く取ることにより周期解 $x=\phi(t)$ を安定化できるという発想が 1992年に Pyragas[5] によって提案された.

この方法は Delayed Feedback 制御 $(DF$ 制御 $)$ 法と呼ばれ, 工学分野においてその有効性が数値的に実証
されている (例えば [6, PP. 2309-2310] の参考文献を参照せよ). 数学的な解析結果として, Nakajima[3, 4]
や Just[2] によるものがよく知られている. しかし, $DF$ 制御の数学的な基礎はいまだ確立されておらず, 多
くの問題点が山積している (Miyazaki[7]) .
本論文においては $DF$制御法の一つの数学的基礎を与え, その応用としてレスラー方程式に対して, Feed-

back gain が $K=kE$ ($E$ は単位行列) のときに, 安定化が成功する $k$ の値の最良の範囲を決定する.
$A(t)=Df(\phi(t))$ とおき, 制御前の方程式の $x=\phi(t)$ の周りの変分方程式

$x’(t)=A(t)x(t)$ , (1)

の解作用素を $T(t, s)$ とする. 明らかに $A(t+\omega)=A(t)$ である. 制御後の方程式の $x=\phi(t)$ の周りの変分

方程式は

$y’(t)=A(t)y(t)+K(y(t-\omega)-y(t))$ (2)

となる. この方程式をここでは Delayed Feedback方程式と呼ぶ. この方程式の相空間 $C([-\omega,0], \mathbb{C}^{n})$ の上

で定義される解作用素を $U(t, s),$ $(t\geq s)$ とすると, 周期作用素 $U(\omega, 0)$ は固有値 1をもつ. $U(\omega,0)$ の固有

値 1が非退化で, 他の固有値の絶対値がすべて 1より小さいとき, Feedback gain $K$ により安定化が成功し

たと考える. そのために周期作用素 $T(\omega, 0)$ および $U(\omega, 0)$ の特性乗数の関係を見る. 一般的な $K$ の場合

に理論を構成するのは難しいので, $T(\omega,0)$ の特性乗数 1は非退化とし, 可換条件

$A(t)K=KA(t)$ $(\forall t\in \mathbb{R})$

を仮定する. この仮定は, 本論文においては本質的な役割を果たす.

2 可換行列の差の固有値

正方行列 $A$ の固有値 $\lambda$ に属する固有空間を $W_{A}(\lambda)$ と記し, 一般固有空間を GA $(\lambda)$ と記す.
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補題 21. $n$ 次正方行列 $A,$ $B$ が可換ならば,

$\sigma(A-B)=\{\alpha-\beta|\alpha\in\sigma(A),\beta\in\sigma(B), G_{A}(\alpha)\cap G_{B}(\beta)\neq\{0\}\}$ .

証明

$\sigma(A)=\{\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{r}\},$ $\sigma(B)=\{\beta_{1}, \cdots,\beta_{\epsilon}\}$

とおくと, 行列のスペクトル分解定理により, $E$ の射影分解

$E=P_{1}+\cdots+P_{r},$ $E=Q_{1}+\cdots+Q_{s}$

と, ベキ零行列 $M,$ $N$ が存在し,

$A= \sum_{i=1}^{r}\alpha:P_{i}+M,$ $B= \sum_{j=1}^{s}\beta_{j}Q_{j}+N$

と表される. $P_{i}$ は $A$ の多項式, $Q_{j}$ は $B$ の多項式で表され, $M$ は $A$ の多項式, $N$ は $B$ の多項式である.
さらに $AB=BA$ であるから, $P_{i}Q_{j}=Q_{j}P_{i}$ である. 従って

$A-B$ $=$ $\sum_{i=1}^{r}\alpha_{i}P_{1}\sum_{j=1}Q_{j}-\sum_{j=1}^{\epsilon}\beta_{j}Q_{j}\sum_{i=1}^{r}P_{i}+M-N$

$=$ $\sum_{i=1}^{r}\alpha_{i}\sum_{j=1}^{s}P_{i}Q_{j}-\sum_{j=1}^{s}\beta_{j}\sum_{:=1}^{r}P_{*}Q_{j}+M-N$

$=$ $\sum_{:=1}^{r}\sum_{j=1}^{\partial}(\alpha_{i}-\beta_{j})P_{i}Q_{j}+M-N$.

$R_{ij}=P_{i}Q_{j}$ とおけば

$E= \sum_{i=1}^{r}\sum_{j=1}^{*}R_{\dot{\tau}j},$ $R_{ij}R_{k\ell}=\delta_{ik}\delta_{j\ell}R_{dj}$ ,

ここで $\delta_{ij}=1(i=j);\delta_{ij}=1(i\neq j)$ .
$x\in \mathbb{C}^{n}$ に対して

$R_{ij}x=P_{i}Q_{j}x\in G_{A}(\alpha_{i})$ , $Rijx=P_{i}Q_{j}x=Q_{j}P_{*}\cdot x\in G_{B}(\beta_{j})$

であるから, $Rijx\in G_{A}(\alpha_{i})$ 口 $G_{B}(\beta_{j})$ . 逆に $x\in G_{A}(\alpha_{i})\cap G_{B}(\beta_{j})$ ならば, $x=P_{1}x=Q_{j}x$ であるから,

$x=P_{i}x=P_{\dot{*}}Q_{j}x=R_{ij}x$.
ゆえに

$R_{ij}(\mathbb{C}^{n})=G_{A}(\alpha_{i})\cap G_{B}(\beta_{j})$ .
$I=\{(i,j):G_{A}(\alpha_{\dot{*}})\cap G_{B}(\beta_{j})\neq\{0\}\}$ とおくと,

$A-B= \sum_{(i,j)\in I}(\alpha_{i}-\beta_{j})R_{ij}+M-N$
,

$\sum_{(i,j)\in I}R_{1j}=E$
, $R_{ij}R_{k\ell}=\delta_{ij}\delta_{k\ell}R_{tj}$

が成り立っ. $M,$ $N$ は可換, $M$ は $A,$ $B$ と可換, $N$ も $A,$ $B$ と可換であるから, これらの式は $A-B$ のス
ペクトル分解を与えている. ゆえに補題が成り立っ. 口
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補題 22. $n$ 次正方行列 $A,$ $B$ が可換ならば, $\alpha\in\sigma(A),$ $\beta\in\sigma(B)$ に対して

$G_{A}(\alpha)\cap G_{B}(\beta)\neq\{0\}\Leftrightarrow W_{A}(\alpha)\cap W_{B}(\beta)\neq\{0\}$

証明 $G_{A}(\alpha)\cap G_{B}(\beta)\neq\{0\}\Rightarrow W_{A}(\alpha)\cap W_{B}(\beta)\neq\{0\}$ を示せばよい. $x\in G_{A}(\alpha)\cap G_{B}(\beta),$ $x\neq 0$ とす

ると,
$(A-\alpha E)^{i-1}x\neq 0,$ $(A-\alpha E)^{i}x=0$ , $(B-\beta E)^{j-1}x\neq 0,$ $(B-\beta E)^{j}x=0$

であるような $i,j\geq 1$ が存在する. $(A-\alpha E)^{i-1}x=y$ とおくと, $y\in W_{A}(\alpha),$ $y\neq 0$ , であり,

$(B-\beta E)^{j}y=(A-\alpha E)^{i-1}(B-\beta E)^{j}x=0$ .

従って
$(B-\beta E)^{k-1}y\neq 0$ , $(B-\beta E)^{k}y=0$

であるような $k\geq 1$ が存在する. $z=(B-\beta E)^{k-1}y$ とおくと, $z\neq 0$ であり,

$(B-\beta E)z=0$ , $(A-\alpha E)z=(B-\beta E)^{k-1}(A-\alpha E)y=0$ .

すなわち, $z\in W_{A}(\alpha)\cap W_{B}(\beta),$ $z\neq 0$ である. ロ

補題 21と補題 22を合わせれば次の結果を得る.

定理 23. $n$ 次正方行列 $A,$ $B$ が可換ならば,

$\sigma(A-B)=\{\alpha-\beta|\alpha\in\sigma(A),\beta\in\sigma(B), W_{A}(\alpha)\cap W_{B}(\beta)\neq\{0\}\}$ .

3 Delayed Feedback 方程式の特性乗数
$T(\omega, 0)$ の固有値 $\mu$ を方程式 (1) の特性乗数といい, その集合を $\sigma(T(\omega,0))$ で表す. $U(\omega, 0)$ の固有値 (点

スペクトル) $\nu$ を方程式 (2) の特性乗数といい, その集合を $P_{\sigma}(U(\omega,0))$ で表す. $T(\omega,0)$ は正則行列である

から, $\mu\neq 0$ である. また $\nu\neq 0$ も次の補題から知れる.

補題 31. [1] $\nu\in P_{\sigma}(U(\omega, 0))\Leftrightarrow y(t+\omega)=\nu y(t)$ $(t\in \mathbb{R})$ を満たす方種式 (2) の非自明解 $y(t)$ が存在

する.

方程式 (2) に付随して遅れのない方程式

$y’(t)=A(t)y(t)+(\nu^{-1}-1)Ky(t)$ (3)

をとると, 次の条件が成り立つことがが容易に分かる :

補題 32. 関数 $y(t)$ $(t\in \mathbb{R})$ に関して次の条件は同値である.

(i) $y(t+\omega)=\nu y(t)$ を満たす (2) の解である.

(ii) $y(\omega)=\nu y(O)$ を満たす (3) の解である.

方程式 (3) の解作用素を $V(t, s:\nu^{-1})$ とすると, 補題 31及び補題 32より, 次の補題を得る.

補題 S.$. $\nu\in P_{\sigma}(U(\omega, 0))\Leftrightarrow\nu\in\sigma(V(\omega, 0;\nu^{-1}))$ .
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$V(t, s)$ を計算するのは難しいが, $A(t)$ と $K$ の可換条件 $A(t)K=KA(t)(\forall t\in \mathbb{R})$ を仮定すると, 次の
結果を得る.

補題 3.4. $A(t)K=KA(t)(\forall t\in \mathbb{R})$ ならば, $V(t, s:\nu^{-1})=e^{(t-\epsilon)(\nu^{-1}-1)K}T(t, s)$ .
証明 $V(t, t:\nu^{-1})=E$ は明らかである. 直接微分して

$\frac{\partial V(t,s:\nu^{-1})}{\partial t}=(\nu^{-1}-1)KV(t, s:\nu^{-1})+e^{(t-*)(\nu^{-1}-1)K}A(t)T(t, s)$ .

$A(t)K=KA(t)$ ならば, $e^{(t-\epsilon)(\nu^{-1}-1)K}A(t)=A(t)e^{(t-s)(\nu^{-1}-1)K}$ であるから, 補題の結論を得る. 口

定理 35. $A(t)K=KA(t)$ $(\forall t\in \mathbb{R})$ ならば

$\nu\in P_{\sigma}(U(\omega,0))\Leftrightarrow\nu\in\sigma(e^{\omega(\nu^{-1}-1)K}T(\omega,0))\Leftrightarrow 0\in\sigma(\nu e^{\omega(1-\nu^{-1})K}-T(\omega,0))$ .
補題 8.0. $A(t)K=KA(t)(\forall t\in \mathbb{R})$ ならば, $KT(t, s)=T(t, s)K$ . 従って $e^{\omega(1-\nu^{-1})K}$ と $T(\omega, 0)$ は可換
である.

証明

$\frac{\partial}{\ }KT(t, s)=KA(t)T(t, s)=A(t)KT(t, s)$ .
であるから, $KT(t, s)$ は方程式 (1) の行列解である. また $KT(s, s)=K$ であるから, 解の一意性により,
$KT(t, s)=T(t, s)K$ を得る. 口

複素数 $\kappa$ に対して, 複棄関数 $f_{k}(z)$ と $g_{k}(z)$ を

$f_{n}(z)=z+\kappa(1-e^{-\omega z})$ , $z\in \mathbb{C}$ ,

$g_{\kappa}(z)=ze^{(1-z^{-1})\omega\kappa}$ , $z\in \mathbb{C}\backslash \{0\}$

のように定義する.

定理 37. $A(t)K=KA(t),t\in \mathbb{R}$ を仮定する. $\nu\in P_{\sigma}(U(\omega, 0))$ である必要十分条件は次の条件を満たす
$\kappa\in\sigma(K),$ $\mu\in\sigma(T(\omega, 0))$ が存在することである :

$g_{\kappa}(\nu)=\mu$ , $W_{K}(\kappa)\cap W_{T(w,0)}(\mu)\neq\{0\}$ . (4)

証明補題 35により $\nu\in P_{\sigma}(U(\omega, 0))$ は条件

$0\in\sigma(\nu e^{(1-\nu^{-1})\omega K}-T(\omega,0))$ (5)

と同値である. 他方, スペクトル写像定理 ([8] P.105, 参照) により

$\sigma(\nu e^{(1-\nu^{-1})\omega K})=\{\nu e^{(1-\nu^{-1})\omega\kappa}|\kappa\in\sigma(K)\}$

である. 補題 21により, 条件 (5) は次の条件をみたす $\kappa_{0}\in\sigma(K),$ $\mu\in\sigma(T(\omega, 0))$ が存在することである :

$g_{no}(\nu)=\nu e^{(1-\nu^{-1})\omega\kappa 0}=\mu$, $G_{\nu e^{(1-\nu^{-1})wK}}(\nu e^{(1-\nu^{-\iota})\omega n0})\cap G_{T(\omega,0)}(\mu)\neq\{0\}$ (6)

この $\kappa_{0}\in\sigma(K)$ に対して $e^{(1-\nu^{-1})\omega\kappa}=e^{(1-\nu^{-1})\omega\kappa_{0}}$ となる $\kappa\in\sigma(K)$ の集合を $\{\kappa_{0}, \cdots, \kappa_{p}\}$ とすると, 同

じくスペクトル写像定理により,

$G_{\nu e^{(\iota-\nu^{-1}}})wK(\nu e^{(1-\nu^{-1})\omega\kappa_{O}})=$

ア

$G_{K}(\kappa_{i})$ .
$i=0$
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従って

$G_{\nu\epsilon(1-\nu^{-1})wK}( \nu e^{(1-\nu^{-1})\omega\kappa_{0}})\cap G_{T(\omega,0)}(\mu)\neq\{0\}\Leftrightarrow G_{T(\omega_{1}0)}(\mu)\cap\bigoplus_{i=0}^{p}G_{K}(\kappa_{i})\neq\{0\}$

$P_{i}$ : $\mathbb{C}^{n}arrow G_{K}(\kappa_{i})$ を $K$ に付随する $E$ の射影分解とする. $x\in G_{T(\omega,0)}(\mu)\cap\oplus_{i=1}^{p}G_{K}(\kappa_{i}),$ $x\neq 0$ とする.

このとき $x= \sum_{1=0}^{p}P_{i}x,$ $P_{i}x\in G_{K}(\kappa_{i})$ と表される. $T(\omega, 0)$ と $K$ は可換であるから,

$T(\omega, 0)P_{i}x=P_{i}T(\omega,0)x=P_{i}\mu x=\mu P_{i}x,$ $i=0,$ $\cdots,p$

である. $P_{i}x\neq 0$ となる $i$ が少なくとも一つあるから,

$G_{T(\omega_{1}0)}(\mu)\cap G_{K}(\kappa_{i})\neq\{0\}$ (7)

であるような $i$ が少なくとも一つある. 補題 22により, 条件 (7) は

$W_{T(\omega,0)}(\mu)\cap W_{K}(\ )\neq\{0\}$

と同値である. 従って条件 (6) は, 次の条件

$g_{\kappa_{i}}(\nu)=\mu$ , $W_{K}(\kappa_{i})\cap W_{T(\omega,0)}(\mu)\neq\{0\}$

で置き換えられ, 定理が成り立つ. 口

系 38. $K=kE$ (対角行列) の場合は $\nu\in P_{\sigma}(U(\omega, 0))\Leftrightarrow g_{k}(\nu)\in\sigma(T(\omega,0))$ .
以上の結果を用いると, Delayed Feedback 方程式 (2) の特性乗数について, 安定性判別を視野に入れた
定理が方程式 (1) の特性乗数から得られる. 定理を述べる前に新たな記号を導入する. まず, 方程式 (1) の
特性乗数に対して,

$\sigma_{U}=\{\mu\in\sigma(T(\omega,0))||\mu|>1\}$ ; $\sigma_{N}=\{\mu\in\sigma(T(\omega,0))||\mu|=1\}$ .
とおく. $s\in(0,$ $\pi)$ から $\alpha\in(0,2)$ への写像,

$\alpha=\frac{s(1+coes)}{\sin s}$ , $0<s<\pi$

を考えよう.
$\frac{d\alpha}{ds}=\frac{(1+\infty ss)(\sin s-s)}{\sin^{2}s}<0$, $0<\epsilon<\pi$

であることと,

$\lim_{\iotaarrow 0}\alpha=2$ , Jim $\alpha=0$

より, この写像は 1対 1上への写像であり逆関数が存在する. これを $s(\alpha)$ とおく. この関数を用いて関数

$\beta(\alpha)$ を

$\beta(\alpha)=\frac{2s(\alpha)}{\sin\epsilon(\alpha)}$ , $0<\alpha<2$

と定める.

定理 39. $K=kE$ の場合.

(i) $\mu>1$ を満たす $\mu\in\sigma_{U}$ が存在すれば, $\nu>1$ を満たす $\nu\in P_{\sigma}(U(\omega, 0))$ が存在する.

(ii) $\sigma_{U}\subset(-e^{2}, -1)$ とし, $\alpha 0=\max_{\mu\in\sigma_{U}}\log|\mu|$ とおく. このとき, 任意の $k$ に対して,

$\frac{\alpha_{0}}{2\omega}<k<\frac{\beta(\alpha_{0})}{2\omega}$ (8)

ならば, 全ての $\nu\in P_{\sigma}(U(\omega, 0))$ に対して $|\nu|<1$ または $\nu=1$ が成り立つ.
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この定理の証明のために, 次の補題を与える. その証明は長くなるので省略する.

補題 310. (i) ${\rm Re}\lambda>0$ かっ ${\rm Im}\lambda=2m\pi/\omega(m\in \mathbb{Z})$ の場合. このとき任意の $\kappa\in \mathbb{R}$ に対して $\rho\in$

$\{z|f_{\kappa}(z)=\lambda\}$ が存在し, ${\rm Re}\rho>0$ かつ ${\rm Im}\rho={\rm Im}\lambda$ が成り立っ.
(ii)Re $\lambda=0$ かつ ${\rm Im}\lambda=2m\pi/\omega(m\in \mathbb{Z})$ の場合. 任意の $\kappa>0$ および $\rho\in\{z|f_{\kappa}(z)=\lambda\}\backslash \{\lambda\}$ に対し

て, ${\rm Re}\rho<0$ が成り立っ.
(iii) ${\rm Re}\lambda=0$ かつ ${\rm Im}\lambda\neq 2m\pi/\omega(m\in \mathbb{Z})$ の場合. 任意の $\kappa>0$ および $\rho\in\{z|f_{\kappa}(z)=\lambda\}$ に対して,

${\rm Re}\rho<0$ が成り立っ.

(iv) ${\rm Re}\lambda\in(0,2/\omega)$ かつ ${\rm Im}\lambda=(2m-1)\pi/\omega(m\in \mathbb{Z})$ の場合. $\kappa_{0}=\beta(\omega{\rm Re}\lambda)/(2\omega)$ とする. このとき,
任意の $\kappa\in((B\epsilon\lambda)/2, \kappa 0)$ および $\rho\in\{z|f_{\kappa}(z)=\lambda\}$ に対して, ${\rm Re}\rho<0$ が成り立っ.

$($v) ${\rm Re}\lambda<0$ の場合. 任意の $\kappa>0$ および $\rho\in\{z|f_{\kappa}(z)=\lambda\}$ に対して, ${\rm Re}\rho<0$ が成り立っ.

定理 3.9の証明 (i) $\lambda=(\log\mu)/\omega$ に対して, $f_{k}(z)=\lambda$ をみたす $z$ を考える. 定理の条件 $\mu>1$ から
$R\epsilon\lambda>0$ かつ ${\rm Im}\lambda=0$ が成り立っ. よって, 補題 310の (i) から $f_{k}(z)=\lambda$ をみたす解 $z=\rho$ が存在して
$Re\rho>0$ かつ ${\rm Im}\rho={\rm Im}\lambda=0$ をみたす. このとき, $\nu=e^{\rho\omega}>1$ であり, しかも

$g_{\kappa}(\nu)=e^{\mu}\exp\{(1-e^{-\rho\omega})\omega\kappa\}$

$=\exp\{\omega f_{\kappa}(\rho)\}$

$=e^{\omega\lambda}=\mu$

をみたすので系 38から, $\nu\in P_{\sigma}(U(\omega,0))$ を得る.
(ii) $\nu\in P_{\sigma}(U(\omega, 0))$ が存在して $|\nu|\geq 1$ かつ $\nu\neq 1$ が成り立っと仮定する. $\mu=g_{k}(\nu)$ とおくと, 系 38

より $\mu\in\sigma(T(\omega, 0))$ である. $\nu=e^{\rho v},$ $\mu=e^{\lambda u\prime}$ とおき, $g_{\kappa}(\nu)=\mu$ の両辺で $\log$ の主値をとることにより,
$\lambda=f_{k}(\rho)$ が成り立っ. また, 背理法の仮定は

${\rm Re} \rho=\frac{\log|\nu|}{\omega}\geq 0$ かつ $\rho\neq\frac{2m\pi}{\omega}i$ $(m\in \mathbb{Z})$ (9)

となる.
$|\mu|<1$ , すなわち, ${\rm Re}\lambda<0$ のとき. 定理の条件から $k>0$ であるから, 補題 310(v) より ${\rm Re}\rho<0$ とな
りこれは (9) に矛盾する.

$|\mu|=1$ のとき. まず, $\mu=1$ のときを考える. このとき, ${\rm Re}\lambda=0$ かつ ${\rm Im}\lambda=2n\pi/\omega(n\in \mathbb{Z})$ である.
また, 定理の条件から $k>0$ なので, 補題 310(ii) より ${\rm Re}\rho<0$ または $\rho=\lambda=2m\pi i/\omega$ となりこれは (9)
に矛盾する. 次に, $\mu\neq 1$ のときを考える. このとき, ${\rm Re}\lambda=0$ かっ ${\rm Im}\lambda\neq 2m\pi/\omega(m\in \mathbb{Z})$ である. ま
た, 定理の条件から $k>0$ なので, 補題 310(iii) より ${\rm Re}\rho<0$ となりこれは (9) に矛盾する.

$|\mu|>1$ のとき, 定理の条件からー $e^{2}<\mu<-1$ , すなわち, $0<{\rm Re}\lambda<2/\omega$ かっ ${\rm Im}\lambda=(2m-1)\pi/\omega$

$(m\in \mathbb{Z})$ である. $\alpha_{0}$ の決め方から

$2>\alpha 0\geq\log|\mu|=\omega{\rm Re}\lambda>0$. (10)

ここで, $0<\alpha<2$ に対して

$\frac{d\beta(\alpha)}{d\alpha}=\frac{2(\sin s-s\cos s)ds}{\sin^{2}sd\alpha}<0$

が成り立っので, $\beta(\alpha)$ は $\alpha$ について単調減少関数である. このことと (10) より, $\beta(\omega{\rm Re}\lambda)\geq\beta(\alpha_{0})$ であ
る. したがって, 定理の条件から

$\frac{{\rm Re}\lambda}{2}\leq\frac{a_{0}}{2\omega}<k<\frac{\beta(\alpha_{0})}{2\omega}\leq\frac{\beta(\omega{\rm Re}\lambda)}{2\omega}$

が得られる. 右辺の $\beta(\omega{\rm Re}\lambda)/(2\omega)$ は, 補題 310$($ iv) における $\kappa_{0}$ に等しいので, 補題 $3.10(iv)$ より ${\rm Re}\rho<0$

となりこれは (9) に矛盾する. 口
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4 Delay Feedback 方程式の非退化性
ここでは遅れのない方程式 (1) の特性乗数, 固有空間とその次元等が遅れのある方程式 $((2)$ に遺伝する問

題, 特に, 非退化性の問題を扱う.

定理 41. $A(t)K=KA(t),$ $t\in \mathbb{R}$ を仮定する. 方程式 (1) において, 1がその特性乗数で,

$W_{K}(-1/\omega)\cap W_{T(\omega,0)}(1)=\{0\}$ (11)

であり,

$G_{T((\nu,0)}(1)=W_{T(\omega,0)}(1)$ (12)

であるならば, 方程式 (2) に対して $G_{U(\omega,0)}(1)=W_{U(\omega,0)}(1)$ であり,

$\dim W_{U(\omega,0)}(1)=\dim W_{T(\omega,0)}(1)$.
証明 1は方程式 (1) は特性乗数で, $T(\omega, 0)=V(\omega, 0:1)$ であるから補題 33により方程式 (2) は特性乗

数 1をもつ. さらに $\dim W_{U(\omega,0)}(1)=\dim W_{T(\omega,0)}(1)$ であることも容易に示される. よって方程式 (2) に対
して $G_{U(\omega,0)}(1)=W_{U(\omega,0)}(1)$ であることを示せばよい. そのために

$\phi\in N((U(0)-I)^{2})$

とすれば, 実は, $\phi\in N(U(0)-I)$ であることを示す. $z_{t}=U(t,$ $0)\psi$ とおくと, 補題 31と補題 32より,
$z(t)$ は方程式 (2) の $\omega$-周期解である. 従って $z(t)$ は方程式 (1) の $\omega$-周期解でもある. よって

$z(t)=T(t, s)z(s)$ (13)

が成り立っ. 一方翫 $=U(t, 0)\phi$ とおくと,

$z_{t}=U(t,0)\psi=U(t, 0)U(\omega, 0)\phi-U(t,0)\psi=U(t+\omega,0)\phi-U(t, 0)\phi=y_{t+\omega}-y_{1}$ .
これから

$y(t+\omega)-y(t)=z(t)$ (14)

が成り立ち, $z(t-\omega)=z(t)$ を用いると, $y(t)-y(t-\omega)=z(t)$ を得る. ゆえに

$y’(t)$ $=$ $A(t)y(t)+K(y(t-\omega)-y(t))$

$=$ $A(t)y(t)-Kz(t)$

が成り立っ. 補題 36により $T(t, s)K=KT(t, \epsilon)$ であるから, (13) に注意して

$y(t)$ $=$ $T(t,0)y(0)+ \int_{0}^{t}T(t, s)K(-z(\epsilon))ds$

$=$ $T(t,0)y(0)-K \int_{0}^{t}T(t, s)z(s)ds$

$=$ $T(t, 0)y(0)-K \int_{0}^{t}z(t)ds$

$=$ $T(t,0)y(0)-tKz(t)$ . (15)

を得る. $T(t+\omega,0)=T(t, 0)T(\omega,0)$ であるから

$y(t+\omega)=T(t,0)T(\omega, 0)y(0)-K(t+\omega)z(t)$ . (16)

80



二っの等式 (15) と (16) より,

$y(t+\omega)-y(t)=T(t, 0)(T(\omega, 0)-\nu E)y(0)-\omega Kz(t)$ .
左辺は (14) により, $z(t)$ に等しいから,

$z(t)=T(t, 0)(T(\omega,0)-E)y(0)-K\omega z(t)$ .
移項して

$(\omega K+E)z(t)=T(t, 0)(T(0)-E)y(O)$

を得る. 左辺の $z(t)$ は $\omega$-周期関数であるから右辺も $\omega$-周期関数である. さらに右辺は方程式 (1) の解であ
るから $\omega$-周期解である. . よって $(T(\omega, 0)-E)y(O)\in N(T(\omega, 0)-E)$ となり $(T(\omega, 0)-E)^{2}y(O)=0$ を得
る. 仮定から $(T(\omega, 0)-E)y(0)=0$ が成り立っ. したがって $(\omega K+E)z(t)=0$ . $z(t)=T(t, 0)\psi(0)$ と表さ
れるから

$0=(\omega K+E)z(t)=(\omega K+E)T(t, 0)\psi(0)=T(t,0)(\omega K+E)\psi(O)$ .
これより $(\omega K+E)\psi(O)=0$ , すなわち, $(K+(1/\omega)E)\psi(O)=0$. 他方, $U(\omega, 0)\psi=\psi$ であるから

$T(\omega,$ $0)\psi(0)=\psi(0)$ が容易に得られる. したがって, $\psi(0)\in W\tau(\omega,0)(1)\cap W_{K}(-1/\omega)$ . 仮定により, $\psi(0)=0$

となり $z(t)=0$ を得る. これより $\psi=z_{0}^{*}=0$ となるから $(U(\omega,$ $0)-I)\phi=0$ が成り立っ. したがって
$N((U(\omega, 0)-I)^{2})=N(U(\omega, 0)-I)$ . 口

方程式 (1) が特性乗数 1をもち, $G_{T(\omega,0)}(1)=W_{T(\omega,0)}(1),$ $\dim W\tau(\omega,0)(1)=1$ が成り立っとき方程式 (1)
は非退化という. 同様に, 方程式 (2) に対しても非退化性が定義できる.
定理 41から次の非退化性の結果を得る.

定理 4.2. $A(t)K=KA(t),$ $t\in \mathbb{R}$ とする. $-1/\omega\not\in\sigma(K)$ で方程式 (1) が非退化ならば, 方程式 (2) も非退
化である.

5 レスラー方程式への応用
レスラー方程式に Delayed Feedback制御を施した次の方程式を考える.

$\{\begin{array}{l}x’(t)=-y(t)-z(t)+k(x(t-\omega)-x(t))y’(t)=x(t)+O.2y(t)+k(y(t-\omega)-y(t)))z’(t)=0.2+z(t)(x(t)-5.7)+k(z(t-\omega)-z(t))\end{array}$ (17)

ここで, $k$ は実定数とし $k=0$ のときが制御前のレスラー方程式である. 制御前のレスラー方程式の周期 $\omega$

の不安定周期解を $(x^{*}(t),y^{*}(t), z^{*}(t))$ とする. これは, (17) の解でもある. この解のまわりでの制御前の
レスラ一方程式および制御後のレスラー方程式 (17) の変分方程式は, それぞれ方程式 (1) および方程式 (2)
で与えられる. ただし,

$A(t):=(\begin{array}{lll}0 -1 -l1 0.2 0z^{*}(t) 0 x^{*}(t)-5.7\end{array})$ , $K=kE$.

このとき, 前節の仮定 $A(t)K=KA(t),t\in \mathbb{R}$ はみたされている.

制御前のレスラ一方程式の変分方程式 (1) が非退化であると仮定する. このとき, 変分方程式 (1) の 1を

除く特性乗数が 2個存在し, これを $\mu_{1},$ $\mu_{2}(|\mu_{1}|\leq|\mu_{2}|)$ とおくと, $DF$ 制御の成否に関する次の結果が得
られる.
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定理 51. 方程式 (17) の周期解 $($X’ $(t),$ $y\sim t),$ $z\sim t))$ について, 次の命題が成り立つ :
(i) $\mu_{2}>1$ であれば, 任意の $k\neq-1/\omega$ に対して不安定である.

(ii) $-e^{2}<\mu_{2}<-1$ であれば, $\alpha_{0}/(2\omega)<k<\beta(\alpha_{0})/(2\omega),$ $\alpha 0=\log|\mu_{2}|$ のとき安定である.

注意 52. 本論文では方程式 (17) の周期解 $(x\sim t),$ $y\sim t),$ $z\sim t))$ の安定性を以下のように定義している : 変
分方程式の特性乗数の絶対値が 1より大きなものが含まれるとき不安定 ; 変分方程式が非退化でかつ 1を
除く特性乗数の絶対値が全て 1より小さいとき安定という.

定理 51の証明 (i) 定理 39(i) より変分方程式 (2) が 1より大きな特性乗数をもつ. また, $k\neq-1/\omega$ と

定理 42より変分方程式 (2) も非退化となる. したがって, 周期解 $(x\sim t),$ $y\sim t),$ $z\sim t))$ は (17) の解として不
安定である.

2 $)$ まず, 基本解行列のよく知られた性質から,

$\mu_{1}\mu_{2}=\exp(\int_{0}^{\omega}trA(s)ds)>0$

が成り立っことと $|\mu_{2}|\geq|\mu_{1}|$ に注意すると, $-e^{2}<\mu_{2}\leq\mu_{1}<0$ である. ゆえに, $\mu_{1}>-1$ のとき
には $\sigma_{N}=\{1\},$ $\sigma u=\{\mu_{2}\},$ $\mu_{1}=-1$ のときには $\sigma_{N}=\{1, -1\},$ $\sigma u=\{\mu_{2}\},$ $\mu_{1}<-1$ のときに

は $\sigma_{N}=\{1\},$ $\sigma_{U}=\{\mu_{1}, \mu_{2}\}$ である. いずれの場合にも, 定理 39の (ii) の条件をみたしている. また,

$\max_{\mu\in\sigma_{U}}\log|\mu|=\log|\mu_{2}|$ に注意すると, 定理の条件 (8) も成り立っている. したがって, 変分方程式 (2)
の 1を除く特性乗数は全て 1より小さい. また, $k\neq-1/\omega$ と定理 42より変分方程式 (2) も非退化となる.
ゆえに, 周期解 $(x\sim t),$ $y\sim t),$ $z\sim t))$ は (17) の解として安定である. 口

最後に, Pyragas[5] がレスラー方程式に対して方程式 (17) とは異なる Feedbadc gain K,

$K=(\begin{array}{lll}0 0 00 k 00 0 0\end{array})$ (18)

により提示した, Ddeay Feedback制御の成功例 $(\omega=5.8$ , 11.75$)$ について検証する. ここでは, Pyragas
が提示したこれらの値をさらに数値的に精査し得られた結果 $\omega=5.88109$ , 117584という値を採用する. こ

のとき, 4次のルンゲークッタ法を用いて得られた数値的な安定周期軌道の周期はそれぞれ, $\omega$ の値と上 6

桁まで一致することが確認できている. この値を用いて定理 51を適用しよう. そのためには, 変分方程式

(1) の特性乗数を求める必要がある. しかし, 残念ながらこれを解析的に求める手段は今のところ存在しな
い. そこで数値的に求めてみよう.

数値計算の手順 :
1 $)$ 前項の数値計算によって求められた, $DF$ 制御が成功していると考えられる時間遅れ $\omega$ の近似値を与

え, 式 (17) の数値解 $(x(t),y(t), z(t))$ を求める.

2 $)$ 1) で求められた数値解が, 周期解に収束していると判断できるような十分大きな $t$ を適当に定めこれ

を to とする.

3 $)$ $A(t)$ の $x^{*}(t),$ $z^{*}(t)$ に上記数値解 $x(t),$ $z(t)$ を代入し, 初期条件 $X(to)=E$ をみたす方程式 (1) の行列

解 $X(t)$ の $t=t_{0}+\omega$ のときの値を数値的に求める. これが周期行列である.

4 $)$ $X(t_{0}+\omega)$ の固有値を計算する. これが変分方程式 (1) の特性乗数の近似値である.

(I) $\omega=5.88109$ の場合. 特性乗数は $-2.40399,0.999986,$ $-8.40037$ xl$0^{-7}$ となった. これらのうち

0.999986は特性乗数 1に対応していると考えられる.
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この結果を定理 5.1に適用しよう. $\mu_{2}=-2.40399$ であり定理の条件を満たしている. そして, 安定化で
きる $k$ の範囲は次のとおり :

$0.074572<k<0.658948$ . (19)

図 5.1. $\omega=5.88109$ としたときの方程式 (17) のアトラクター.

図 52. $\omega=5.88109$ としたときの方程式 (17) の分岐図.

図 51は (19) で与えられた $k$ の範囲の境界付近でのアトラクターを描いている. また, 図 52の分岐図は
$20\alpha v\leq t\leq 300\omega$ に対する $x(t)$ の極値を各 $k$ に対してプロットすることにより描いている. この図から,

(19) で与えられた $k$ の範囲が制御を成功させるために最良の範囲であることがわかる.
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(II) $\omega=11.7584$ の場合. 特性乗数は $-3.51137,0.998547,$ $-1.28262\cross 10^{-7}$ となった. これらのうち

0.998547は特性乗数 1に対応していると考えられる.

この結果を定理 51に適用しよう. $\mu_{2}=-3.51137$ であり定理の条件を満たしている. そして, 安定化で

きる $k$ の範囲は次のとおり :
$0.053409<k<0$ .193772. (20)

図 53. $\omega=11.7584$ としたときの方程式 (17) のアトラクター.

図 54. $\omega=11.7584$ としたときの方程式 (17) の分岐図.

図 53は (20) で与えられた $k$ の範囲の境界付近でのアトラクターを描いている. また, 図 54の分岐図は

$200\omega\leq t\leq 30\omega$ に対する $x(t)$ の極値を各 $k$ に対してプロットすることにより描いている. この図から,

(20) で与えられた $k$ の範囲が制御を成功させるために最良の範囲であることがわかる.
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(I), (II) いずれの場合においても, 安定化できる $k$ の範囲に入っている図が制御前のレスラ一方程式の不
安定周期解を表していると期待できる. Pyragas が提示した Feedback gain (18) による制御で得られた周
期アトラクタと $K=kE$ によって得られた周期アトラクタを重ねてみた (図 55).

図 5.5. Pyragas による $DF$ 制御と $K=kE$ による $DF$ 制御.

本論文の解析においては, 次の 2 っの仮定が本質的な役割を果たしている.
(i) Feedback gain $K$ と $A(t)$ が可換である.
(ii) 制御項に含まれる時間遅れが安定化させたい周期解の周期 $\omega$ に一致している.

$DF$ 制御の応用を考えると, これらの仮定は大きな制約である. これらの前提条件をはずすことが今後の大
きな課題のひとつである.
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