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1 はじめに

体内における免疫の機能を記述する数理モデルは 1980年代には既に様々な研究がなさ
れているが, HIV に関する Ho 等 [3] の結果が注目を集めて以来, 多くの研究者が感染症と
免疫の数理モデルを利用している.
例えば Nowak and Bangham[10] は数理モデルを利用して免疫細胞の活性化率や免疫細

胞密度について考察している、また, Neumann 等 [9] は, 岡様の数理モデルを $C$ 型ウイル

ス性肝炎に適用し, その結果, インターフェロンの効果は, ウイルスの肝細胞への侵入の防
止よりも, 感染細胞からのウイルスの放出の防止に働いているだろうという結論を得た.
また, HIV 感染から AIDS 発症までに長期間かかることを, Nowak等 [111は「抗原多様

性閾値」 という概念を用いて説明している. っまり, HIV の増殖に伴い突然変異が次々と
起こり, これにより様々な抗原性をもつウイルスが生ずる. この抗原の多様性が閾値を越

えると免疫系はウイルスを抑えることができなくなり, AIDS を発症するというものであ
る (例えば [13] に一般向けの解説がある).

これらの研究で利用されている数理モデルは, ほぼ同じタイブのものに基づいていて,
古くは Anderson, May, and Gupta [1] において提唱されている. Anderson 等の論文は
Host-Parasite 系の非線型性について論ずる理論的なものであるが, 最後のセクションでマ
ラリア原虫と免疫のダイナミクスを扱っている.

上記の論文を含む多くの仕事は, 応用の観点からのもので, 数理的な側面はあまり気にし
ていない. 例えば平衡点の安定性に関しては, よほど簡単なケースを除いて, 数値解の挙動

により判定している. しかし, 数値計算による判定結果は, 用いているパラメータ値に依存

していることに注意しなくてはならない. このことは, 推定されたパラメータ値が間違っ

ていた場合にまったく異なった結論になる可能性を示唆している.
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本稿では, 平衡点の局所安定性に関する結果を紹介する. 平衡点の安定性についての一

般的な結果を考察する理由として, 前述したようなパラメータ値推定の確かさの問題があ

るが, その他に考えている数理モデルが非常に広い範囲の問題に適用可能であることが挙

げられる. 上述したようにこのタイプのモデルは, HIV, 肝炎ウイルス, マラリア等様々な病

原体に適用されているだけではなく, 自己免疫疾患の考察にも応用されている ([4]). した

がって, 考えられるパラメータ値は広い範囲にわたり, これに対して定性的な性質を考える

必要性がある. また, 内部平衡点 (全ての座標が正である平衡点) の安定性は, 病状がほぼ一

定であるか, 周期変動を伴うかとも関係する.

なお, 紙数の制限上, 解析等に関する詳細にはあまり触れることが出来なかった. これに

ついては参考文献を見ていただきたい.

2 基本モデル. 病原体の増殖サイクル.

基本モデルについて述べる前に, ウイルスの増殖サイクルに関して簡単に説明する. ウイ

ルスは自分自身では増殖する機能を持たず, 寄生している細胞の機能を利用して増殖する.

ウイルスはターゲットの細胞に侵入し, 侵入した細胞の中で増殖し, 感染細胞を破壊して細

胞外に出る. そして, 細胞外に出たウイルスは新たな (未感染の) ターゲッ細胞に侵入する.

このようなサイクルは以下のモデルで記述することが出来る.

$\frac{dx}{dt}=\lambda-dx-\beta xp$ ,

$\frac{dy}{dt}=\beta xp-av$ , (1)

$\frac{dp}{dt}=ary-bp-\beta xp$ .

ここで, $x$ は未感染 (ターゲット) 細胞密度, $y$ は感染細胞密度, $p$ は血中ウイルス密度であ

る. 未感染細胞 $(x)$ は, 一定の割合 $\lambda$ で作られ, 一定の割合 $d$ で壊れる. また, 単位時間あた

りに感染する細胞数は, 未感染細胞密度 $x$ と血中ウイルス密度 $p$ の積に比例するとしてい

る (質量作用). 感染した細胞は, 感染細胞のクラスに移行し, それにより $x$ の値は減少し,

その分 $y$ の値が増加する. 感染細胞は割合 $a$ で壊れる. 感染細胞が 1個壊れる際に $r$ 個の

ウイルスが血中に放出される. 血中のウイルスは割合 $b$ で壊れる. また, 一つの未感染細胞

に侵入するウイルスは一つのみとし, 細胞の内部への侵入により, 血中のウイルスは減少

する.

なお, Nowak and Bangham[10] は, モデル (1) において, 細胞へのウイルス侵入による血
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中ウイルス濃度の減少 $\beta.\mathfrak{r}p$ を無視したモデル

$\frac{d.\mathfrak{r}}{dt}=\lambda-dx-\beta xp$,

$\frac{d)’}{dt}=\beta xp-a_{\vee}v$ , (2)

$\frac{dp}{dt}=ary-bp$,

を基本にして HIV のダイナミクスを論じている.

上述ような増殖サイクルは他のウイルスの場合も同様で,例えば Neumann 等 [9] は同様

のモデルを $C$ 型ウイルス性肝炎に応用している. ターゲット細胞は, HIV の場合ヘルパー
$T$ 細胞と呼ばれる白血球であり,肝炎ウイルスの場合は肝細胞である.

ウイルス以外にもモデル (1), (2) を利用することができる. マラリア原虫の生活史は

はるかに複雑であるが, 血中にいるときの原虫は赤血球に侵入し赤血球内で増殖をする.

Anderson, May, and Gupta [11 $h$ , マラリアに対してこの種のモデルを利用している.

3 免疫反応を取り入れたモデル.

モデル (1), (2) は, 免疫の機能を陽には取り入れていない (感染細胞の破壊率 $a$ や病原体

の破壊率 $b$ を上げることを免疫の機能と考えることも可能ではあるが). このセクションで
は, 免疫の機能を上記モデルに組み入れる.

ここでは獲得免疫を単に免疫と呼んでいる. 獲得免疫とは, 病原体等の異物を認識し, そ

の異物を特異的に排除する機能であり, 最初に機能するまでにはある程度の時間を必要と
するが, 二度目に同じ異物が侵入した際には速やかに強力に働く. 一度かかった病気に二

度かかるのを防ぐという意味で, 獲得免疫は普通 「免疫」 と考えられているものといえる.

獲得免疫には, 液性免疫と細胞性免疫の 2種類がある. 大雑把に言えば, 液性免疫は病原

体を駆除する機能であり, 細胞性免疫は異常な細胞 (感染細胞や癌細胞) を駆除する機能で

ある. 実際にはこれらは非常に複雑な仕組みの下に成立しているが, ここでは数理モデル

に組み込むために, かなり単純化して扱う.

液性免疫は, 抗体という化学物質を作ることにより機能する. 抗体は, 病原体等の異物と

結合し, 体内からの異物の除去を促す. 抗体を生産するのは $B$ 細胞と呼ばれる白血球であ

る. $B$ 細胞は異物の刺激を受けると活性化, 増殖し, 抗体を産出する. 先のように病原体の
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密度を $p$ で表し, 液性免疫の強さを $z$ で表すと, 以下のような式を得る.

$\frac{dp}{dt}=am-bp-\beta xp-\mu p_{Z}$,
(3)

$\frac{dz}{dl}=\kappa zp-cz$ .

ここでは $p$ を記述する方程式は (1) を基本としている. 新たに加わった項 $\mu p_{Z}$ は免疫によ

り除去される病原体の割合を示している. また, 免疫の強さは積 $zp$ に比例して増加し, 一

定の割合 $c$ で減少する.

一方, 細胞性免疫はキラー $T$ 細胞と呼ばれる白血球が異常な細胞に接触し, 細胞破壊物

質を放出することによりこの異常な細胞を破壊する. 異常な細胞は通常体内に存在しない

物質を表面に出している. キラー $T$ 細胞はこの物質と接触することにより活性化される.

この関係は, 感染細胞を $y$ とし, 細胞性免疫の強さを $z$ で表すと, 以下のようになる.

$\simeq^{\backslash j}=\beta xp-ay-\mu_{\vee}\}_{\sim}^{7}\prime ddl’.$ .
(4)

$dz$

$\overline{dt}^{=\kappa_{\vee}vz-cz}$.

今度は感染細胞が $\mu yz$ の割合で破壊され, 免疫は感染細胞密度に比例して活性化され, $\kappa\backslash z$

の割合でその強さが増加する.

4 細胞性免疫モデル Liu の結果.

Nowak and Bangham [10] で用いられたモデル

$\frac{dx}{dt}=\lambda-dx-\beta xp$ ,

$\frac{d_{-}v}{dt}=\beta xp-ay-\mu vz$ ,
(5)

$\frac{dp}{dt}=ary-bp$ ,

$d_{c^{7}}$
,

$\overline{d\iota}^{=\kappa vz-cz}$’

は, 病原体のターゲット細胞への吸収を無視したモデル (2) に細胞性免疫の効果を加えた

ものである. これに対して, Liu [71はその内部平衡点が常に局所漸近安定であることを証

明した. ただし, 内部平衡点となり得る平衡点は, パラメータ値によっては負の成分を持つ

ことがある. ここで内部平衡点が常に局所漸近安定であるというのは, この平衡点の全て

の成分が正であるという条件の下で, この平衡点が局所漸近安定であるという意味である.
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この証明は, Routh-Hurwitz の判定条件をみたしていることを数式処理ソフトウエアを
用いて示すことによっている. 証明には内部平衡点が存在する条件を採り入れる必要があ
る. 実はこの条件は, この平衡点の $\backslash 7$ 座標どが正であるということである. Liu はこの平衡
点の他の座標 $X^{*}$ をごを用いて書き, Routh-Hurwitz の判定条件を $z^{*}$ を用いて表した. そ
して条件 $z^{*}>0$ の下で, Routh-Hurwitz の行列式が正であることを示した.

5 液性免疫モデルの内部平衡点の安定性
Liu の方法は, 液性免疫を考慮したモデル

$\frac{dx}{dt}=\lambda-dx-\beta.\mathfrak{r}p$ ,

$\frac{dy}{dt}=\beta xparrow ay$,
(6)

$\frac{d_{I^{J}}}{dt}=ary\sim bp-\mu pz$ ,

$\frac{dz}{dt}=\kappa z_{1}parrow cz$ ,

にも適用できる. このモデルは, (2) に液性免疫を組み入れたもので, ターゲット細胞への
侵入による血中病原体の減少は無視している. Murase, Sasaki, and Kajiwara [8] は, (6) に
対しても Liu の方法が利用可能であり, (6) の内部平衡点も常に局所漸近安定であることを
示した.

この証明には, Liu と同様に, 数式処理ソフトウエアが用いられた. これに対して,
Kajiwara and Sasaki [51はその計算を整理して, コンピュータを用いずに (6) の内部平衡点
の安定性を示した. さらに, 適当なパラメータの入れ換えを行う事により, (5) と (6) の内部
平衡点における Jacobi 行列の特性多項式が一致することを示した. これにより, (5) の内部

平衡点の安定性をコンピュータ無しで証明したことになる.
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6 病原体の吸収を無視しないモデル

ターゲット細胞への侵入による血中病原体の減少を無視しない場合を考えよう. 液性免

疫を採り入れたモデル (6) は

$\frac{dx}{dt}=\lambda-dx-\beta xp$ ,

$\frac{d\gamma-}{dt}=\beta xp-ay$,
(7)

$\frac{dp}{dt}=ar_{\vee}\gamma-bp-\beta.x\cdot p-\mu p_{\sim:}^{7}$

$\frac{dz}{dt}=\kappa zp-cz$ ,

となる. モデル (7) は, Anderson 等 [1] で数値的に解析されている. Anderson 等は, マラリ

アのダイナミクスをこのモデルを基に論じている. そこでは, 液性免疫のみならず, 細胞性

免疫も採り入れて比較している. しかし, Deans and Cohen[2] による, マラリアの場合は細

胞性免疫は有効に働かないという意見をもとに, ここでは液性免疫のみを考える.

これは内部平衡点を高々ひとつ持つが, Anderson 等の用いたパラメータに対しては内

部平衡点は安定となっている. しかし, このモデルの場合, 内部平衡点は必ずしも安定では

ない.

Murase, Sasaki, and Kajiwara [8] は, 様々なパラメータ値に対して Routh-Hurwitz 行列

式を調べ, この内部平衡点が必ずしも安定ではないことを示した.

内部平衡点における Jacobi 行列の特性多項式を $\tau^{4}+a_{1}\tau^{3}+a_{2}\tau^{2}+a_{3}\tau+a_{4}$ とおく. こ

れに対する Routh-Hurwitz の小行列式を $D_{i}$ ($i=1,2,3,4$ は小行列のサイズ) とおく. 内部

平衡点が存在するという仮定の下で, $D_{1},$ $D_{2},$ $a_{4}$ が正であることは簡単に示せる. したがっ

て内部平衡点の安定性は $D_{3}$ の符号によって定まる ($D_{3}>0$ であれば安定となる). Murase
等は $r,$ $b$ 以外のパラメータを [1] と同じにし, $r,$ $b$ の値を変化させて $D_{3}$ が負になる場合が

あることをみつけた.

$D_{1},$ $D_{2},$ $a_{4}$ が正でありながら, $D_{3}$ が正から負に変わるところでは Hopf 分岐が起こるこ
とが知られている ([6]). したがってこの場合には Hopf 分岐が起こっている. 数値計算に

より安定なリミットサイクルが現れる事を確認できる.

このように, 病原体の吸収を考慮に入れる事により, 内部平衡点は必ずしも安定ではな

くなってしまうのであるが, Anderson 等 [1] で行っている数値解析例では内部平衡点は

安定となっているし, このパラメータ値を多少変化させても安定性は変わらない. Murase,
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Sasaki, and Kajiwaa[81では, Routh-Hurwitz 行列式 $D_{3}$ の数式処理結果を更に詳細に検討

し, 内部平衡点が安定である十分条件を見つけた. その十分条件とは

$r>2$ , $\frac{l)}{a}>1+\frac{1}{r-2}$ (8)

である. すなわち (8) がみたされていれば, 内部平衡点は局所漸近安定となる. 特に

$r\geq 3$ , $b>2a$ (9)

であれば, (8) はみたされる. $r$ は感染細胞一個あたりが放出する病原体数である. 未感染細

胞を感染させるのには病原体 1を必要とするので,大雑把にいえば $r$ は病原体 1が 1増殖

サイクル後に生み出す病原体の数である. したがって, 病原体が体内で増えていくために

は $r$ は少なくとも 1よりは大きくなくてはならず, 多くの病原体では $r$ は 2よりもはるか

に大きい. たとえば, マラリアの場合 $r=16$ であり, ウイルスの場合には更に大きい値とな

る. $a,$ $b$ の値は, マラリアで $a=0.5,$ $b=72$ ([1]) と推定されている. 他の病原体では

$\bullet$ HIV: $a=0.49,$ $b=3.07$ (Perelson et al., 1996)

$\bullet$ $B$ 型肝炎ウイ)レス : $a=0.043,$ $b=0.67$ (Nowak et al., 1996)

$\bullet$ $C$ 型肝炎ウイ)レス : $a=0.24,$ $b=6.2$ (Neuman et al., 1998)

と推定されている. いずれも (9) を楽にクリアしている. なお, (8) は十分条件のひとつであ

り, 実際には更に弱い条件のもので安定であることを注意しておく.

以上の様に, 病原体の吸収を考慮に入れると, パラメータ値によっては周期的挙動が起こ

り得るが, 現実的なパラメータ値ではこのような周期的挙動は起こらないことがわかる.

7 免疫反応の巻き添え

セクション 6で述べたように, マラリアにおける免疫反応を記述するモデル (7) におい

て, 周期的挙動は非現実的なパラメータ値では起こり得るが, 妥当と思われるパラメータ値

では周期的挙動を示さない.

一方, マラリアの病状は周期的挙動を示すことが多いことが知られている. このような

周期性は, 生体がそもそも持っている生理的特性の周期性 (ほぼ 24時間周期) が関係する

ことももちろん考えられる. しかし, マラリアの病状の周期は 24時間よりもかなり長く,

生理的な周期挙動とは別の周期性があると期待できる.

では, このモデルにどのような要素を採り入れたら周期的な挙動を示すのであろうか.

ここでは, そのような要素の一つとして, 未感染の赤血球が免疫反応の巻き添えで破壊され
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ることを取り上げる.

免疫反応は正常な細胞, すなわち未感染赤血球を破壊することは本来はないはずである

が, 実際には正常な細胞も免疫反応の巻き添えで破壊される可能性もある. マラリアの症

状として, 貧血すなわち赤血球の過剰な減少が挙げられるが, 感染赤血球の割合から予測さ

れる以上に赤血球が減少していると言われている. この原因のひとつと考えられているの

が, 正常赤血球の免疫反応への巻き添えによる破壊である $([15|)$ .
このような 「巻き添え」 の効果を (7) に採り入れてみよう. 巻き添えは, 免疫複合体と正

常細胞が接触することによって起こるとする. また, 免疫複合体は病原体と免疫物質が出

会うことによって生成されるとする. すると, 免疫複合体の濃度は病原体密度と免疫の強

さの積 $pz$ に比例すると考えられる. 免疫複合体と正常細胞が接触する確率は, 免疫複合体

の濃度と正常細胞密度の積に比例すると考えると, その接触確率は $pz$ と $X$ の積 $xpz$ に比

例することになる. したがって, 巻き添えによる未感染細胞の減少率は $xpz$ に比例する. こ

の比例係数を $\delta$ と書くと, 以下を得る.

$\frac{dx}{dt}=\lambda-dx-\beta xp-\delta xpz$ ,

$\frac{dy}{dt}=\beta \mathfrak{r}p-ay$,
(10)

$\frac{dp}{dt}=ary-bp-\mu p_{\sim}^{7})$

$\frac{dz}{dt}=\kappa pz-cz$ .

モデル (10) は, 推定されたパラメータ値に近い値

$\lambda=1.0,$ $d=0.00833,\beta=0.1,$ $a=0.5,\mu=0.1,$ $b=72,$ $r=16,$ $\kappa=0.75,$ $c=0.05$

で周期的挙動を示す. ただし $\delta=0,05$ で, この値には特に根拠はないが, 比較的に巻き添え
の効果が小さい場合にも周期挙動が起こることがわかる.

このことは, マラリアの周期挙動の要因の一つとして巻き添えの効果が考えられること

を示唆している. しかし, ここで起こる周期は 100日程度と長く, この点に関しては更に考

察が必要である.

8 最後に

免疫と病原体の相互作用の数理モデルは, 生物学的観点の仕事はたくさんあるが, モデル

の性質に関する理論的な研究はまだそれほど進んではいない. これらの話題の生物学的側

面に関するまとまった文献として, [12] や [14] がある.
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