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1 はじめに

2次元平面上の 2点 $p,$ $q$ を横方向の線分と
縦方向の線分で連結しているとき, そのパスを

直線パスと呼ぶ. また, 2点間の直線パスの長

さを横線分と縦線分の長さの合計とするとき,

パスの長さが最小となる直線パスのことをマン
ハッタンパスと呼ぶ. すなわち, マンハッタン

パスの長さは 2点間の $L_{1}$ 距離に等しい. 2次

元平面上の $n$ 点集合 $T$ が与えられたとき, すべ

ての 2点の対についてマンハッタンパスが存在
するネットワーク $G$ をマンハッタンネットワー

クとする. ネットワーク $G$ について, $G$ に含

まれるすべての線分の長さの合計を $G$ の長さ

ということにし, $L(G)$ と表す. 最小マンハッ

タンネットワーク問題 (MMN 問題と略記) は,

点集合 $T$ が与えられたとき, $L(G)$ が最小とな

る $T$ のマンハッタンネットワーク $G$ を求める

問題である.

MMN 問題は, 文献 [5] で, Gudmundsson,

Levcopoulos, Narasimhan により提案された問
題であるが, MMN 問題に対して多項式時間ア
ルゴリズムが存在するかどうかについてはま

だ分かっていない. 一方, Gudmundsson らは,

$O(n^{3})$ 時間で動作する 4近似アルゴリズム, お

よび, $O(n\log n)$ 時間で動作する 8近似アルゴ

リズムを示している [5]. 文献 [8] では $O(n^{3})$ 時
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間で動作する 2近似アルゴリズムが示された
が, 証明が不完全であったという指摘がある [3].
Benkert, Wolff, Widmann は, MMN 問題を
混合整数計画問題として定式化し, $O(n\log n)$

時間の 3近似アルゴリズムを示している [1]. そ
の後, Chepoi, Nouioua, Vax\‘es は, 混合整数

計画問題の線形緩和することにより, 2近似ア

ルゴリズムを設計している [3]. Guo, Sun, Zhu
は, 組合せ的な手法により, $O(n^{2})$ 時間で動作

する 2近似アルゴリズムを文献 [6] で提案し, さ

らに, 文献 [7] で $O(n\log n)$ 時間へと高速化を

行っている. 文献 [9] では 15近似アルゴリズ

ムが提案されているが, 証明が不完全であり,

現在知られている MMN 問題の近似上限は 2で

ある.

本稿では, Guo らによって文献 [6] で提案れ
た 2近似アルゴリズム (以下では GSZ アルゴリ
ズムと呼ぶ) と文献 [7] で提案された別の 2近似
アルゴリズム (以下では F-GSZ アルゴリズム)
の近似下界について調べる. 両アルゴリズムに

対して, どのような入カネットワークが都合が

悪く, 近似比が大きくなってしまうのか示され

ておらず, 近似解析が厳密なものであるのか分

からない. 実際に, 後で述べるように, F-GSZ
アルゴリズムは GSZ アルゴリズムの近似解析
でまだ” 余裕のある無駄な線分” を追加するこ

とにより近似比を大きくすること無く高速化を
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実現している. 本稿では, GSZ アルゴリズムに
対して近似比が 15になってしまう入力例を示
す. また, GSZ アルゴリズムを用いた場合には
15近似になるが, F-GSZ を用いた場合には近
似比が 2まで大きくなる例を示す. このことは

GSZ アルゴリズムの近似解析の精度を高める
ことで, より小さい近似上界を求めることがで

きる可能性が残っていることを示している.

2 準備

$n$個の 2次元平面上の点集合 $T$が与えられた

とき, すべての点の対についてマンハッタンパ

スが存在するネットワークをマンハッタンネッ
トワーク $G$ と呼ぶ. 以下では $T$ に対する最小
マンハッタンネットワーク (MMN),を $G^{*}$ とし,

GSZ アルゴリズムにより得られた出力を $G$ と

表すことにする.

2次元平面上の点を $p=(p.x,p$初と表し,
2点 $p,$ $q$ 間のマンハッタン距離を dist $(p, q):=$

$|p.x-q.x|+|p.y-q.y|$ とする. また, 2点 $p,$ $q$

について, $p.x=q.y$ である場合には 2点の垂
直線分を, $p.y=q.y$ である場合には水平線分

を砂, $q]$ で表す. $R(p, q)$ により $p,$ $q$ を対角の点

とする境界線分を含む長方形, $B_{V}(p, q)$ により

$p,$ $q$ をそれぞれ通る 2本の垂直直線とそれら 2
本で挟まれた帯, $B_{H}(p, q)$ により $p,$ $q$ をそれぞ

れ通る 2本の水平直線とそれら 2本で挟まれた
帯を表すことにする. 与えられた $n$個の点集合
$T$ に対して, $\Gamma$ は $T$ に含まれる点を通るのすべ

ての垂直直線と水平直線の和集合とする. また,
$H,$ $W$ をそれぞれ $T$ を内包する最小の長方形

の縦の長さと横の長さとする. 点 $p$ を原点とす

る第一象限を $Q_{1}(p)=\{q|p.x\leq q.x,p.y\leq q.y\}$

とする. 同様に, 反時計廻りに $\mathcal{Q}_{2}(p),$ $\mathcal{Q}_{3}(p)$ ,
$Q_{4}(p)$ とする. また, アルゴリズムの説明で重

要な役割を果たす領域について次節以降で示す.

パレートエンベロープとブロック

入力点集合 $T$ に対して, $\mathcal{P}(T)$ $=$

$\bigcap_{u\in T}\bigcup_{v\in T}R(u, v)$ をパレートエンベロー

プと呼ぶ (図 1参照). $\mathcal{P}(T)$ はいくつかの凸型

の多角形に分けることができ, それぞれをブ

ロックと呼ぶ. 各ブロックは他のブロックと 1

点のみでしか交わらないことが分かる. その
共有点を切断点と呼ぶ. 切断点の集合を $C$ で

表し, $T^{+}=T\cup C$ とする. ブロック $B$ につい

て, $H_{B}$ および $W_{B}$ をそれぞれ $B$ の縦幅およ

び横幅を表すものとし, $T_{B}:=T^{+}\cap B$ とする.

$-\bullet-\bullet$

$\underline{---- l}---\bullet$

$-\bullet$
$\bullet---$

$-\bullet-$

図 1: 点集合 $T$ とパレートエンベロープ

もしブロック $B$ が $|T_{B}|=2$ であるような長

方形であった場合, $B$ を自明ブロックと呼ぶ.
$B$ が自明ブロックのとき, $T_{B}$ の 2点は $B$ の対

角の 2点になる. $T^{+}$ の MMN は $T$ の MMN に

なり, $T^{+}$ の MMN を求めるためには, それぞ

れのブロック $B\subseteq \mathcal{P}(T)$ について $T_{B}$ の MMN
を求めれば十分であることが知られている [3].
以下では, $B$ のアルゴリズムの出力を $G_{B}$ と

する. $B$ の周を $\partial B$ とし, $\Gamma_{B}=\Gamma\cap B$ とす

る. 自明ブロックのマンハッタンパスは簡単に

求めることができるため, 自明でないブロック
の MMN を求めることが目的となる.

ストリップ

$p.y<q.y$ であるような 2つの点 $p,$ $q\in T_{B}$

について, 垂直直線 $\{(x, y)|x=p.x, y\leq p.y\}$ お

よび $\{(x, y)|x=q.x, yq.y\}$ を除く $B_{V}(p, q)$ の

範囲内に均の点を含まないとき, $R(p, q)$ を垂
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直ストリップと呼ぶ. 同様に, $p.x<q.x$ である

2点 $p,$ $q\in T_{B}$ について, 水平直線 $\{(x, y)|x\leq$

$p.x,$ $y=p.y\},$ $\{(x, y)|x\geq q.x, y=q.y\}$ を除

く $B_{V}(p, q)$ の範囲内に他の点を含まないとき,

$R(p, q)$ を水平ストリップと呼ぶ.

階段領域

近似アルゴリズムでは以下で定義する階

段成分が重要な役割を果たす. 階段成分は 4

つの象限により定義される 4種類のものがあ
る. ここでは, 一般性を失うこと無く, 第一

象限に相当する階段成分についてのみ述べる.

$q\in Q_{1}(p),$ $q’\in Q_{1}(p’),$ $p,$ $q\in B_{V}(p’, q’)$ ,

$p’,$ $q^{t}$ $\in$ $B_{H}(p, q)$ であるような 2点 $p,$ $q$
$F$こ

ついて, $R(p, q)$ を垂直ストリップ, $R(p’, q’)$

を水平ストリップとする (図 2参照). このと

き, $R(p, q)\cap R(p’, q’)$ での右上の点を $0$ とす

る. $(\mathcal{Q}_{3}(v)\backslash \mathcal{Q}_{3}(0))\cap T_{B}=\{v\}$ であるよう

な $T_{B}\cap Q_{1}(0)$ の点 $v$ の集合を $T_{pp’1qq’}$ とす

る. もし $T_{pp’1qq’}\neq\emptyset$ であるとき, $S_{pp’1qq^{t}}=$

$\bigcup_{v\in T_{pp’1qq’}}R(0, v)$ とし, これを階段領域と呼ぶ.

図 2: 階段領域

3 GSZ アルゴリズムと 1.5近似下
界

本節では文献 [6] で提案された 2近似アルゴ
リズム (GSZ アルゴリズム) の動作概要と近似

上界の証明概要を示す.

任意の水平直線 $\ell$ と, $\ell$ が交差する任意の垂

直ストリップ $R$ に対し, 常に $\ell\cap C_{V}\cap R\neq\emptyset$ が

成り立っならば, 垂直線分の和集合 $C_{V}$ を垂直

カバーと呼ぶ. 水平カバーも同様に定義される.
さらに, 任意の辺が少なくとも $T_{B}$ の点を 1つ

含むような垂直カバーを良い垂直カバー (NVC)
とする. 良い水平カバー (NHV) も同様に定義
される. 最小垂直カバー (MVC) を最小の垂直
カバーとし, 最小水平カバー (MHC) を最小の
水平カバー- とする. さらに, MVC(MHC) の任
意の辺が少なくとも $T_{B}$ の点を 1つ含むとき,

それを良い MVC(MHC) とする. 良い MVC と

良い MHC の和集合をナイスカバー (NC) とし,
$E_{C}$ で表す.

事実 1 $n$ 点集合 $T$ に対して, $E_{C}\subseteq\Gamma_{B}$ である

ようなナイスカバー $E_{C}$ を $O(n\log n)$ 時間で出

力するアルゴリズム CreateNC が存在する $[$6$]$ ,

領域がつぶれていないストリップ $R(p, q)$ に

対して, $R(p, q)$ を含む $E_{C}$ の線分をゆ, $a$], $[q, b]$

とする. このとき, 「$p,$ $a$ ] $\cup[q, b]\cup[a, b]$ はマンハッ

タンパスである. この $[a, b]$ のことをスイッチ

線分と呼ぶことにし, スイッチ線分の和集合を
$E_{S}$ とする. 長さについて, $L(E_{S})\leq H_{B}+W_{B}$

が成り立っ.

$M_{p,q}$ を p,q のマンハッタンパスとする. 以

下の改良階段領域を考えることができる.

定義 1(改良階段領域) 階段領域 $S_{pp’1qq’}$ につ

いて, $M_{pq}$ と $M_{p’q’}$ の交点を $0’$ とする. この

とき, $M_{pq}$ と $M_{p’q}/$ を除いて $M_{pq}$ と $M_{p’q}/$ で

囲まれた $S_{pp’1qq’}^{*}= \bigcup_{v\in T_{pp’1qq’}}R(0’, v)\backslash \partial B$ の

部分のことを改良階段領域と呼び, $s*$ で
$p\rho’|qq’$

表す.

階段領域 $S_{pp’1qq’}$ が与えられたときに, 全て

の $S_{pp’1qq’}$ の組に対してどのようにマンハッタン
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GSZ アルゴリズム (入力 $T$)

1. $\mathcal{P}(T)$ を求める

入力点をいくつかのブロックに分ける. このと

き, $T$ は自明ブロック $B$ 一つに分けられる. 次
(こ, $B$ に対し CreateNC により, ナイスカバー

2. 白明ブロックのマンハッタンパスを得る

3. 非自明ブロックに対して以下を実行

(a) CreateNC を実行する

(b) すべての $E_{S}$ を追加する

(c) すべての $S_{pp1qq’}^{*}$ に対して

CompOptNet を実行する

4. $G:=Ec \cup E_{S}\bigcup_{S_{ppqq’}^{*}},E_{pp’1qq’}$ を出力

な路を加える. さらに, スイッチ線分を加える
(図 4, 5参照). $B$ 内の改良階段領域を探し (図
5 $)$ , 全ての改良階段領域に対して CompOptNet
で最適なマンハンタンネットワーク $E$ を構成
する (図 6左).

$\bullet\bullet$

$\bullet$

$\bullet$

$\bullet$

$\bullet\bullet$ I $\uparrow$

$\downarrow$

$\uparrow$

I
図 3: GSZ アルゴリズム

図 4: 入力点集合と垂直ストリップ

パスを構成するかを述べる. 例として, $q,$ $q’\in$

$Q_{1}(0))$ について, $R(p, q)$ を垂直, $R(p’, q’)$ を

水平ストリップとして仮定する.

事実 2改良階段領域に含まれる点数 $|T_{pp’1qq^{\prime 1}}$

を $n$ とする. 改良階段領域 $S_{pp’1qq’}$ が与えられた

とき, $E\cup\partial B$ と $T_{pp1qq’}$ のすべての点と $M_{pq}$ ま

たは $M_{p’q^{l}}$ と連結するようなネットワーク $E$ を
$O(n^{2})$ 間で構成するアルゴリズム CompOptNet
が存在する [6].

$\llcorner$

図 5: 水平ストリップとスイッチ線分

GSZ アルゴリズムは図 3で示される.

事実 3 $n$ 点集合 $T$ に対して, $GSZ$アルゴリズ

ムは $O(n^{2})$ 時間で $T$ のマンハッタンネットワー
ク $G$ を求めることができる [6].

定理 1 $GSZ$アルゴリズムに対して, 近似比が
15となる入力例が存在する.

証明. GSZ アルゴリズムに対して, 最適解の
15倍になる入力例を具体的に示す. 図 4のよう
な入力点集合 $T$ が与えられたとき, まずアルゴ
リズムはパレートエンベロープを求めることで,

図 6: $E$ と $E^{*}$

$T$ に対する最適解 $E^{*}$ は図 6右のようにな
る. $E,$ $E^{*}$ に対し, 図 7のような垂直な補助
線 $\ell,$

$\ell’$ を考える. $p,$ $\ell/$ 間を $B_{\ell}$ とし幅を恥と
する. $L(E\cap B\ell)=\epsilon,$ $L(E^{*}\cap B\ell)=\epsilon^{*}$ とする.

$L(E^{*})$ $=$ $2W_{\ell}+\epsilon^{*}$

$L(E)$ $=$ $3W_{\ell}+\epsilon$

$\geq$ $3W_{\ell}+\epsilon^{*}$
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$q’.y\leq u.y=v.y\leq p’.y$ であるようなスイッチ

線分 $[u, v]$ が必要になる.

図 7: 補助線を足した, $E$ と $E^{*}$

$=$ $\frac{3}{2}L(E^{*})-\frac{1}{2}\epsilon^{*}$ (1)

$W_{\ell}\gg\epsilon^{*}$ とすると, $E,$ $E^{*}$ の形は骸の大きさ
に依存しないため, このときも式 (1) は成り立

ち, すなわち, 近似比が 1.5となることを示す
ことができる.

$L(E) \geq\frac{3}{2}L(E^{*})$

口

4 F-GSZアルゴリズムと 2近似下
界

文献 [7] で示された 2近似アルゴリズムを

F-GSZ アルゴリズムと呼ぶことにする. 前節

で示した GSZ アルゴリズムも同じく 2近似ア
ルゴリズムであるが, 解析において厳密でない

部分が多くある. そのため, 前節では 15の近

似下界しか示すことができなかった. F-GSZ ア
ルゴリズムは, 近似比 2を示す際にまだ” 余裕
のある’7線分を GSZ アルゴリズムの出力する
ネットワークに追加をすることで処理の単純化
を行い, 高速化を実現している. 本節では, F-

GSZ アルゴリズムの概要を示し, F-GSZ アル
ゴリズムに対する 2近似下界を示す.

良い垂直カバー $C_{V}$ に対して, もし $R(p, q)$

がっぶれてしまっていたら, 線分ゆ, $q$] $\subseteq C_{V}$ と

なる. もし $R(p, q)$ がつぶれていなかった場合
$F$こ, $p.y<q.y$ であれば, $u.x=p.x,$ $v.x=q.x$ ,

GSZ アルゴリズムでは, CreateNC こより

最小の垂直と水平カバーからなるナイスカバー
NC を求めたが, F-GSZ では, 最小である必

要の無い良い垂直カバーと水平カバーをまず
求めるように条件を緩めている. これにより

CreateNC では $O(n\log n)$ 時間必要であったも

のを $O(n)$ 時間へと高速化できている (細部に
ついては文献 $[$7$]$ を参照).

事実 4 $n$ 点集合 $T$ に対して, 良い垂直カバー

$C_{V}$ を $O(n)$ 時間で出力するアルゴリズム

CreateNVC が存在する [7].

CreateNVCの実行後, 後で示すように, つぶ

れていない垂直ストリップに対して最上と最下
の 2本のスイッチ線分を加える. 水平方向につい

ては CreateNVC とまったく同様に CreateNHC
を考えて, 良い水平カバー $C_{H}$ を構成する. この

時点ですべてのストリップ対に対してマンハッ
タンパスが存在することが保証できる. 残りは

改良階段領域にネットワークを構成すれば良い.

事実 5階段領域に含まれる点数 $|T_{pp’1qq’}|$ を $n$

とする. 階段領域 $S_{pp’1qq’}$ が与えられたとき,

$G_{pp’1qq’}\cup C_{H}\cup Cv$ が $T_{pp’1qq’}$ のすべての点と

$M_{pq}$ または $M_{p’q’}$ と連結するようなネットワー

ク $G_{pp^{l}|qq’}\subseteq S_{pp’|qq’}$ を $0(n\log n)$ 時間で構成

するアルゴリズム CreateStaircasePas が存

在する $[7J$.

$O(n)$ 時間で動作するアルゴリズ
ム CreateNVC お よ び CreateNHC と

CreateStaircasePath をサブルーチンと

する F-GSZ アルゴリズム全体を図 8に示す.

事実 6 $n$ 点集合 $T$ に対して, F-GSZアルゴリ
ズムは $O(n\log n)$ 時間で $T$ のマンハッタンネッ

トワーク $G$ を求めることができる [7]$\cdot$
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F-GSZ アルゴリズム (入力 $T$ )

1. $\mathcal{P}(T)$ を求める

をパスとして出力する (図 10). $E$ および $E^{*}$ は

それぞれ図 11の左および右になり, 次の式が
成り立つ.

2. 自明ブロックのマンハッタンパスを得る

3. 非自明ブロックに対して以下を実行

(a) CreateNvC を実行

(b) すべての垂直ストリップ $R(p, q)$ に

ついて, $R(p, q)$ の最上と最下のス
イッチ線分を追加

(C) CreateNHC を実行

(d) すべての水平ストリップ $R(p, q)$ に

ついて, $R(p,$ $q)$ の最左と最右のス
イッチ線分を追加

(e) すべての $S^{*}$ に対して
$pp’|qq’$

CreateStaircasePath $(S_{pp’1qq’})$

を実行

図 $8$ : F-GST アルゴリズム

定理 2F-GSZアルゴリズムに対して, 近似比

が 2となる入力例が存在する.

証明. ある $T$ に対して, F-GSZ アルゴリズ
ムが最適解の 2倍のコストの出力をする例を
示すことで, F-GSZ アルゴリズムの近似下限
2を示す. その例として次のような出力 $T$ を

与える. 水平に 2列点が並んでおり, 下部の点
を左から $q_{a}(a=0,1,2, \cdots, n+1)$ , 上部の点

を左から $q_{b}(b=1,2,3, \cdots, n+1)$ とする. ま

た, $p_{0}.x=q0\cdot x,p_{n+1}.x=q_{n+1}.x$ とし, $p_{1}.x>$

$q_{1}.x,p_{2}.x<q_{2}.x,$
$,$

, と $p_{a},$ $q_{a}$ の水平成分が交互

に大きくなるように並んでいる. このとき, $T$

は自明でないブロック $B$ 一つでできている. ま

た, $R(p_{a}, q_{a})$ が垂直ストリップとなっている

(図 9). $T$ に対する F-GSZ の出力を $E$ , 最適解
を $E^{*},$ $p_{a}’=(p_{a}.x, q_{a}.y),$ $q_{a}’=(q_{a}.x,p_{a}.y)$ とす

ると, CreateNVC は, $T$ に対し「$p_{a},p_{a}’$ ], $[q_{a}, q_{a}’]$

$L(E)$ $=$ $(n+2)H+2W$

$L(E^{*})$ $=$ $\frac{1}{2}(n+4)H+2W$

以上の式から以下が成り立っ.

$\frac{L(E)}{L(E^{*})}=\frac{2(n+2)H+4W}{(n+4)H+4W}$

$n$ が十分に大きい場合には十分小さい定数 $\epsilon$ に

ついて以下の式が成り立っ.

$\frac{L(E)}{L(E^{*})}\geq 2-\epsilon$

口

$q_{0\bullet}q_{1\bullet-- r}$
$\backslash -\sim q_{2}\rangle$

$\sim\wedge*\bullet q.\cdot q.,l$.
a $R_{1}$ $:R_{2}\}\not\in$ $R_{*}$ $!R_{*1}$

$\mathfrak{d}$

$‘$

$t$

$\sim\cdot\nu\cdot\cdot$
$\bullet$

$p_{\mathfrak{p}}^{\bullet}$ $p_{1}\bullet\sim- p_{2}$

.
$p_{n}$ $p_{r\cdot i}$

$\text{図^{}\backslash }9$ : $\lambda$カ $T$

$p_{0}q_{0_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}q_{1\ovalbox{\tt\small REJECT}_{P\iota}\ovalbox{\tt\small REJECT}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{p_{2}}^{q_{2}}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

.....
$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{p_{*}}^{q_{n}}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{p_{*\star 1}}^{q_{*\cdot I}}$

図 10: $T$ に対する $Cv$
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