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多重ゼータ値と線型常微分方程式の繋がりは最近十数年ほどの間に, さまざまな角
度から研究され数論と微分方程式論の双方に刺激を与えている. 本稿では [1], [2], [11]
の要約を中心に手短な入門的解説を試みる.

1 多重ゼータ値
多重ゼータ値は Riemann ゼータ値 (ゼータ関数の整数 $m=2,3,$ $\ldots$

での値)

$\zeta(m)=\sum_{p=1}^{\infty}\frac{1}{p^{m}}$

の一般化であり, 起源は Euler や Goldbach に遡る. Euler [5] の冒頭には Goldbach の
名と共に級数

$1+ \frac{1}{2^{m}}(1+\frac{1}{2^{n}})+\frac{1}{3^{m}}(1+\frac{1}{2^{n}}+\frac{1}{3^{n}})+\frac{1}{4^{m}}(1+\frac{1}{2^{n}}+\frac{1}{3^{n}}+\frac{1}{4^{n}})+$ etc.

が記載されている. これは級数 $\sum_{p\geq q\geq 1}\frac{1}{p^{m}q^{n}}$ }こ他ならず, 2a)値をぐ $(m, n)$ で表すと

$\zeta(m)\zeta(n)$ $=$ $\sum_{p=1}^{\infty}\frac{1}{p^{m}}\sum_{q=1}^{\infty}\frac{1}{q^{n}}$

$= \sum_{p\geq q\geq 1}\frac{1}{p^{m}q^{n}}+\sum_{q\geq p\geq 1}\frac{1}{p^{m}q^{n}}-\sum_{p=1}^{\infty}\frac{1}{p^{n+m}}$

$=$ $(^{\star}(m, n)+\zeta^{\star}(n, m)-\zeta(m+n)$

という関係式が成り立つことから, $\zeta^{\star}(m, n)$ が自然な量であると納得できる. これが
多重ゼータ値の一つの例である. 一方, 類似の変形

$\zeta(m)\zeta(n)=\sum_{p>q>0}\frac{1}{p^{m}q^{n}}+\sum_{q>p>0}\frac{1}{p^{m}q^{n}}+\sum_{p_{--- 1}}^{\infty}\frac{1}{p^{n+m}}$

から, $\sum_{p>q>0}\frac{1}{p^{m}q^{n}}=\zeta(m, n)$ とおくことにより, これは

$\zeta(m)\zeta(n)=\zeta(m, n)+\zeta(n, m)+\zeta(m+n)$
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と書くことができる. 従って, $\zeta(m, n)$ も同程度に自然なものと考えられ, 両者は関係式

(1) $\zeta^{\star}(m, n)=\zeta(m, n)+\zeta(m+n)$

を満たす. ここ十数年の間に盛んになった多重ゼータ値の研究においては $\zeta(m, n)$ , あ
るいはその一般化である

(2) $((k)=m_{1}>m> \cdots>m_{n}>0\sum_{2}\frac{1}{m_{1^{k_{1}}}m_{2^{k_{2}}}\cdots m_{n}^{k_{n}}}$

をもって多重ゼータ値と呼ぶ場合がほとんどであるが, Euler の取り扱った $\zeta^{\star}(m, n)$ の

一般化である

(3) $\zeta^{\star}(k)=\sum_{m_{1}\geq m2\geq\cdots\geq m_{n}\geq 1}\frac{1}{m_{1^{k_{1}}}m_{2^{k_{2}}}\cdots m_{n^{k_{n}}}}$

を扱うことにも意味があるというのが [1], [2] の立場である. ただし, 多重指数を $k=$

$(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})$ とおいた. ここで $k_{i}\in N$ であるが, 上の和が収束するために $k_{1}>1$ を

仮定する. 多重指数 $k=(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})$ に対し

wt $(k)=k_{1}+k_{2}+\cdots+k_{n}$ , dep$(k)=n$ , ht $(k)=\neq\{i|k_{i}>1\}$

とおき, それぞれ $k$ の (あるいは $\zeta(k),$ $\zeta^{\star}(k)$ の) 重さ (weight), 深さ (depth), 高さ
(height) という [1], [2], [11]. 本稿では $\zeta(k),$ $\zeta^{\star}(k)$ ともに多重ゼータ値と呼ぶが, 区別
する場合は前者を「等号無し多重ゼータ値」, 後者を「等号付き多重ゼータ値」という.

数論的な興味の一つは重さを固定した多重ゼータ値全体の張る $\mathbb{Q}$ 上の線型空間あるい
は $\mathbb{Q}$ 代数の次元や生成元の個数がどうなるかであり, それらを調べるために多重ゼー
タ値間に成り立つ $\mathbb{Q}$係数の関係式が研究されている. 重さを固定した $\zeta(k)$ とぐ (k) そ
れぞれが張る $\mathbb{Q}$ 線型空間は同じであることは (1) からも想像が付くように容易に証明
できる. にも拘わらず $\zeta(k)$ だけでなく $\zeta^{\star}(k)$ を考える理由は [2] で与えられたように $\zeta^{\star}$

を用いることにより初めて簡潔に書ける関係式族の存在にある. 多重ゼータ値全般に
関しては優れた解説が [3] で与えられているので参照されたい.

2 超幾何関数との関係

等号無し多重ゼータ値 $\zeta(k)$ の重さ, 深さ, 高さを固定した和の母関数が Riemann
ゼータ値の有理係数多項式で表されることが [11] で示されている. その証明において
超幾何関数とその特殊値が巧妙に活用された. ここではその要点を紹介する.
次の微分方程式を考える.

(4) $t(1-t) \frac{d^{2}w}{dt^{2}}+\{(1-x)-(1-x+y)t\}\frac{dw}{dt}+(xy-z^{2})w=1$ .
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ただし, $x,$ $y,$ $z$ はパラメータである ([11] では $z^{2}$ を $z$ と書いている). 斉次方程式は超
幾何微分方程式であり, 斉次方程式の正則解として超幾何関数 $F(\alpha-x, \beta-x, 1-x;t)$

が取れることは明らかである. ここで, $\alpha,$
$\beta$ は $\alpha+\beta=x+y,$ $\alpha\beta=z^{2}$ により定め

る. 非斉次項が定数であり $0$ 階項の係数が変数 $t$ に依存しないので (4) の特殊解として
$\frac{1}{xy-z^{2}}$ が取れる. 従って, $t=0$ で消える (4) の正則解は

(5) $w= \frac{1}{xy-z^{2}}(1-F(\alpha-x, \beta-x, 1-x;t))$

となる. この関数の $tarrow 1-O$ での極限値は (パラメータに対する適当な仮定の下に),
いわゆる Gauss の公式により

(6) $\lim_{tarrow 1-0}w(t)=\frac{1}{xy-z^{2}}(1-\frac{\Gamma(1-x)\Gamma(1-y)}{\Gamma(1-\alpha)\Gamma(1-\beta)})$

であることがわかる. ここまでは微分方程式論の簡単な演習問題であるが, この値と
多重ゼータ値との結びつきは母関数を通じて与えられる. 重さ $k$ , 深さ $n$ , 高さ $s$ を持
つ多重指数 $k=(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})(k_{1}>1)$ 全体の集合を $I_{0}(k, n, s)$ で表し

(7)
$G_{0}(k, n, s)= \sum_{k\in I_{0}(k,n,s)}\zeta(k)$

とおく. 併せて多重ポリログ関数

(8) $L_{k}(t)=L_{k_{1},\ldots,k_{n}}(t)= \sum_{m_{1}>m2>\cdots>m_{n}>0}\frac{t^{m_{1}}}{m_{1^{k_{1}}}m_{2^{k_{2}}}\cdots m_{n^{k_{n}}}}$

を用いて関数 $G_{0}(k, n, s;t)$ を

(9)
$G_{0}(k, n, s;t)= \sum_{k\in I_{0}(k_{1}n,s)}L_{k}(t)$

により定める. $|t|<1$ ならば多重ポリログ関数を与える無限級数は広義一様に絶対収
束し, $t=1$ でも収束する. 明らかに $G_{0}(k, n, s;1)=G_{0}(k, n, s)$ である. 不定元 $x,$ $y,$ $z$

を用いて $G_{0}(k, n, s;t)$ の母関数 $\Phi_{0}(t)$ を

(10)
$\Phi_{0}(t)=\Phi_{0}(x,y, z;t)=\sum_{k,n,s}G_{0}(k, n, s;t)x^{k-n-s}y^{n-s_{Z}2s-2}$

により定義する. 多重ポリログ関数の間に成り立つ微分関係式を用いると $w=\Phi_{0}$ が

(4) の正則解であることが判る. 明らかに $\Phi_{0}(0)=0$ であり, このような正則解は一意
的ゆえ

(11) $\Phi_{0}(x,$ $y,$ $z;t)= \frac{1}{xy-z^{2}}(1-F(\alpha-x,$ $\beta-x,$ $1-x;t))$
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となることが示される. ここで $tarrow 1-O$ とすると (6) より

(12) $\sum_{k,n,s}\sum_{k\in I_{0}(k,n,s)}\zeta(k)x^{k-n-s}y^{n-s_{Z}2s-2}=\frac{1}{xy-z^{2}}(1-\frac{\Gamma(1-x)\Gamma(1-y)}{\Gamma(1-\alpha)\Gamma(1-\beta)})$

を得る. ここで関{系式 $\Gamma(1-u)=\exp(\gamma u+\sum_{n=2}^{\infty}\frac{\zeta(n)}{n}u^{n})$ を用いると

$\sum_{k,n,s}\sum_{k\in I_{0}(k_{1}n_{t}s)}\zeta(k)x^{k-n-s}y^{n-s_{Z}2s-2}$

(13)
$= \frac{1}{xy-z^{2}}(1-\exp(\sum_{n=2}^{\infty}\frac{\zeta(n)}{n}(x^{n}+y^{n}-\alpha^{n}-\beta^{n})))$

という表示が得られた. $\alpha^{n}+\beta^{n}$ は定義から $x,$ $y,$ $z$ の整数係数 $n$次斉次多項式となる
ので, 右辺を展開して $x^{k-n-s}y^{n-s_{Z}2s-2}$ の係数を比較すれば, 重さ, 深さ, 高さを固定
した多重ゼータ値の和

(14)
$\sum_{k\in I_{0}(k_{1}n,s)}\zeta(k)$

が Riemannゼータ値の有理係数多項式で書けることがわかる. これが [11] の主定理で
ある.

3 等号付き多重ゼータ値の場合
第 1節で述べたように多重ゼータ値には 2通りの定義があり, 第 2節の議論は等号無
し多重ゼータ値に関するものであった. 同様の議論が等号付き多重ゼータ値について
も考えられる. 今のところ完全な対応物は得られていないが, 部分的には類似の結果
が得られる. 類似とはいっても, 等号付きと等号無しとでは表出する関係式の様相が
異なる点が興味深い.
多重指数の集合 $I_{0}(k, n, s)$ は前節と同じ意味で使う. (7), (8), (9) にそれぞれ対応す
るものとして和

(15)
$X_{0}(k,n, s)= \sum_{1}\zeta^{\star}(k)k\in I_{0}(kn,s)$

および等号付き多重ポリログ関数

(16) $L_{k}^{\star}(t)=L_{k_{1},\ldots,k_{n}}^{\star}(t)= \sum_{m_{1}\geq m_{2}\geq\cdots>m_{n}\geq 1}\frac{t^{m_{1}}}{m_{1^{k_{1}}}m_{2^{k_{2}}}\cdots m_{n^{k_{n}}}}$,
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さらに和

(17)
$X_{0}(k, n, s;t)= \sum_{k\in I_{0}(k_{1}n,s)}L_{k}^{\star}(t)$

を考える. (10) と同様に $X_{0}(k, n, s;t)$ の母関数

(18)
$\Phi_{0}^{\star}(t)=\Phi_{0}^{\star}(x, y, z;t)=\sum_{k,n,s}X_{0}(k, n, s;t)x^{k-n-s}y^{n-s_{Z}2s-2}$

を考える. $L_{k}^{\star}(t)$ に対する微分関係式は $L_{k}(t)$ のものとは若干異なるので, $\Phi_{0}^{\star}(t)$ が満
たす微分方程式も (4) とは違うものが現れる.

命 $\ovalbox{\tt\small REJECT} 1$ . ([1], Theorem 2.1) $w=\Phi_{0}^{\star}(t)$ は次の微分方程式の原点における唯一の解析的
な解である:

(19) $t^{2}(1-t) \frac{d^{2}w}{dt^{2}}+t\{(1-t)(1-x)-y\}\frac{dw}{dt}+(xy-z^{2})w=t$ .

従って, この方程式を解いて, その解の $t=1$ における特殊値が計算できれば [11] と類
似の結果が $X_{0}(k, n, s)$ についても得られるのではないか$\searrow$ と考えるのは自然なことで
ある. しかし, 現在の所, $\Phi_{0}^{\star}(1)$ を既知の量で表示可能なのはパラメータが特別な関係
を満たす場合のみである.

I. $xy=z^{2}$ のとき

この場合, (19) は

(20) $t^{2}(1-t) \frac{d^{2}w}{dt^{2}}+t\{(1-t)(1-x)-y\}\frac{dw}{dt}=t$

となり簡単に求積可能である. $t=1$ における値も計算できる:

(21) $\Phi_{0}^{\star}|_{z^{2}=xy}(1)=\frac{1}{x}\sum_{l=1}^{\infty}(\frac{1}{l-x-y}-\frac{1}{l-y})$ .

右辺を $x,$ $y$ の幕級数に展開して係数比較をすると

(22) $\sum_{k\in Io(k_{1}n,*)}\zeta^{\star}(k)=(\begin{array}{ll}k -1n -1\end{array}) \zeta(k)$

が得られる. ただし, $I_{0}(k, n, *)=\cup I_{0}(k, n, s)$ とおいた. これは等号付き多重ゼータ

値の 「和公式」 と呼ばれるものであ
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

る.
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II. $x=y$ のとき
このとき, (19) は

(23) $t^{2}(1-t) \frac{d^{2}w}{dt^{2}}+t\{(1-t)(1-x)-x\}\frac{dw}{dt}+(x^{2}-z^{2})w=t$

の形となる. 軍級数解 $w= \sum_{n=1}^{\infty}a_{n}t^{n}$ を直接求めて $\sum_{n=1}^{\infty}a_{n}$ が計算できる:

(24) $\sum_{n=1}^{\infty}a_{n}=\frac{1}{z}\sum_{l=1}^{\infty}(-1)^{l}(\frac{1}{x+z-l}-\frac{1}{x-z-l})$ .

右辺を展開して係数比較すれば

(25) $\sum_{k\in I_{0}(k,*,s)}\zeta^{\star}(k)=2(\begin{array}{ll}k -l2s -1\end{array})(1-2^{1-k}) \zeta(k)$

という関係式が得られる ([2]). ただし,
$I_{0}(k, *, s)= \bigcup_{n}I_{0}(k, n, s)$

とおいた.

III. $y:O$ のとき
(19) において $y=0$ とすると微分方程式

(26) $t^{2}(1-t) \frac{d^{2}w}{dt^{2}}+t\{(1-t)(1-x)\}\frac{dw}{dt}-z^{2}w=t$

が得られる. 斉次方程式の解の基本系は超幾何関数を用いて書くことができ, いわゆ
る定数変化法により (26) の $t=0$ における正則解の積分表示を求められる. その積分
表示から $t=1$ における $\Phi_{0}^{\star}|_{y=0}$ の値が次の形に計算できる:

定理 2. ([1], Theorem 4.2)

(27) $\sum_{k,nk\in I_{0(k,nn)}}\sum_{)}C^{\star}(k)x^{k-2n_{Z}2n-2}=-\frac{1}{z^{2}}(1-\exp(\sum_{n=2}^{\infty}\frac{\zeta(n)}{n}(\alpha^{n}+\beta^{n}-x^{n})))$ .

ただし, $\alpha,$
$\beta$ は

(28) $\alpha,$
$\beta=\frac{x\pm\sqrt{x^{2}+4z^{2}}}{2}$

により定める.

(13) の場合と同様に $\alpha^{n}+\beta^{n}-x^{n}$ は $X,$ $z$ の整数係数 $n$ 次斉次多項式であり, (27)
の右辺を展開して係数比鮫すれば高さと深さが一致する等号付き多重ゼータ値の和が
Riemann ゼータ値の有理係数多項式で書けることがわかる.
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一般の場合に $\Phi_{0}^{\star}(1)$ を計算するのが困難である理由は, それが一般化超幾何関数 $3F2$

の特殊値に関係するからである. (19) の両辺に左から $t \frac{d}{dt}-1$ を作用させれば $\Phi_{0}^{\star}(t)$ が

一般化超幾何関数で書けることが判り,

(29) $\Phi_{0}^{\star}(1)=\frac{t}{(1-x)(1-y)-z^{2}}3F_{2}(1,1,1-x;2-\alpha, 2-\beta;1)$

であることは容易に確かめられる. ただし, $\alpha,$
$\beta$ は

$\alpha,$
$\beta=\frac{x+y\pm\sqrt{(x-y)^{2}+4z^{2}}}{2}$ .

により定めた. 一方, III における議論と同様に定数変化法で (19) を解き, 多少の計算
をすると

(30) $\Phi_{0}^{\star}(1)=\frac{1}{(1-y)(1-\beta)}s^{F_{2}(1-\beta,1-\beta}+x,$ $1;2-y,$ $2-\beta;1)$

という表示も得られる. 従って

定理 3. $3F2$ の特殊値に関して次の関係式を得る :

(31) $\frac{1}{(1-x)(1-y)-z^{2}}3=F(1-\beta,1-\beta+x, 1;2-y, 2-\beta;1)F_{2}-\alpha,2-\beta;1)$

.
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