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1 イントロダクション

形式的 KZ方程式は $P^{1}$ の点の配置のモジュライ空間上の形式的な微分方程式であり,
数論幾何, 結び目理論, 数理物理等数学の様々な分野で重要な役割を果たす. 特に数論
幾何の分野では多重ゼータ値の研究において 1変数ならびに 2変数の形式的 KZ 方程式
とその接続問題を考えることが重要である.
この方向の研究については Deligne-寺杣 [DT], Besser-古庄 [BF], 古庄 [F] らにより,

多重ゼータ値の複シャッフル関係式が associator の 5項関係式より導けるという結果が
知られており, 多重ゼータ値の調和積が形式的 KZ方程式の接続問題として解釈できる
ことを示唆しているが, 我々はより直接的に調和積を 2変数形式的 KZ 方程式の解の接
続問題として解釈する枠組を構成した. その際に本質的になっているのは 2変数形式的
KZ方程式の解の分解という手法 (命題 9) であり, この分解の帰結として 2変数形式的
KZ 方程式の解の接続問題が 1変数に帰着できることが示され (命題 11), また係数の比
較が多重ゼータ値の調和積を与える (定理 14).
しかし, 調和積は解の分解が与える情報のほんの一部でしかない. 分解による係数

の比較により, 一般の超対数関数 (hyperlogarithm) についての関係式が得られる. 我々
はこれを” 一般化された調和積” (定理 12) と呼ぶことにする. これついてより深い理解
を得ることは今後の重要な課題であろう.

2変数形式的 KZ 方程式を論じるに当たっては, 1変数の場合の理論が前提となる. 1
変数の一般論に関しては大井 [O] ”形式的 KZ 方程式の表現と多重ゼータ値の関係式”
において詳しく解説しているので, 適宜そちらを参照していただきたい.
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2 2変数形式的KZ方程式
$P^{1}$ の $n$ 点の配置空間

$( P^{1})_{*}^{n}=\{(z_{1}, \ldots, z_{n})\in\frac{P^{1}\cross\cdots\cross P^{1}}{n(E}|z_{i}\neq z_{j}(i\neq j)\}$
(1)

上の全微分方程式

$dW=$ $( \sum_{i<j}$ Xijd $\log(z_{i}-Zj))W$ (2)

を考える. $X_{ij}$ 達は無限小純組み紐関係式 $X_{ij}=X_{ji},$ $[X_{ij}, X_{kl}]=0(\#\{i,j, k, l\}=4)$ ,
$[X_{ij}+X_{jk}, X_{ik}]=0$ $(\#\{i,j, k\}=3)$ , ならびに $\forall i$ に対して, $\sum_{j}X_{ij}=0$ を満た
す形式元である. この方程式は可積分で PGL(2, C) 不変性を持ち, モジュライ空間
$\mathcal{M}_{0_{r}n}=$ PGL $($ 2, $C)\backslash (P^{1})_{*}^{n}$ 上の方程式と考えることが出来る.
以下 $n=5$ とする. 3点 $z_{1}=0,$ $z_{3}=1,$ $z_{5}=\infty$ を固定, $z_{2}=z,$ $z_{4}=$ �とし,

$X_{12}=X_{0},$ $X_{23}=X_{1},$ $X_{45}=Y_{0},$ $X_{34}=Y_{1},$ $X_{24}=Z$ とおくと, 方程式は $X_{0},$ $X_{1},$ $Y_{0},$ $Y_{1},$ $Z$

を非可換な変数とする $z,$ $w$ に関する 2変数複素全微分方程式

$dG=\Omega G$ , (3)

$\Omega=\frac{dz}{z}X_{0}+\frac{dz}{1-z}X_{1}+\frac{dw}{w}Y_{0}+\frac{dw}{1-w}Y_{1}+\frac{d(zw)}{1-zw}Z$ (4)

となる. この方程式は $X=P^{1}\cross P^{1}$ 上 $D=\{z=0,1, \infty\}\cup\{w=0,1, \infty\}\cup\{zw=1\}$

に特異因子を持ち, この因子は $(z, w)=(0,0),$ $(1,0),$ $(0,1)$ において正規交叉となって
いる. この方程式の可積分条件は以下で与えられる (これは無限小純組み紐関係式と同
値である).

補題 1. 方程式 (3) の可積分条件 $\Omega\wedge\Omega=0$ は次で与えられる.

$\{\begin{array}{l}[X_{0}, Y_{0}]=[X_{1}, Y_{0}]=[X_{0}, Y_{1}]=0[X_{1}, Y_{1}]=[-X_{1}, Z]=[Y_{1}, Z]=[-X_{0}+Y_{0}, Z]\end{array}$ (5)

3 Lie環劣とその普遍展開環, テンソル積分解
そこで, 改めて Lie 環矢を形式元 $X_{0},$ $X_{1}$ , $Y_{0}$ , $Y_{1}$ , $Z$ で生成される $C$ 上の自由 Lie 環

$C\{X_{0},$ $X_{1},$ $Y_{0},$ $Y_{1},$ $Z\}$ を関係式 (5) で割った Lie環とし, その普遍展開環を $\mathcal{U}(X)$ で表す.
$X$ は次数付き Lie環であり, $\mathcal{U}(X)$ もその次数を引き継いで次数付き代数となる $(\mathcal{U}(X)$

の次数は通常の語の長さに関するものである).
$X$ の部分 Lie環 $se_{zw}$ (resp. $X_{z}$ ) を $X_{0},$ $X_{1},$ $Z$ (resp. $X_{0},$ $X_{1}$ ) で生成されるものとする.

$\{X_{0}, X_{1}, Z\}$ の間に関係式が存在しないことから, これらは自由 Lie環である. 同様に,
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$X_{wz}$ (resp. $X_{w}$ ) を $Y_{0},$ $Y_{1},$ $Z$ (resp. $Y_{0},$ $Y_{1}$ ) で生成されるものとする. これらも自由 Lie環
である. つまり,

$\text{矢_{}zw}=C\{X_{0},$ $X_{1},$ $Z\}$ , $x_{z}=C\{X_{0},$ $X_{1}\}$ ,

$X_{wz}=C\{Y_{0}, Y_{1}, Z\}$ , $X_{w}=C\{Y_{0}, Y_{1}\}$ . (6)

$\mathfrak{U}=X,$ $X_{zw},$ $X_{z},$ $X_{wz},$ $X_{w}$ それぞれに対し, $\mathcal{U}(\mathfrak{U})$ を $\mathfrak{U}$ の普遍展開環, $\mathcal{U}_{s}(\mathfrak{U})$ をその次数
$s$ パートとする. また, $\mathcal{W}(\mathfrak{U})$ で $\mathcal{U}(\mathfrak{U})$ の語の全体, $\mathcal{W}^{0}(\mathfrak{U})$ で $X_{0},$ $Y_{0}$ で終わらない $\mathcal{U}(\mathfrak{U})$

の語の全体を表し, $\mathcal{W}_{s}(\mathfrak{U})=\mathcal{W}(\mathfrak{U})\cap \mathcal{U}_{s}(\mathfrak{U}),$ $\mathcal{W}_{s}^{0}(\mathfrak{U})=\mathcal{W}^{0}(\mathfrak{U})\cap \mathcal{U}_{s}(\mathfrak{U})$ とする. このと
き, 次の命題が成立する.

命題 2($\mathcal{U}(X)$ のテンソル積分解). (i) 上の部分 Lie環の間に次の関係が成立っ.

$[-\mathfrak{T}_{wz’\sim}\mathfrak{T}_{z}]\subset \mathfrak{T}_{wz}$ , [矢 zw’ $\sim \mathfrak{T}_{w}$ ] $\subset_{\sim}\mathfrak{T}_{zw}$ . (7)

(ii) ベクトル空間として次が成立っ.

矢 $=X_{wz}\oplus X_{z}=X_{zw}\oplus X_{w}$ , (8)
$\mathcal{U}(X)=\mathcal{U}(X_{wz})\otimes \mathcal{U}(X_{z})=\mathcal{U}(X_{zw})\otimes \mathcal{U}(X_{w})$ , (9)

特に, $\{W_{1}W_{2}|W_{1}\in \mathcal{W}(X_{wz}), Tl_{2}^{\gamma}\in \mathcal{W}(X_{z})\}$ , $\{M^{r_{1}}W_{2}|W_{1}\in \mathcal{W}(-\mathfrak{T}_{zw}),$ $W_{2}\in$

$\mathcal{W}(X_{w})\}$ は $\mathcal{U}$ (矢) の基底である.

そこで, 改めて X 上 $D$ に沿って極を持つ対数 1次微分形式 $\Omega$ を

$\Omega=\frac{dz}{z}X_{0}+\frac{dz}{1-z}X_{1}+\frac{dw}{w}Y_{0}+\frac{d_{1D}}{1-w}Y_{1}+\frac{d(zw)}{1-zw}Z$ $\in\Omega_{x}^{1}(\log D\grave{)}\otimes$ 矢 (10)

と定め ( $\Omega_{x}^{1}(\log D)$ は X 上 $D$ に沿って極を持っ対数 1次微分形式の全体を表す), 接続
の形で書かれた方程式

$dG=\Omega G$ (11)

を 2変数形式的 KZ方程式と定義する. 2変数形式的 KZ方程式は補題 1より明らかに可
積分であり, その解は $\tilde{\mathcal{U}}(-\mathfrak{T})$ ( $=\mathcal{U}(-\mathfrak{T})$ の通常の次数に関する完備化) に値を持つX– $D$

上の多価解析関数である.

4 微分形式のなす代数:reduced bar構成とその分解
2変数形式的 KZ 方程式 (11) の解を反復積分を用いて構成したい. そのためには 2変
数の反復積分を定義しなければならない. 1変数の場合と異なり, 今回は値を持っ Lie
環が自由 Lie環の商 Lie環となっていて, 対応する微分形式のなす代数も自由シャッフ
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ル代数の部分代数を考えなければならない. 実際 $dz,$ $dw$ の反復積分は一般には積分路
に応じて値が変わるため, そのようなことが起こらない部分を取り出す必要がある. そ
れを代数的に定式化するのが Chen の reduced bar構成 ([Cl], [H], [B]) である.
集合 $A=\{\xi_{0}, \xi_{1}, \eta_{0}, \eta_{1}, \zeta\}$ を文字とする自由シャッフル代数 $S(A)=C\{A\rangle_{t1l}$ を考える.

$S(A)$ における通常の積 (連結による積) を $\circ$ , シャッフル積を $u!$ で表す. また. $S(A)$ の

重みによる次数付けを $S(A)=\oplus_{s=0}^{\infty}S_{8}(A)$ とする. $S_{1}(A)$ の元を

$\xi_{0}=\frac{dz}{z},$ $\xi_{1}=\frac{dz}{1-z},$ $\eta_{0}=\frac{dw}{w},$ $\eta_{1}=\frac{dw}{1-w},$ $\zeta=\frac{d(zw)}{1-zw}$ (12)

と同一視して $\Omega_{x}^{1}(\log D)$ の元とみなし, 一般の $S(A)$ の元を反復形式と呼ぶことにする.
反復形式

$\varphi=\sum_{I=\{i_{1},..t_{s}\}}.,c_{I}\omega_{i_{1}}\circ\cdots 0\omega_{i_{\theta}}$
$\in S_{s}(A)$

$($各 $\omega_{i_{\alpha}}\in A, C_{I}\in C)$ が Chen の可積分条件を満たすとは任意の $1\leq\forall l<s$ に対し, 多
重微分形式として

$\sum_{I}c_{I}\omega_{i_{1}}\otimes\cdots\otimes\omega_{i_{l}}\wedge\omega_{i_{l+1}}\otimes\cdots\otimes\omega_{i_{s}}=0$ (13)

が成立っことであると定義する.
$\mathcal{B}$ を Chen の可積分条件 (13) を満たす反復形式から成る $S(A)$ の部分空間とする. $\mathcal{B}$

には $S(A)$ の次数に応じた次数付け $\mathcal{B}=\oplus_{s=0}^{\infty}\mathcal{B}_{s}$ , $\mathcal{B}_{0}=$ Cl が入る. 明らかに
$\mathcal{B}_{1}=C\xi_{0}\oplus C\xi_{1}\oplus C\eta_{0}\oplus C\eta_{0}\oplus C\zeta$であり, さらに次の命題が成立して一般の $\mathcal{B}_{s}$ を特
徴付けることが出来る.

命題 3. (i) $\mathcal{B}_{2}$ は以下の 19次元ベクトル空間である.

$\mathcal{B}_{2}=\bigoplus_{i_{\dagger}j=01},C\xi_{i}\circ\xi_{j}\oplus\bigoplus_{\}},C\eta_{i}\circ\eta_{j}\oplus\bigoplus_{i_{r}ij=01j=01},C(\xi_{i}\circ\eta_{j}+\eta_{j}\circ\xi_{i})$

$\oplus\bigoplus_{i=0,1}C(\xi_{i}0\zeta+\zeta 0\xi_{i})\oplus\bigoplus_{i=0,1}C(\eta_{i}\circ\zeta+\zeta 0\eta_{i})\oplus C\zeta\circ\zeta$

$\oplus C(\xi_{0}\circ\zeta+\eta_{0}0\zeta)\oplus C(\xi_{1}\circ\zeta+\eta_{1}0\xi_{1}-\eta_{1}0\zeta-\eta_{0}0\zeta)$. (14)

(ii) $s>2$対し,

$\mathcal{B}_{s}=\overline{\bigcap_{j=1}^{s1}}\mathcal{B}_{j}0\mathcal{B}_{s-j}=\overline{\bigcap_{j=0}^{s2}}\mathcal{B}_{1}0\cdots 0\mathcal{B}_{1}0\mathcal{B}_{2}\circ \mathcal{B}_{1}0\cdots\circ \mathcal{B}_{1}\tilde{j(E}\tilde{s-j-2\mathbb{B}}$. (15)

(iii) $\mathcal{B}$ は $S(A)$ の部分次数付き Hopf代数. さらに, $\mathcal{U}$ (矢) の次数付き双対 Hopf代数と
なる.
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この次数付き Hopf代数 $\mathcal{B}$ を文字 $A$ で生成される reduced bar構成と呼ぶ. この記号
$\sigma)$ も $\mu$ ,

$\Omega=\xi_{0}X_{0}+\xi_{1}X_{1}+\eta_{0}Y_{0}+\eta_{1}Y_{1}+\zeta Z$ $\in \mathcal{B}_{1}\otimes \mathcal{U}_{1}(X)$

と書くことが出来る.

次に , 2変数の反復積分を定義する. $\mathcal{B}$ の $s$ 次の元

$\varphi=\sum_{I=\{i_{1},..i_{s}\}}.,c_{I}\omega_{i_{1}}\circ\cdot\cdot\cdot$

$0\omega_{i_{\theta}}\in \mathcal{B}_{s}$

を考える. 先頭の $\omega_{i_{1}}$ でまとめて

$\varphi=\sum_{i_{1}}\omega_{i_{1}^{\circ(I’}}\sum_{I’=\{i_{2},..,i_{s}\}}.q_{1},\omega_{i_{2}}0\cdots 0\omega_{i_{s}})$

と記述すると, 命題 3(ii) より, 各 $i_{1}$ に対して $\sum_{I’}$ Ci $1,I^{;\omega_{i_{2}}0\cdots 0\omega_{i_{S}}}\in \mathcal{B}_{s-1}$ である. こ

れに対して反復積分 $\int\varphi$ を

$\{\begin{array}{ll}\int_{(z_{0},w_{0})}^{()}z_{1},w11 =1 (\text{定数関数}),\int_{(z0,wo)}^{(z_{1},w_{1})}\varphi =\int_{zw}^{(z_{1},w_{1})}\sum_{i_{1}}\omega_{i_{1}}(z’, w’)\int_{zw}^{(z’,w’)}\sum_{I’=\{i_{2},.i.\}}..,c_{i_{1},I’}\omega_{i_{2}}\circ\cdots\circ\omega_{i_{s}}\end{array}$ (16)

で定める ( $\omega_{i_{1}}(z’,$ $w’)$ は $\omega_{i_{1}}$ の $z,$ $w$ を $z’,$ $w’$ に置き換えた微分形式). このとき, 次のよく

知られた補題により積分の結果は $X-D$ 上の多価解析関数として一意的に定まる.

補題 4(Chcn の補題). 反復形式 $\varphi\in \mathcal{B}$ に対して, 反復積分 $\int\varphi$ の値は積分路のホモト
ピー類にのみ依存する.

また, この 2変数の反復積分も 1変数と同様山準同型である. すなわち $\varphi_{1},$
$\varphi_{2}\in \mathcal{B}$ に

対して

$\int\varphi_{1}$ 山 $\varphi_{2}=(\int\varphi_{1})(\int\varphi_{2})$

が成立する.

$S(A_{zw})(resp. S(A_{z}))$ を文字 $A_{zw}=\{\xi_{0}, \xi_{1}, \zeta\}(resp. A_{z}=\{\xi_{0}, \xi_{1}\})$ で生成される $S(A)$

の自由部分シャッフル代数とする. 同様に, 自由部分シャッフル代数 $S(A_{wz}),$ $S(A_{w})(A_{wz}=$

$\{\eta_{0}, \eta_{1}, \zeta\},$ $A_{w}=\{\eta_{0}, \eta_{1}\})$ が導入される.
$\mathcal{U}(X)$ と $\mathcal{B}$ は双対 Hopf代数であり, ベクトル空間として $\mathcal{U}$ (x) $=\mathcal{U}$ (lwz) $\otimes \mathcal{U}$ (劣 z) で
ある. 一方, $\mathcal{U}(X_{wz}),\mathcal{U}(\text{矢_{}z})$ はそれぞれ自由 Lie 環の普遍展開環であるので, その双対

Hopf代数は自由シャッフル代数 $S(A_{wz}),$ $S(A_{z})$ である. 各々の双対写像と Lie環の同型
は次数を保つので, これより次の補題を得る.
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補題 5. ベクトル空間としての自然な同型

$\mathcal{B}\cong S(A_{wz})\otimes S(A_{z})\cong S(A_{zw})\otimes S(A_{w})$ (17)

が存在する.

双対性による自然な同型とは異なる線型写像 $\iota_{\lrcorner}$ : $\mathcal{B}arrow S(A_{wz})\otimes S(A_{z})$ を次のよう
に導入する. $\varphi=\sum_{I}c_{I}\omega_{i_{1}}\circ\cdots\circ\omega_{i_{r}}\in \mathcal{B}$ に対し,

$\iota_{\lrcorner}(\varphi)=\sum_{I=(i_{1},\ldots,i_{r})\in(\varphi)_{\lrcorner}}c_{I}\omega_{i_{1}}\circ\cdots 0\omega_{i_{p}}\otimes\omega_{i_{p+1}}0\cdots\circ\omega_{i_{r}}$
(18)

と定める. ここで, 右辺の和において, $I=(i_{1}, \ldots, i_{r})\in(\varphi)_{\lrcorner}$ であるとは, ある $p$ が

存在して $\omega_{i_{1}},$ $\ldots,\omega_{i_{p}}\in S(A_{wz}),$ $\omega_{i_{p+1}},$
$\ldots,\omega_{i_{r}}\in S(A_{z})$ が成立っことであるとする.

すなわち $\varphi$ を構成する $\omega_{i_{1}}\circ\cdots\circ\omega_{i_{r}}$ 達のうち $\eta_{0},$ $\eta_{1},$
$\zeta$ が全て $\xi_{0},$ $\xi_{1}$ より左にあるも

ののみを取り出す射影が $\iota_{\lrcorner}$ である. 同様に, $\iota_{\ulcorner}$ : $\mathcal{B}arrow S(A_{zw})\otimes S(A_{w})$ を定義するこ

とができる.
補題 5により, $\iota_{\lrcorner},$

$\iota_{\ulcorner}$ の定義域と値域の次元は一致する. これらの線型写像が単射で

あることは容易に見て取ることができるので, 結局, 次の補題を得る.

補題 6. $\iota_{\lrcorner}$ : $\mathcal{B}arrow S(A_{wz})\otimes S(A_{z}),$
$\iota_{\ulcorner}$ : $\mathcal{B}arrow S(A_{zw})\otimes S(A_{w})$ は線型同型写像である.

$0<|z|,$ $|w|<1$ として, 次の 2通りの積分路 $C_{\lrcorner},$
$c_{\ulcorner}$ : $(0,0)arrow(z, w)$ を考える.

に消えずに残る部分を取り出す写像である.
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命題 7. $\varphi\in \mathcal{B}$ に対し,

$\int\varphi=\int_{C_{\lrcorner}}\varphi=\int_{C_{\lrcorner}}b_{\lrcorner}(\varphi)$ (19)

特に $\iota_{\lrcorner}(\varphi)=\sum_{i}$ ci $\iota_{\lrcorner wz}^{(i)}(\varphi)\otimes\iota_{\lrcorner}^{(i)}z(\varphi)\in S(A_{wz})\otimes S(A_{z})$ と書けているとすると,

$\int\varphi=\int_{C_{\lrcorner}}\iota\lrcorner(\varphi)=\sum_{i}c_{i}\int_{C_{w\text{\’{e}}}}\iota_{\lrcorner,wz}^{(i)}(\varphi)\int_{C_{z}}\iota^{(i)}\lrcorner,z(\varphi)$

となる. $\iota_{\ulcorner}$ に関しても同様.

5 2変数形式的KZ方程式の基本解の構成と分解定理
以上の準備のもと, 2変数形式的 KZ 方程式の正規化された基本解を反復積分で構成

する. 微分形式 $\Omega_{0},$ $\Omega’,$ $\Omega_{z},$ $\Omega_{zw}$ , $\Omega_{w},$ $\Omega_{wz}$ を

$\Omega_{0}=\xi_{0}X_{0}+\eta_{0}Y_{0}$ , $\Omega’=\Omega-\Omega_{0}=\xi_{1}X_{1}+\eta_{1}Y_{1}+\zeta Z$, (20)

$\Omega_{zw}=\xi_{0}X_{0}+\xi_{1}X_{1}+(_{z}Z,$ $\Omega_{z}=\Omega_{zw}|_{w=0}=\xi_{0}X_{0}+\xi_{1}X_{1}$ , (21)

$\Omega_{wz}=\eta_{0}Y_{0}+\eta_{1}Y_{1}+\zeta_{w}Z$, $\Omega_{w}=\Omega_{wz}|_{z=0}=\eta_{0}Y_{0}+\eta_{1}Y_{1}$ (22)

と定める. ただし,

$\zeta_{z}=\frac{wdz}{1-zw}$ , $\zeta_{w}=\frac{zdw}{1-zw}$ (23)

とする. $\zeta=\zeta_{z}+\zeta_{w}$ が成立していることに注意する.
2変数形式的 KZ 方程式 (11) が原点で正規化された解 $\mathcal{L}(z, w)$ , すなわち

$\mathcal{L}(z, w)=\hat{\mathcal{L}}(z, w)z^{X_{0}}w^{Y_{0}}$ $\hat{\mathcal{L}}(z, w)$ は $(z, w)=(O, 0)$ で正則, $\hat{\mathcal{L}}(0,0)=I$ , (24)

$\hat{\mathcal{L}}(z, w)=\sum_{s=0}^{\infty}\hat{\mathcal{L}}_{s}(z, w)$
$\hat{\mathcal{L}}_{s}(z, w)$ : $D$ に特異点を持つ $\mathcal{U}_{s}$ 値多価解析関数

$\hat{\mathcal{L}}_{0}(z,$ $w)=1,\hat{\mathcal{L}}_{s}(0,0)=0(s>0)$ (25)

となる解を持っとする. このとき $[X_{0}, Y_{0}]=[X_{0},$ $Y_{1}]=[X_{1},$ $Y_{0}]=0$ であることに注意

すると, $\hat{\mathcal{L}}(z, w)$ は次の方程式を満たすことが分かる.

$d\hat{\mathcal{L}}(z,w)=\Omega\hat{\mathcal{L}}(z,w)-\hat{\mathcal{L}}(z, w)\Omega_{0}(=[\Omega_{0},\hat{\mathcal{L}}(z, w)]+\Omega’\hat{\mathcal{L}}(z, w))$ . (26)

これは $s$ 次部分に関する逐次微分漸化式

$\forall s$ $d\hat{\mathcal{L}}_{s+1}(z, w)=[\Omega_{0},\hat{\mathcal{L}}_{s}(z, w)]+\Omega’\hat{\mathcal{L}}_{s}(z, w)$ (27)
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の成立と同値である. この $\hat{\mathcal{L}}$ に関する方程式 (26) は可積分であり, 解を反復積分を用
いて直接構成出来る. すなわち $\hat{\mathcal{L}}_{0}(z, w)=I$ から (27) によって $\hat{\mathcal{L}}_{s}(z, w)$ を求めるとき,
各 $s$ に対して $\hat{\mathcal{L}}_{s}(z, w)$ は $(z, w)=(O, 0)$ で特異性を生じないことを示すことができ, 結
果は次の命題で示される.

命題 8(2変数形式的 KZ方程式の原点で正規化された基本解). (i) 2変数形式的 KZ
方程式 (11) の原点で正規化された解 $\mathcal{L}(z, w)=\hat{\mathcal{L}}(z, w)z^{X_{0}}w^{Y_{0}}$ が一意的に存在し,

$\hat{\mathcal{L}}(z, w)=\sum_{s=0}^{\infty}\hat{\mathcal{L}}_{s}(z, w)$ ,

$\hat{\mathcal{L}}_{s}(z, w)=\int_{(0,0)}^{(z,w)}(ad(\Omega_{0})+\mu(\Omega’))^{s}(1\otimes 1)$ (28)

と記述される. ここで, $\varphi\otimes F\in$ $\mathcal{B}\otimes \mathcal{U}$ (矢), $\omega\otimes X\in \mathcal{B}_{1}\otimes X$ に対して ad $(\omega\otimes$

$X)(\varphi\otimes F)=(\omega\circ\varphi)\otimes[X, F],$ $\mu(\omega\otimes X)(\varphi\otimes F)=(\omega\circ\varphi)\otimes XF$ と定める.

(ii) さらに, 各 $s$ に対し, $($ ad $(\Omega_{0})+\mu(\Omega’))^{s}(1\otimes I)\in \mathcal{B}\otimes \mathcal{U}($矢 $)$ , すなわち各 $\mathcal{U}$ (矢) を

任意の基底で展開した時, それぞれの係数にあたる反復形式は Chen の可積分条
件 (13) を満たす.

この原点で正規化された基本解は 2通りの方法で 1変数形式的 KZ 方程式の正規化さ
れた基本解の積に分解できる. 以下の 4つの 1変数形式的 KZ 方程式を考える.

(i) $z$ に関する 1変数形式的 KZ 方程式

$d_{z}G(z)=\Omega_{z}G(z)$ . (29)

ここで, $d_{z}$ は $z$変数に関する外微分を表す. 原点で正規化された基本解を $\mathcal{L}_{z}(z)=$

$\hat{\mathcal{L}}_{z}(z)z^{X_{0}},\hat{\mathcal{L}}_{z}(0)=$ I とする.

(ii) $z$ に関する $0,1,$ $\frac{1}{w},$ $\infty$ に特異点を持っ拡張 1変数形式的 KZ 方程式

$d_{z}G(z)=\Omega_{zw}G(z)$ . (30)

原点で正規化された基本解を $\mathcal{L}_{zw}(z, w)=\hat{\mathcal{L}}_{zw}(z, w)z^{X_{0}},\hat{\mathcal{L}}_{zw}(0_{J}w)=I$ とする.

(iii) $w$ に関する 1変数形式的 KZ方程式

$d_{w}G(w)=\Omega_{w}G(w)$ . (31)

原点で正規化された基本解を $\mathcal{L}_{w}(w)=\hat{\mathcal{L}}_{w}(w)w^{Y_{0}},\hat{\mathcal{L}}_{w}(0)=$ I とする.
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(iv) $w$ に関する $0,1,$ $\frac{1}{z},$ $\infty$ に特異点を持つ拡張 1変数形式的 KZ 方程式

$d_{w}G(w)=\Omega_{wz}G(w)$ . (32)

原点で正規化された基本解を $\mathcal{L}_{wz}(z, w)=\hat{\mathcal{L}}_{wz}(z, w)w^{Y_{0}},\hat{\mathcal{L}}_{wz}(z, 0)=I$ とする.

各基本解 $\mathcal{L}_{*}$ の右下の添字の最も左にある文宇は主変数を表す. また, 各基本解の正則
部分 $\hat{\mathcal{L}}_{*}$ は $\hat{\mathcal{L}}_{*}=\sum_{s=0}^{\infty}\hat{\mathcal{L}}_{*,s}$ , $\hat{\mathcal{L}}_{*,0}=I$ と次数に関して分解され, $\hat{\mathcal{L}}_{z,s}(0)=\hat{\mathcal{L}}_{w_{r}s}(0)=0)$

$\hat{\mathcal{L}}_{zw,s}(0, w)=\hat{\mathcal{L}}_{wz,s}(z, 0)=0(s>0)$ を満たす.

命題 9(分解定理). 以上の記号のもと, 2変数形式的 KZ 方程式 (3) の原点で正規化さ
れた基本解 $\mathcal{L}(z, w)$ は

$\mathcal{L}(z, w)=\hat{\mathcal{L}}(z, w)z^{X_{0}}w^{Y_{0}}=\hat{\mathcal{L}}_{wz}(z, w)\hat{\mathcal{L}}_{z}(x)z^{X_{0}}w^{Y_{0}}=\mathcal{L}_{wz}(z, w)\mathcal{L}_{z}(z)$ (33)
$=\hat{\mathcal{L}}_{zw}(z, w)\hat{\mathcal{L}}_{w}(w)z^{X_{0}}w^{Y_{0}}=\mathcal{L}_{zw}(z, w)\mathcal{L}_{w}(w)$ (34)

と 1変数 (拡張) 形式的 KZ 方程式の解の積に分解される.

この分解定理の 2通りの分解による表示は, 実は積分路 $c_{\lrcorner},$
$c_{\ulcorner}$ に関して実際に反復積

分 (28):

$\hat{\mathcal{L}}_{s}(z, w)=\int(ad(\Omega_{0})+\mu(\Omega’))^{s}(1\otimes I)$

を計算した結果に等しい. 実際に計算することにより次の表示を得る.

命題 10. 積分路 $c_{\lrcorner}(c_{\ulcorner})$ を固定すると, $\hat{\mathcal{L}}_{s}(z, w)$ は

$\hat{\mathcal{L}}_{s}(z, w)=\sum_{s’+s’’=s}\sum_{W’\in W_{s}^{0},(X_{wz})}\sum_{W’’\in w_{*}^{0,},(X_{z})}\int_{C_{wz}C_{z}}\theta(W’)\int\theta(W’’)\alpha(W’)\alpha(W’’)(I)$ (35)

$= \sum_{s’+s’’=s}\sum_{W’\in \mathcal{W}_{s}^{0},(X_{zw})}\sum_{W’’\in \mathcal{W}_{\epsilon’}^{0},(X_{w})}I_{c_{zw}c_{w}}^{\theta(W’)\int\theta(W’’)\alpha(W’)\alpha(W’’)(I)}$
(36)

と計算される. ここで $\alpha$ : $\mathcal{U}$ (矢) $arrow$ End($\mathcal{U}$ (X)) は

$\alpha$ : $(X_{0}, X_{1}, Y_{0}, Y_{1}, Z)\mapsto(ad(X_{0}), \mu(X_{1}), ad(Y_{0}), \mu(Y_{1}), \mu(Z))$

で定まる代数準同型, $\theta(W)$ は以下の文字の置き換えで定義される反復積分を意味する.

$\theta(X_{0})=\xi_{0},$ $\theta(X_{1})=\xi_{1},$ $\theta(Y_{0})=\eta_{0},$ $\theta(Y_{1})=\eta_{1},$ $\theta(Z)=($ .

また, この命題の $\mathcal{U}(X)$部分について, $\{\alpha(W’W’’)(I)|W’\in \mathcal{W}^{0}(\text{矢_{}wz}), W’’\in \mathcal{W}^{0}(X_{z})\}$ ,
$\{\alpha(W’W’’)(I)|W’\in \mathcal{W}^{0}(\text{矢_{}zw}), W’’\in \mathcal{W}^{0}(X_{w})\}$ はそれぞれ $\mathcal{U}(X)$ の一次独立系であ
ることが分かる. 従って, この命題は $W’\in \mathcal{W}^{0}(X_{wz}),$ $W”\in \mathcal{W}^{0}(X_{z})$ に対し, 命題 8に
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よる $\hat{\mathcal{L}}(z, w)$ の反復積分表示の $\alpha(W’)\alpha(W’’)(I)$ の係数はある $\varphi_{W’,W’’}\in \mathcal{B}$ が存在して
$\int\varphi_{W’,W’’}$ と書けていて, この $\varphi_{W’,W’’}$ に関して

$\iota_{\lrcorner}(\varphi_{W’,W’’})=\theta(W’)\otimes\theta(W’)$

であることを主張している. 同様に $W’\in \mathcal{W}^{0}(X_{zw}),$ $W”\in \mathcal{W}^{0}(X_{w})$ に対して

$\iota_{\ulcorner}(\varphi_{W’,W’’})=\theta(W’)\otimes\theta(W’)$

である (積分路を Cん上, $C_{z}$ 上に固定すると $\zeta$ は $\zeta_{w},$ $\zeta_{z}$ になることに注意). なお, $\varphi_{W’,W’’}$

を直接求めるのは, $\mathcal{U}(\mathfrak{T})$ 部分を関係式 (5) を用いて並べ替えてまとめ上げなければな
らず大変難しい.

分解定理の反復積分が定める関数について $l/V=X_{0}^{k_{1}-1}X_{1}\cdots X_{0}^{k_{r}-1}X_{1}\in \mathcal{W}_{s}^{0}(\text{矢_{}z})$ に

対しては

$\int_{C_{z}}\theta(W)=\int_{0}^{z}\xi_{0}^{k_{1}-1}\circ\xi_{1}\circ\cdots 0\xi_{0}^{k_{r}-1}\circ\xi_{1}=Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(z)$ (1変数多重対数関数) (37)

である. また, $W=Y_{0}^{k_{1}-1}\Xi_{1}\cdots Y_{0}^{k_{r}-1}$三 r $\in \mathcal{W}_{s}^{0}(X_{WZ})$ $\Xi_{i}=Y_{1}$ or $Z$ に対して

$\int_{0}^{w}\theta(W)=\int_{0}w_{k_{1}k_{1}k_{r}}\eta_{0}-1\circ\omega_{1}\circ\cdots 0\eta_{0}^{k_{r}-1}\circ\omega_{r}=L(\alpha_{1}\cdots\alpha_{r};w)$ (超対数関数)

$=n_{1}>n> \cdots>n_{r}>0\sum_{2}\frac{\alpha_{i_{1}}^{n_{1}-n_{2}}\alpha_{i\circ}^{n_{2}-n_{3}}\cdots\alpha_{i_{r}}^{n_{r}}}{n_{1}^{k_{1}}\cdots n_{r^{r}}^{k}}w^{\mathcal{T}l1}$,

ただし $\Xi_{i}=Y_{1}$ or $Z\uparrow_{\llcorner}^{}$応じて $\alpha_{i}=1$ or $z_{7}\omega_{i}=\eta_{1}$ or $\zeta_{w}$ とする $( \omega_{i}=\frac{\alpha\cdot dw}{1-\alpha_{\dot{t}}w})$ . 特に
$\alpha_{1},$

$\ldots,$
$\alpha_{i}=1,$ $\alpha_{i+1},$

$\ldots,$
$\alpha_{r}=z$ のとき, $w$ を主変数とする 2変数多重対数関数

$Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(i, r-i;w, z):=L(1\cdot:1z\cdot z;w)$ . (38)

と定める. $Li_{k\text{、},\ldots,k_{r}}(r, 0;w, z)=Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(w),$ $Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(0, r;w, z)=Li_{k\text{、},\ldots,k_{r}}(zw)$ である.

超対数関数 $L(\alpha_{i_{1}}\cdots\alpha_{i_{r}};z)$ は $(z, w)$ の 2変数関数と見た場合, $\{(z, w)\in P^{1}\cross$

$P^{1}||z|<1,$ $|w|<1\}$ , および $(z, w)=(O, 1)$ の近傍で一価正則である. よって, $\hat{\mathcal{L}}_{z}(z, w)$

は主変数 $z$ が十分小さいところではパラメータ $w$ に関して $w=0$ から $w=1$ まで一価
正則に延ばす事が出来る.

2変数多重対数関数は主変数 $z$ , パラメータ $w$ のいずれで微分しても再び 2変数多重
対数関数で書ける. 実際,
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$\frac{\partial}{\partial z}Li_{k_{1},\ldots,k_{i+j}}(i,j;z, w)=\{\begin{array}{ll}\frac{w}{1-zw}Li_{k_{2,)}k_{g}}(0,j-1;z, w) (i=0, k_{1}=1),\frac{1}{1-z}Li_{k_{2},\ldots,k_{i+j}}(i-1,j;z, w) (i>0, k_{1}=1),\frac{1}{z}Li_{k_{1}-1,k_{2},\ldots,k}:+l(i,j;z, w) (k_{1}>1).\end{array}$ (39)

$\frac{\partial}{\partial w}Li_{k_{1},\ldots,k_{i+j}}(i,j;z, w)=\{\begin{array}{ll}\frac{z}{1-zw} Li k_{2},\ldots,k_{j}(0,j-1;z, w) (i=0, k_{1}=1),\frac{1}{1-w}Li_{k_{1},\ldots,k_{i},k_{i+2}},\ldots,k_{t+J}(i,j-1;z, w) -\frac{1}{1-w}Li_{k_{1},\ldots,k_{i},k_{i+2},\ldots,k_{i+j}}(i-1,j;z, w) -\frac{1}{w}Li_{k_{1},\ldots,k:,k_{i+2},\ldots,k_{i+j}}(i-1,j;z, w) (i>0, k_{i+1}=1),\frac{1}{w}Li_{k_{1},\ldots,k.,k_{\{+1}-1,k_{i+2},\ldots,k_{t+J}}(i,j;z, w) (k_{i+1}>1).\end{array}$

(40)

である. 一般の超対数関数に関しては, 主変数での微分が再び超対数関数となるのは定
義より明らかであるが, パラメータでの微分はそのようにはなっていない.

具体的な例 $\hat{\mathcal{L}}_{2}(z, w)$ に関して 積分路 $C_{\lrcorner}$ において計算すると

$\hat{\mathcal{L}}_{2}(z,$ $w)$イ響 $($ $\frac{dw}{1-w}$ $\alpha(Y_{0}Y_{1})(I)+\int$驚 $0 \frac{zdw}{1-zw}$ $\alpha(Y_{0}Z)(I)$

$+I_{0}^{w} \frac{dw}{1-w}O\frac{dw}{1-w}$ $\alpha(Y_{1}Y_{1})(I)+I_{0}^{w}\frac{dw}{1-w}O\frac{zdw}{1-zw}$ $\alpha(Y_{1}Z)(I)$

$+ \int_{0}^{w}\frac{zdw}{1-zw}0\frac{dw}{1-w}$ $\alpha(ZY_{1})(I)+\int_{0}^{w}\frac{zdw}{1-zw}O\frac{zdw}{1-zw}$ $\alpha(ZZ)(I)$

$+ \int_{0}^{w}\frac{dw}{1-w}\int_{0}^{Z}\frac{dz}{1-z}\alpha(Y_{1}X_{1})(I)+\int_{0}^{w}\frac{zdw}{1-zw}\int_{0}^{Z}\frac{dz}{1-z}$ $\alpha(ZX_{1})(I)$

$+ \int_{0}^{Z}\frac{dz}{z}O\frac{dz}{1-z}$ $\alpha(X_{0}X_{1})(I)+\int_{0}^{Z}\frac{dz}{1-z}O\frac{dz}{1-z}$ a$(X_{1}X_{1})(I)$

$=Li_{2}(w)[Y_{0}, Y_{1}]+Li_{2}(zw)[Y_{0}, Z]+$ Lil,1 $(w)Y_{1}^{2}$

$+$ Lil,1 $($ 1, 1; $w,$ $z)Y_{1}Z+L(z1;w)ZY_{1}+$ Lil,1 $(zw)Z^{2}$

$+Li_{1}(w)$ Lil $(z)Y_{1}X_{1}+$ Lil $(zw)Li_{1}(z)ZX_{1}+Li_{2}(z)[X_{0}, X_{1}]+Li_{1,1}(z)X_{1}^{2}$ .

である. 一方, 積分路 $c_{\ulcorner}$ に沿った結果は上式において $z$ と $w,$ $(X_{0},X_{1})$ と $(Y_{0}, Y_{1})$ を入

れ替えたものに等しいが, さらに関係式 (5) を用いて $Y_{0},$ $Y_{1},$ $Z$ が $X_{0},$ $X_{1}$ より左に来る
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ように変換すると, 次のようになる.

$\hat{\mathcal{L}}_{2}(z, w)=$ Li2 $(w)[Y_{0}, Y_{1}]+Li_{2}(zw)[Y_{0}, Z]+$ Lil,1 $(w)Y_{1}^{2}$

$+$ $(-$ Li2 $(zw)-$ Lil,1 $($ 1, 1; $z,$ $w)+$ Lil $(z)$ Lil $(w))Y_{1}Z$

$+$ $(Li_{2}(zw)+Li_{1,1}(1,1;z, w)-Li_{1}(z)$ Lil $(w)+$ Lil $(zw)$ Lil $(w))ZY_{1}$

$+$ Lil,1 $(zw)Z^{2}+$ Lil $(z)$ Lil $(w)Y_{1}X_{1}+($ Lil,1 $($ 1, 1; $z,$ $w)+L(w1;z))ZX_{1}$

$+$ Li2 $(z)[X_{0}, X_{1}]+$ Lil,1 $(z)X_{1}^{2}$ .

この両積分路での結果は等しいので, 係数を比較すると以下の非自明な関数等式が得ら
れる.

$\bullet$ $Y_{1}Z$ の係数 : Lii $(z)$ Lil $(w)=$ Li$1_{2}1(1,1;w, z)+Li_{2}(zw)+Li_{1,1}(1,1;z, w)$ .

(多重対数関数の調和積の一番簡単な場合)
$\bullet$ $ZX_{1}$ の係数 : $L(w1;z)=$ Lii $(zw)Li_{1}(z)-Li_{1,1}(1,1;z, w)$ .

(左辺の超対数関数を 2変数多重対数関数で表示する式)

なお, $ZY_{1}$ の係数も非自明だが, 上記 2式と $z,$ $w$ の入れ替えで求めることが出来る.

6 分解定理と 2変数形式的 KZ方程式の解の接続問題
分解定理の直接的な帰結として, 2変数形式的 KZ 方程式の解の接続問題が 1変数の

場合に帰着されることが示される. 2変数形式的 KZ 方程式の $(z, w)=(0,0)$ で正規
化された基本解を $\mathcal{L}^{(0,0)}(z, w)=\mathcal{L}(z, w),$ $(1,0)$ で正規化された基本解を $\mathcal{L}^{(1,0)}(z, w)=$

$\hat{\mathcal{L}}^{(1,0)}(z, w)(1-z)^{-X_{1}}w^{Y_{0}},\hat{\mathcal{L}}^{(1,0)}(z, w)$ は $($ 1, $0)$ の近傍で正則, $\hat{\mathcal{L}}^{(1,0)}(1,0)=I$ とする. 分
解定理より $\mathcal{L}^{(00)}$) $(z, w),$ $\mathcal{L}^{(1,0)}(z, w)$ はそれぞれ

$\mathcal{L}^{(0,0)}(z,w)=\mathcal{L}_{wz}^{(0,0)}(z, w)\mathcal{L}_{z}^{(0_{r}0)}(z)$ ,
$\mathcal{L}^{(1,0)}(z, w)=\mathcal{L}_{wz}^{(1,0)}(z, w)\mathcal{L}_{z}^{(1,0)}(z)$

と分解される. ここで $\mathcal{L}_{z}^{(1,0)}(z)$ は微分方程式 $d_{z}G=\Omega_{z}^{(0)}G$ の $($ 1, $0)$ で正規化された基
本解, $\mathcal{L}_{wz}^{(0,0)}(z, w)$ と $\mathcal{L}_{wz}^{(1,0)}(z, w)$ はともに微分方程式 $d_{w}G=\Omega_{w}G$ の $w=0$ で正規化さ
れた基本解であり, 先の注意によりこの方程式の基本解は $w=0$ の近傍でパラメータ
$z=0$ から 1まで一価正則に延びるため,

$\mathcal{L}_{w}^{(0_{\dagger}0)}(z, w)=\mathcal{L}_{w}^{(1,0)}(z, w)$

が成立する. 一方 1変数形式的 KZ 方程式 $d_{z}G=\Omega_{z}G$ の接続公式より

$\mathcal{L}_{z}^{(0_{r}0)}(z)=\mathcal{L}_{z}^{(1,0)}(z)\Phi_{KZ}(X_{0}, X_{1})$

である. 以上をまとめて次の結果を得る.
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命題 11. 2変数形式的 KZ 方程式 (11) の原点で正規化された基本解の間の接続公式は

$\mathcal{L}^{(0,0)}(z, w)=\mathcal{L}^{(1,0)}(z, w)\Phi_{KZ}(X_{0}, X_{1})$ (41)

で与えられる.
$(0,0)$ から $(z, w)$ の積分路, $($ 1, $0)$ から
$(z, w)$ の積分路を図のように取ると,
縦方向の積分路での値は両方一致し,
横方向の積分路での値は 1変数の
場合の接続公式で結ばれる

さらに, 分解定理の」$=$「の関係式
を用いて原点での解を書き直し, $w$ に

関する 1変数形式的 KZ 方程式の接続
公式を適用することにより,(0, 1) との
間の接続公式を得ることが出来る.
この意味で分解定理の関係式は 2変数
形式的 KZ 方程式の接続問題と捉える
事が出来る.

例えば, $($ 1, $0)$ と $(0,1)$ との間の解の接続係数は $\Phi_{KZ}(X_{0}, X_{1})\Phi_{KZ}(Y_{0}, Y_{1})^{-1}$ に他なら
ない.

(1, 1) 並びに無限遠点は正規交叉ではないのでこのままでは接続公式を得る事は出来
ず, さらなるブローアップを必要とするが, 原理的には同様の方法で 1変数に帰着させ
ることが出来る.

適切なブローアップのもとで隣り合う特異点の
間の接続公式を求めると,
$\Phi_{KZ}(X_{0}, X_{1})\Phi_{KZ}(Y_{1}, Y_{0})\Phi_{KZ}(X_{1}+Y_{1}+Z, X_{0})$

$\cross\Phi_{KZ}(X_{1}, Y_{1})\Phi_{KZ}(Y_{0}, X_{1}+Y_{1}+Z)=I$

という形式元の異なる 5個の Drinfel’dasssociator
の積が単位元になるという関係式が得られる.
これを associator の 5項関係式と呼ぶ.
なお, 実は $\Phi_{KZ}(W, W’)=\Phi_{KZ}(W’, W)^{-1}$ が成立し
ている (これは多重ゼータ値の双対関係式と同値),

7 分解定理と多重ゼータ値の調和積

分解定理の 2通りの表示における係数を比較することにより超対数関数の関係式を
得ることが出来るが, それが実は多重対数関数の調和積を含む. 従ってその極限として
多重ゼータ値の調和積が 2変数形式的 KZ方程式の接続問題として解釈できる.
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多重ゼータ値の調和積は 1変数多重対数関数の極限として

$\zeta(k_{1}, \ldots, k_{r})=\lim_{zarrow 1-0}Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(z)=m>\cdots>m_{r}\sum_{1}\frac{1}{m_{1}^{k_{1}}\cdots m_{r^{r}}^{k}}$ (42)

により定義される実数で, その調和積は級数を用いた

$\zeta(k)\zeta(l)=\sum_{m>0}\frac{1}{m^{k}}\sum_{n>0}\frac{1}{n^{l}}=(\sum_{m>n>0}+\sum_{m=n>0}+\sum_{n>m>0})\frac{1}{m^{k}n^{l}}$

$=\zeta(k, l)+\zeta(k+l)+\zeta(l, k)$

のような公式を一般化した, 多重ゼータ値の積を多重ゼータ値の $Q$線形結合で書く公
式である. 多重ゼータ値の反復積分表示を用いた別の積和公式であるシャッフル積

$\zeta(k_{1}, \ldots, k_{r})\zeta(l_{1}, \ldots, l_{r})=\lim_{zarrow 1-0}Li(\xi_{0}^{k_{1}-1}\xi_{1}\cdots\xi_{0}^{k_{r}-1}\xi_{1};z)Li(\xi_{0}^{l_{1}-1}\xi_{1}\cdots\xi_{0}^{l_{r}-1}\xi_{1};z)$

$=$ Li $((\xi_{0}^{k_{1}-1}\xi_{1}\cdots\xi_{0}^{k_{r}-1}\xi_{1})_{L}u(\xi_{0}^{l_{1}-1}\xi_{1}\cdots\xi_{0}^{l_{r}-1}\xi_{1});1)$

と調和積を連立させると多重ゼータ値の非自明な $Q$ 線型関係式が得られる. これを複
シャッフル関係式と呼ぶが, 複シャッフル関係式は多重ゼータ値の全ての $Q$線型関係式
を尽くしていると予想されている (Zagier 予想).

Deligne-寺杣, 古庄によって数論幾何の立場から Drinfel’d associator $\Phi_{KZ}$ の満たす関
係式から多重ゼータ値の複シャッフル関係式が導かれることが証明されている. ここで
は 2変数形式的 KZ方程式の接続間題に由来する 5項関係式が本質的であり, 調和積自
体を 2変数形式的 KZ 方程式の接続問題として捉えることが出来る. なお, 多重ゼータ
値のシャッフル積は $\Phi_{KZ}(X_{0}, X_{1})$ が Hopf代数 $\mathcal{U}$ (劣。) の群的な元であることと同値なの
で, 1変数形式的 KZ 方程式の接続問題として捉えることが出来る.

1変数多重対数関数 $Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(z)$ と $Li_{l_{1},\ldots,l_{s}}(w)$ の積を考える. 多重ゼータ値の場合と
同様に, 例えば $r=s=1$ のとき

Li$k_{1}(z)$ Li$\iota_{1}(w)=\sum_{m>0}\frac{z^{m}}{m^{k_{1}}}\sum_{n>0}\frac{w^{n}}{n^{l_{1}}}=(\sum_{m>n>0}+\sum_{m=n>0}+\sum_{n>m>0})\frac{z^{m}w^{n}}{m^{k_{1}}n^{l_{1}}}$

$=$ Li$k_{1},\iota_{1}(1,1;z, w)+$ Li$k_{1}+\iota_{1}(zw)+$ Li$l_{1},k_{1}(1,1;w, z)$

となり, 2変数多重対数関数 (主変数は $z,$ $w$ 両方が現れる) の和で書くことが出来る. こ

のとき $zw$ という積が生じるため, 変数を同じにしてしまうとうまく行かないことに注
意する. 一般の場合は複雑な式になるが, index の調和積 $*$ を

$k*\emptyset=\emptyset*k=k$ ,
$(k_{1}, \ldots, k_{r})*(l_{1}, \ldots, l_{s})=(k_{1})\cdot((k_{2}, ..., k_{r})*(l_{1}, \ldots, l_{s}))$

$+(l_{1})\cdot((k_{1}, \ldots, k_{r})*(l_{2}, ..., l_{s}))$

$+(k_{1}+l_{1})\cdot((k_{2}, \ldots, k_{r})*(l_{2}, \ldots 7l_{s}))$
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(. は結合による積, $\emptyset$ は空な index) と定ると, 多重ゼータ値の調和積は

$\zeta(k_{1}, \ldots, k_{r})\zeta(l_{1}, \ldots, l_{s})=\zeta((k_{1}, \ldots, k_{r})*(l_{1}, \ldots, l_{s}))$ ,

多重対数関数の調和積は

$Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(z)Li_{l_{1},\ldots,l_{s}}(w)=\sum$ $(^{(k_{1}}\grave{1}^{\backslash }$ が先頭 1なら $\grave$数’z数 lwsw)zをの変各数成分と
$\grave$

llすをる
d
$\ovalbox{\tt\small REJECT}\llcorner$l置 e変数多重つ対 zi数)達関数の和 $)$

となっている. 例えば

Li$k_{1},k_{2}(z)Li_{\iota_{1}}(w)=$ Li$k_{1},k_{2},l_{1}(2,1;z, w)+Li_{k_{1},1_{1},k_{2}}(1,2;z, w)+Li_{k_{1},k_{2}+l_{1}}(1,1;z,$ $w)$

$+Li_{l_{1},k_{1},k_{2}}(1,2;w, z)+Li_{k_{1}+l_{1},k_{2}}(zw)$ .

などと計算される.

以下, この調和積は分解定理における 2通りの表記の仕方

$\hat{\mathcal{L}}_{wz}(z, w)\hat{\mathcal{L}}_{z}(z)=\hat{\mathcal{L}}_{zw}(z, w)\hat{\mathcal{L}}_{w}(w)$ (43)

における展開環 $\mathcal{U}(X)$ の元の係数の比較として解釈することが出来ることを示す.
命題 10によると, $\hat{\mathcal{L}}(z, w)$ の $s$ 次パートは

$\hat{\mathcal{L}}_{s}(z, w)=$ $\sum$
$s’+s”=s \sum_{\nu V’\in W_{\epsilon}^{0},(X_{wz})}\sum_{tV’’\in w_{s}^{0,},(X_{z})}f_{W’,W’’}(z, w)\alpha(W’W’’)(I)$

$=$ $\sum$
$s’+s”=s \sum_{W’\in \mathcal{W}_{s}^{0},(X_{zw})}\mathcal{W}’\in \mathcal{W}_{s’}^{0},(X_{w})\sum_{\prime\prime}g_{IV’,W’’}(z, w)\alpha(W’W’’)(I)$

と書けている. ここでそれぞれの Lie環パートは一次独立であるので, 分解 (43) の両辺
の $\alpha(W’W’’)(I)$ の係数を比較することで関係式を得ることが出来る. すなわち, 下の分

解に対して $\mathcal{U}(X)$ の関係式 (5) を用いて $\mathcal{W}^{0}(\text{矢_{}zw})\mathcal{W}^{0}(-\mathfrak{T}_{w})$ の形の元を $\mathcal{W}^{0}(-\mathfrak{T}_{wz})\mathcal{W}^{0}(X_{z})$

の形に変換してまとめ直した結果を

$\hat{\mathcal{L}}_{s}(z, w)=$ $\sum$
$s’+s”=s \sum_{W’\in \mathcal{W}_{s}^{0},(X_{wz})}\sum_{W’’\in \mathcal{W}_{s’’}^{0}(X_{z})}\hat{g}_{W’,W’’}(z, w)\alpha(W’W’’)(I)$

とする ( $\hat{g}_{W’,W’’}(z,$ $w)$ はある $g$ 達の線形結合であることに注意) と, 係数の比較
$f_{W’,W’’}(z, w)=\hat{g}_{W’,W’’}(z, w)$ が非自明な関係式を与える. $\alpha(W’)\alpha(W’’)(I)$ の係数に対

して, ある $\varphi w^{l},w\prime\prime\in \mathcal{B}$ が存在し,

$f_{W’,W’’}(z,w)= \int_{C_{\lrcorner}}\varphi_{W’,W’’}$ , $\hat{g}_{W’,W’’}(z, w)=\int_{C}\ulcorner\varphi_{W’,W’’}$

が成立していることより以下の定理が示される.
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定理 12 (一般化された調和積).

$\hat{\mathcal{L}}_{s}(z, w)=\sum_{s’+s’’=s}\sum_{W’\in \mathcal{W}_{g}^{0},(X_{wz})}\sum_{W’’\in \mathcal{W}_{s’}^{0},(X_{z})}\int_{(0,0)}^{(z,w)_{\varphi_{W’,W’’}}}\alpha(W’)\alpha(W’’)(I)$

を満たす $\varphi_{W’,W’’}\in \mathcal{B}_{s}$ が存在し,

$\int_{C_{\lrcorner}}\varphi_{W’,W’’}=\int_{c_{\ulcorner}}\varphi_{W’,W’’}$ (44)

が超対数関数の非自明な関係式を与える.

特に, $f_{W’,W’’}(z, w)$ が 2変数多重対数関数である場合, その全微分を再び 2変数多重
対数関数で書くことが出来るため, 逐次全微分を取ることにより $\varphi_{W’W’’}$ を求めること

が出来る. この事実により次の系を得る.

系 13. $W\in \mathcal{W}^{0}(X_{wz}),$ $W”\in \mathcal{W}^{0}(X_{z})$ とする. $f_{W’W’’}(z, w)$ が 2変数多重対数関数であ
る場合,

$f_{W’W’’}(z, w)= \int_{C_{\lrcorner}}df_{W’W’’}(z, w)=\int_{w=0}^{w}\theta_{\lrcorner}(W’)\int_{z=0}^{z}\theta_{\lrcorner}(W’’)$

に対して再帰的な関係式

$f_{W’W’’}(z, w)= \int_{c_{r}}df_{W’W’’}(z, w)$ (45)

が成立する.

この系の意味は, (45) の右辺の全微分が次数が 1下がった 2変数多重対数関数を係数
とする微分形式であるので, その関数部分について再び系を適用して定数関数まで次数
を落とすことが出来て $c_{\ulcorner}$ に沿った積分を求めることが出来る, ということである. ま

た, 明らかに

$f_{Y_{0}^{k_{1}-1}Y_{1}\cdots Y_{0}^{k_{i}-1}Y_{1}Y_{0}^{k_{i+1}-1}Z\cdots Y_{0}^{k_{i+j}-1}Z,I}(z, w)=Li_{k_{1},\ldots,k_{\mathfrak{i}+j}}(i,j;w, z)$

であるので, $C_{\lrcorner}$ に沿った分解の係数には全ての $w$ を主変数とする 2変数多重対数関数
が現れている. この系の再帰的な関係式を計算することにより次の定理を得る.

定理 14. 次の 4つの関数等式の系列は同値 (互いにそれぞれの線形結合で書ける).

(i) 系 13の関数等式 (45).

(ii) $Li_{k_{1},\ldots,k_{i+j}}(i,j;w, z)=\int_{0}^{z}\frac{\partial}{\partial z}Li_{k_{1},\ldots,k_{i+j}}(i,j;w, z)dz$.
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(iii) $i,$ $j\geq 0$ に対し,

$\int_{0_{\tilde{k-1ffl}}^{\frac{dz}{z}O\cdots O}}^{z}\frac{dz}{z}\circ\frac{dz}{1-z}Li_{k_{1},\ldots,k_{i+j}}(i,j;w, z)$

$= \sum_{s=0}^{i-1}(Li_{k_{1},\ldots,k_{i-s},k_{r}k_{i-s+1},\ldots,k_{i+J}}(i-s,j+s+1;w, z)$

$+Li_{k_{1},\ldots,k_{\iota-\theta}+k,k_{-s+1},\ldots,k}:+j(i-s-1,j+s+1;w, z))$

$+Li_{k,k_{1},\ldots,k_{i+j}}(1, i+j;z, w)$ .

(iv) 多重対数関数の調和積.

従って, 一般化された調和積 (44) は多重対数関数の調和積を真に含む関係式の系列
であり, 多重対数関数の調和積を 2変数形式的 KZ 方程式の接続問題として捉えること
ができる.

超対数関数に対する調和積の例 一般化された調和積のうち多重対数関数に対応する
部分以外のところは超対数関数を含む関係式になっている. この場合は $f\mathfrak{s}_{1’,It’’’}(z, w)=$

$\int\varphi_{W’,W’’}$ となる $\varphi_{W’,W’’}\in \mathcal{B}$ は $f_{W’,W’’}(z, w)$ を求める際に用いた積分路 $C_{\lrcorner}$ に沿った反
復形式 $\theta(W’)\otimes\theta(\nu v^{ll})$ に同型写像 $\iota_{\lrcorner}^{-1}:S(A_{wz})\otimes S(A_{z})arrow \mathcal{B}$ を作用させた元として求
められる.
例えば

$\rangle$

$f_{ZY_{1}Z,I}(z, w)=L(z1^{1}z;w)$ の場合を考える. 積分路 $C_{\lrcorner}$ に沿った反復積分は

$\int_{0}^{w}(_{w}\circ\eta_{1}\circ\zeta_{w}$ である. ここで, $b_{\lrcorner}(\varphi_{ZY_{1}Z_{7}I})=\zeta\circ\eta_{1}\circ\zeta\otimes 1$ となる反復形式 $\varphi zY_{1}Z,I\in \mathcal{B}$

は次のようになっている.

$\varphi_{ZY_{1}Z}$,I $=\eta_{1}O\zeta 0\zeta+\zeta 0\eta_{1}O\zeta+\zeta 0\zeta 0\eta_{1}-(\eta_{1}O\zeta+\xi_{1}0\eta_{1}-\xi_{1}0\zeta-\xi_{0}0\zeta)0\zeta$

$-\xi_{1}o(\xi_{1}0\eta_{1}-\xi_{1}0\zeta-\xi_{0}0\zeta)-\zeta o(\zeta 0\eta_{1}-\xi_{1}0\eta_{1}+\xi_{1}0\zeta+\xi_{0}o()$

$+\xi_{1}o(\zeta 0\eta_{1}-\xi_{1}0\eta_{1}+\xi_{1}0\zeta+\xi_{0}0\zeta)-\xi_{1}0\zeta o(-\xi_{0}0\zeta 0\zeta$ .

従って, $c_{\ulcorner}$ 側の積分を計算して得られる関係式は

$L(z1^{1}z;w)=-2Li_{1,1}(z)Li_{1}(w)+2Li_{1,1,1}(2,1;z, w)+2Li_{1,2}(1,1;z, w)$

$+L(w1;z)Li_{1}(w)+Li_{1,1}(1,1;z, w)Li_{1}(w)-L(w1^{1}w;z)-Li_{1,2}(zw)$

となる.

8 深さ 2の多重対数関数の定める巾零表現
最後に, 2変数形式的 KZ 方程式の表現の例として深さ 2の多重対数関数の定める巾

零表現を紹介する.
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$k$ を且$x$ し, 次のベクトルを考える.

$f\vec{(}z,$ $w)={}^{t}(Li_{0_{1}0}(z, w),$ $Li_{0_{2}1}(z, w),$ $\cdots,$ $Li_{0,k}(z, w),$ $Li_{1,0}(z, w),$ $\cdots,$ $Li_{1,k}(z, w)$ ,
$Li_{k_{i}0}(z, w),$ $\cdots,$ $Li_{k_{2}k}(z, w))$ .

ここで, 深さ 2の 2変数多重対数関数 $Li_{i_{\dagger}j}(z, w)$ は

$Li_{00,)}(z, w)=1$ , $Li_{0)j}(z, w)=Li_{j}(0,1;z, w)(=Li_{j}(zw))$ ,
$Li_{i_{r}0}(z, w)=Li_{i}(1,0;z, w)(=Li_{i}(z))$ , $Li_{i_{1}j}(z, w)=Li_{i_{1}j}(1,1;z, w)$

という $z$ を主変数とする 2変数多重対数関数の略記である.
このとき $f^{-}(z, w)$ は, 2変数多重対数関数の微分漸化式 (39),(40) の $i\dashv- j\leq 2$ の場合の

index の変化に対応する行列による 2変数形式的 KZ方程式の表現を満たす.

$\frac{\partial}{\partial z}G=(\frac{\rho(X_{0})}{z}+\frac{\rho(X_{1})}{1-z}+\frac{w\rho(Z)}{1-zw}I^{G},$ $\frac{\partial}{\partial w}G$ $=( \frac{\rho(Y_{0})}{w}+\frac{\rho(Y_{1})}{1-w}+\frac{z\rho(Z)}{1-zw})G$ .

ここで, $\rho$ は Lie環劣の $(k+1)^{2}$ 次元巾零表現で,

$\rho(X_{0})=P\otimes I+E_{0_{1}0}\otimes P$, $\rho(X_{1})=E_{1,0}\otimes I$ ,

$\rho(Y_{0})=I\otimes P-\sum_{i=1}^{k}E_{i,0}\otimes E_{1,i}$ , $\rho(Y_{1})=I\otimes E_{1,0}-\sum_{i=0}^{k}E_{i,0}\otimes E_{1,i}$ ,

$\rho(Z)=E_{0_{1}0}\otimes E_{1,0}$

と定める. ここで, $I$ は $k+1$ 次単位行列, $E_{ij}$ は $k+1$ 次 $(i, j)$ 行列単位 (但し添字は $0$

から始まるとする),

$P= \sum_{i=1}^{k-1}E_{i+1,i}$

とする. この表現は可積分条件 (5) を満たす (すなわち実の表現として well-defined で
ある) こと, $\rho($矢$)^{k+1}=\{0\}$ が簡単な計算により示される. この表現は既約ではない.
これに対して原点で正規化された基本解の表現を求める.

$X^{(n)}=[ \frac{\rho(X_{0}),\cdots,[\rho(X_{0})}{n-1\mathbb{H}}, \rho(X_{1})]\cdots]$
,

$Z^{(n)}=[ \frac{\rho(Y_{0}),\cdots,[p(Y_{0})}{n-1ffl}, \rho(Z)]\cdots]$
,

とすると, $c_{\lrcorner},$ $c_{\ulcorner}$ に沿った積分はそれぞれ

$Y^{(n)}=[\underline{\rho(Y_{0}),\cdots,[p(Y_{0})}, p(Y_{1})]\cdots]$ ,
$n-1$ 個

$Q_{i,j}=-E_{i,0}\otimes E_{j,0}$

$\hat{\mathcal{L}}_{s}(z, w)=Li_{s}(z)X^{(s)}+Li_{s}(w)Y^{(\epsilon)}+Li_{s}(zw)Z^{(s)}+\sum_{i=1}^{s-1}+Li_{s-ii}(w, z))Q_{i_{1}s-i}$

$= Li,(z)X^{(s)}+Li_{\theta}(w)Y^{(s)}+Li_{s}(zw)Z^{(s)}+\sum_{i=1}^{s-1}(-Li_{s}(zw)-Li_{i_{2}8-i}(z, w))Q_{is-i})$
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となる 特に $Q_{i,s-i}$ の係数を比較して多重対数関数の調和積 (深さ 2の場合)

$Li_{i}(Z)Li_{j}(w)))$
を得る.
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