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概要

多細胞の発生は、 ダイナミカルなものであり、一つの細胞から様々な細胞タイプが生じる。 本稿では、
細胞数が増加しながら細胞タイプの並びが保存するモデルを、確率的かつ相互作用付きのリンデンマイヤ.
システム (stochastic Lindenmayer system with interacfions, sIL-system) を元に構築した。 このモデル上で、
細胞タイプの多様性と成分比条件の厳密な関係式を導出した。 その一部には、楕円曲線が含まれていた。

1 導入

多細胞生物は、たった一っの卵細胞から様々な細胞タイプが生じる [3]。そ $\check{}$ では、初期の細胞タイプ (幹
細胞) は様々な中間タイプへと分化し、最終的な分化した細胞へと至る。 このような細胞分化の繋がりは
細胞系譜によって図式化できる。
本稿の目的は、細胞系譜において、様々な細胞タイプの増殖率・遷移率の下で生成されるパタンを調べる
ことにある。 特に、 そのパタンのうち多様性が最大になるものを計算した。多様性の指標とパタンの成分
比の関係式を限量記号消去法 (Quantifier Elimination, QE) を用いて導出した。

2 モデル

細胞系譜図を図 1に示す。 最初の 10と記された細胞は幹細胞 (stem cell) に対応する。 幹細胞は、下流に
ある細胞タイプならば任意のタイプに変化できる潜在能力 (pluripotency) があると考えられている。本稿で
は、細胞分化の基本的な例として 3種類の細胞タイプ $A,$ $B,$ $C$ で成り立つ細胞分化系列を取り扱った。更に、
系譜として直線状:A $\Rightarrow$ B $\Rightarrow$ C 及び、 分岐状:A $\Rightarrow$ $\{B, C\}$ の場合を取り扱った。
細胞タイプ $A,$ $B,$ $C$ の増殖率と遷移率は以下のように定義した。
直線状のとき

$Aarrow\{$ $AAAB$ $p_{1,2}p_{1.1}1-p_{1.1}-p_{1.2}$ $Barrow\{\begin{array}{ll}BB Pz,2 C \rho_{2,3} Carrow[Case]B 1-p_{2.2}-p_{23}| \end{array}$ (1)
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$\cap$

$\cap\nearrow\ovalbox{\tt\small REJECT}arrow\cap.\cap\cdots\cdot\cdot\cap$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{I_{0}}\otimes\}\vec{\backslash }^{1^{-}}\overline{\cap^{\iota}}arrow\cdots\cdots\cdots\cdots\cdot-1\ovalbox{\tt\small REJECT}arrow\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\iota_{n}}\iota_{n- I}$

$\circarrow\ldots\ldots\ldots\ldots$.
$\backslash \backslash \ldots\ldots\ldots\ldots$ .

図 1: 一般的な細胞系譜図

図 2: ゴキブリ (コオロギ) 脚の挿入再生規則 ([11も参照)

分岐状のとき

$Aarrow\{\begin{array}{ll}AA p_{1.1} CB p_{1.3}p_{1,2} Barrow\{BBB p_{2.2}1-p_{2,2} Carrow[Case]A 1 -P1,1-p_{1,2}-p_{1,3} \end{array}$ (2)

上記では、 各確率に対して、妥当な条件 $0<p_{i,i}<1(1\leq i\leq 3),$ $0<p_{i,i+1}<1(1\leq i\leq 2),p_{i,i}+p_{i,i+1}+(p_{i,l+2})<$

$1(\}\leq i\leq 1,2)$ を課している。 この書き換え規則に加えて、 並びの保存を表す次の規則を採用した。

$ACarrow ABC,$ $CAarrow CBA$. (3)

この規則は、 ゴキブリ (コオロギ) 脚の挿入再生規則 (図 2) を模している。

3 手法

本稿では、計算機代数 [2] のテーマである QE を用いて最大値を計算した [7; 8]。

4 結果と議論

4.1 成長行列

連続した 2つの細胞タイプ $AA,$ AB, $BA,$ $(AC,CA),$ $BB,BC,$ $CB,CC$ に対する成長行列 $M$ を求めた。 ここ

で、 挿入再生ルール (式 (3)) がある場合には、 $(AC,CA)$ という項は存在しない。成長行列を計算する事に
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より、 ルール (2) を $m$ 回適用した後の細胞並びの数を見積もることができる。本稿では、細胞並び $AA$ から

始めた (即ち、 Axiom が $AA$ であった) ので、 $m$ 回適用後の並びは、

$(1, 0,0, \ldots)M^{m}$ (4)

と計算できる。
分岐状: $A\Rightarrow\{B,C\}$ の分化系列であり、挿入再生ルールがある場合を以下で説明してゆく。 この場合の成

長行列の固有値は、

1. $1-p_{1,2}-p_{1,3},1+2p_{1.1}-p_{1.2}-p_{1.3},(1-p_{1,2}-p_{13})^{-},$ $1+2p_{2.2},1+2p_{3S}$ (5)

である。 それぞれの固有値に対応する固有ベクトルを調べることによって、ルール (2) を適用して、細胞列
が充分長くなった際の並びを予測することができる。 そのような極限において、並び : $AA,$ AB, $BA,$ $BB,$ $BC$ ,
$CB,CC$ が共存するの条件の一つは:

$2p_{1.1}-p_{1}\underline,$ $-p_{13}>0\ 2p_{1.1}-p_{12}-p_{13}>2p_{2-}\ 2p_{1.1}-p_{1_{\sim}},-p_{1,3}>2p_{3,3}$ (6)

であることが分かった。加えて以下のような拘束条件を加える:

gN(AA) $=$ N(BB) $=$ N(CC)&gN(AB) $=N(BC)$ , (7)

ここで、 $N(X$りは、 $marrow\infty$ の極限における細胞鎖中の $XY$ の個数であり、 この意味で $g$ は細胞鎖中の初期
細胞タイプと次タイプとの比を示す。
条件 (6) と拘束条件 (7) 及び、 $marrow\infty$ の極限下では、 $N(AB),$ $p_{1.1}$ , p2.2, $p_{3.3}$ が陽に $p_{1.2},$ $p_{1,3}$ の関数として

表現できる。 例えば、 $N(AB),p_{1,1}$ は、

$N(AB)/N(AA)$ $=$ $\frac{(-1+p_{1,3})p_{13}+g(p_{1,2}-p_{1,2}^{2}+p_{1,3}-2p_{1.2}p_{1,3}-p_{1,3}^{2})}{p_{1,3}+g(p_{1_{t}2}+p_{1_{1}3})}$ ,

$p_{1.1}$ $=$ $\frac{(p_{1,3}+g(p_{1,2}+p_{1,3}))(p_{1,2}^{2}+(-1+p_{1,3})p_{1.3}+p_{1.,2}(-1+2p_{1,,3}))}{2(-(-1+p_{13})p_{1,3}+g(p_{1_{2}2}^{2}+(-1+p_{1,3})p_{1.3}+p_{12}(-1+2p_{13})))}$ (8)

となる。

4.2 多様性を表現する関係式の QE による導出

多様性の関係式を QE によって導出した。 条件 (6) と拘束条件 (7) の下では、細胞鎖の多様性は、 $f\equiv$

$N(AB)/N(AA)(=N(BC)/N(BB))$ の最大値として表現できる。 [8] の手法によって、拘束条件を表現するパラ
メータ $g$ と多様性 $f$ の関係式を導いた。生物学的に意味のある条件 $0<f<1,g>0$ 下において、次の式を
QE に入力した:

$\exists_{p_{13}^{\exists}p_{1.2}}(\psi(p_{1,2},p_{1.3},g)$ &f $=$ N(AB)&O $<p_{1.2}$ &

$0<P1,3$ &0 $<$ Pl.l &0 $<$ P2,2 $\ 0<P3,3\ P1,1+p1.2+p_{1.3}<1)$, (9)

ここで、 $\psi(p_{1.2},p_{1,3},g)$ は、式 (6), (7), (8) に出てくる等式や不等式を &(論理積) で結合したものである。 こ

の QE 入力に対し Mathematica $6.\theta 1$ は $f$ と $g$ の関係式として

$2(g+1)f^{3}-(g-2)f^{2}-g\leq 0$ (10)

を出力した。 同様に、分化系列が直線状及び分岐状、 それぞれに対して挿入再生規則が有る場合と無い場
合の、 合計 4つの場合に関する $f,g$ の関係式を求めた。 それを表 1と図 3に掲げる。
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表 1: 多様性 $f$ と拘束条件のパラメータ $g$ との関係式。 $root-1$ は、実数根のうち最大のものを示す。 $go\sim$

$1$ . 14254, $g_{1}\sim 1.29\alpha 1,g_{2}\sim 3.28773,g_{3}\sim 3.83118$ .

表 1の曲線 $\ddagger$ $2(g-1)f^{3}-g(g+3)f^{2}+gf+g^{2}=0$ は、 双有理変換:

$\{$

$f=$ $(x-2)/(x+2)$ ,

$\{$

$x=$ $2(1+f)/(1-f)$ ,

$g=$ $(2-x)(3+y)/(2x(2+x))$,

$y=$ $(-3f+3f^{2}-4g-4fg)/((1-f)f)$ .

によって、WeierstraBの標準形:
$y^{2}+xy=F-7x+9$ (11)

へ変換できる。 また、表 1の曲線 $\uparrow$ も双有理変換:

$\{\begin{array}{l}f= (3x+y-1)/(x+y-3),g= (3x+y-1)^{2}(d-4x+3-2y)/\end{array}$

$\{$

$x=$ $(f^{2}(3f+1)+2(f+1)(f-2)g)/(f^{2}(f-1))$,

$(2(x+y-3)(x-y+5)(2x+y-2))$,

$y=$ $2(f+1)(2f^{2}-( \int-2)(f-3)g)/(f^{2}(f-1)^{2})$.
によって、Weierstr鵠の標準形:

$y^{2}+xy+y=x^{3}-l-9x+9$ (12)

に変換できる。 したがって、 式 (11), (12) は楕円曲線であることが分かる。
$f$ と細胞鎖上のパタンとの関係は以下である [4; 5]。

$\{\begin{array}{ll}f \text{が二次無理数 }\Rightarrow \text{自己相似的なパタン},f \text{が有理数 }\Rightarrow \text{周期的なパタン}.\end{array}$

表 1に掲げているように、 $f$ と $g$ の厳密な関係式が求まっているので、 どの $g$ に対して、 $f$ が有理数や二次
無理数になるのかの調べることができる。
現在までに以下のようなことが分かった。. $g>1,g\in N$の領域において、 $f$ が有理数になるのは、分岐状の細胞分化系列で $g$ が $\{2,18,128,882,\infty 50, \ldots\}$

の時に限る。 この $g$ と $f$ のペアは、 フィボナッチ数 $F_{n}$ を用いて、 $(2F_{2n}^{2},$ $F_{2n}/F_{2n+1})$ と表される。 そ

の他の $g$ のときは、 $f$ は二次無理数である。
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$g$

図 3: $f$ と $g$ の関係

. $g<l,$ $1/g\in N$ の領域において、$f$ が有理数になる場合のペアは、直線状でルール無 (曲線 t) の (1/7, 1/4)

と直線状でルール有 (曲線 $\ddagger$ ) の (1/4, 1/3) ときに限る。 これは、 曲線 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ , $\ddagger$ を 4次の楕円曲線に変換し
て、 それ上の整点の問題 $[6$」に帰着させて得られたものである。

その他の場合は、無理数である。

また、 2つの場合のパタンを図 4のように例示した。領域 $g>1,g\in N$ は、 成熟した段階に対応してい
る。 そこでは、 自己相似なパタンが多く、周期的なパタンの場合は、 フィボナッチ数に関係しているのが分
かった。 これは、 人間の器官の観察と一致する。 一方、領域 $g<1,1/g\in N$ は、発生初期に対応している。
そこでは、 $f$ が有理数になる点が少ないと分かった事は、初期胚が不定形になる事と関係するのかもしれな
い。 即ち、初期発生は楕円曲線と関係しているという予想がたっ。

5 結論

本稿の特徴は、代数的算法を用いて、確率的相互作用 $L$ システム ($sIL$-system) を解析したことである。 $-$

れにより、多様性と細胞鎖の成分比を表現するパラメータ間の厳密な関係式を求めた。その関係式を用い
て、 曲線上の有理数の点、二次無理数の点を探索した。 二次無理数の点は、 自己相似なパタンを与える点
であり、今後の課題である自己増殖するパタンの探求の足掛かりとしたい。
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(a) $g=1$ (Linear with rule) (b) $g=2$ , (Branching without rule)

図 4: 自己相似的パタンと周期的パタンの例示 ( $arrow$次元のパタンを 97毎に折り返して表示) (a) $g=1,f=$
$(] +\sqrt{17})/8$ : 白己相似パタン (直線状系譜, ルール有)。 一見、 周期的に見えるがそうではない。少しずつズ
レがある。 (b) $g=2,f=1/2$ : 周期的パタン (分岐状系譜, ルール無)。

的研究環境整備促進」事業の助成を受けている。
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