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1 Introduction
「収束の速さ」 というテーマの研究はこれまでにいくつか成されており、例えば

chui[1] や田崎氏 [2] による「Riemann積分の近似和の収束の速さ」や Gleason によ
る「曲線の長さの近似和の収束の速さ $[3]$」 などがある。
今回のテーマは、「幾何学的量の近似和の収束の速さ」であるが、「幾何学的量」
とは「回転面の面積」 と曲線の弾性エネルギーである 「曲線の曲率の二乗の積分」
のことである。我々は実測に応用したいという観点から、関数の値だけで近似和
を作り、 その収束の速さについて研究してきた。
この研究の大きな目標の一つは、「一般の曲面の面積の近似和が収束するために

はどんな条件が必要なのか」を明らかにすることである。一般に曲面の面積の多
面体による近似和は曲面の面積に収束しない (シュワルツの提灯)。 この研究を通
して上記の問題を解決する糸口になればと思っている。

2 回転面の面積の近似和の収束の速ざ [4]
この研究は小瀬高校の五来結里子氏と、筑波大学の田崎博之氏との共同研究に

基づくものである。

2.1 Preliminaries

$[a, b]\subset R$ 上定義された $C^{4}$ 級関数 $f$ を考える。 $[a, b]$ 上で $f>0$ とすると、
$y=f(x)$ を母線とする回転面は

$\{(x, f(x)\cos\theta, f(x)\sin\theta)|a\leq x\leq b, 0\leq\theta\leq 2\pi\}$

と表される。 この回転面の面積を $S$ とする。

また、 $[a, b]$ の分割 $\triangle$ を

$\triangle:a=s_{0}\leq s_{1}\leq\cdots\leq s_{n-1}\leq s_{n}=b$
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と定める。分割 $\triangle$ に対して定まる曲線 $y=f(x)$ の近似折れ線を回転させてできる
円錐面による回転面の面積 $S$ の近似和を $S(\triangle)$ とする。

回転而の母線関数 $f(x)$ に対して新たに $[a, b]$ 上で決まる関数 $\varphi$ を

$\varphi(x)=-\frac{1}{2}f’’(x)\{(f’(x))^{2}+1\}^{-\frac{1}{2}}+\frac{1}{4}f(x)(f’’(x))^{2}\{(f’(x))^{2}+1\}^{-\frac{3}{2}}$

とする。

Definition 2.1. $[a,$ $b]$ の分割 $\triangle$ に対して、分割の幅 $d(\triangle)$ を

$d( \triangle)=\max\{s_{i}-s_{i-1}|1\leq i\leq n\}$

とし、 分割の列 $\{\triangle_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ に対して

$e( \{\triangle_{n}\}_{n=1}^{\infty})=\lim s^{\tau}upnd(\triangle_{n})narrow\infty$

と定める。以後簡単のため、 $e(\{\triangle_{n}\}_{n=1}^{\infty})=e(\triangle_{n})$ とかく。

$e(\triangle_{n})$ の簡単な性質として次のようなものがあげられる。

$\bullet b-a\leq e(\triangle_{n})\leq\infty$

$\bullet e(\triangle_{n})<\infty\Rightarrow$ $\lim_{narrow\infty}d(\triangle_{n})=0$

2.2 Results

Theorem 2.2. $[a, b]\subset R$の任意の $n$分割の列 $\{\triangle_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ に対して、次が成り立つ。

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}n^{2}|S-S(\triangle_{n})|\leq\frac{\pi}{3}e(\triangle_{n})^{3}\max_{a\leq x\leq b}|\varphi(x)|$ .

特に、 $e(\triangle_{n})<\infty$ のとき次の等式が成り立つ。

$\lim_{narrow\infty}S(\Delta_{n})=S$ .

Definition 2.3. 自然数 $n$ を固定したとき $|S-S(\triangle)|$ が最小になる $n$ 分割を $\Delta_{n}\#$ と

かき、 最適分割と呼ぶ。

Theorem 2.4. $\varphi>0$ のとき、 次の不等式が成り立つ。

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}n^{2}|S-S(\triangle_{n}^{\#})|\leq\frac{\pi}{3}(\int_{a}^{b}\varphi(x)^{\frac{1}{3}}dx)^{3}$ .

Theorem 2.5. 回転面が凸、 つまり $f”<0$ のとき、

$\lim_{narrow\infty}n^{2}(S-S(\triangle_{n}^{\#}))=\frac{\pi}{3}(\int_{a}^{b}\varphi(x)^{\frac{1}{3}}dx)^{3}$ .

が成り立っ。
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2.3 Proofs

回転面の而積 $S$ と, 一般の分割 $\triangle_{n}$ によって得られる各円錐面の面積の和 $S(\triangle_{n})$

は次の式で与えられる。

$S=2 \pi\int_{a}^{b}f(x)\sqrt{(f’(x))^{2}+1}dx$

$S( \Delta_{r\iota})=2\pi\sum_{n=1}^{n}l_{i- 1}^{s_{i}}(f(s_{i-1})+\frac{f(s_{i})-f(s_{i-1})}{s_{i}-s_{i-1}}(x-s_{i-1}))\sqrt{(\frac{f(s_{i})-f(s_{i-1})}{s_{i}-s_{i-1}})^{2}+1}dx$

以下、 $|p,$ $q]\subset[a, b]$ について考える。 区間ゆ, $q$ ] での回転面の面積と近似円錐台
の表面積の誤差を $2\pi$ で割って $F(p, q)$ とおくと、

$F(p,q)= \int_{p}^{q}f(x)\sqrt{(f’(x))^{2}+1}dx-\int_{p}^{q}(f(p)+\frac{f(q)-f(p)}{q-p}(x-p))\sqrt{(\frac{f(q)-f(p)}{q-p})^{2}+1}dx$ .

$F(p, q)$ の $q=p$ における $0$ 階、 1階、 2階微分は $0$ になり、 Taylor の公式を使う
とある $c\in(p, q)$ が存在して、次のように展開できる。

$F(p, q)= \frac{1}{3!}\frac{\partial^{3}F(p,q)}{\partial q^{3}}|_{q=p}(q-p)^{3}+\frac{1}{4!}\frac{\partial^{4}F(p,q)}{\partial q^{4}}|_{q=c}(q-p)^{4}$

3階微分を $\varphi(p)$ とおくと、

$\varphi(p)=\frac{\partial^{3}F(p,q)}{\partial q^{3}}q=p=-\frac{1}{2}f’’(p)\{(f’(p))^{2}+1\}^{-\frac{1}{2}}+\frac{1}{4}f(p)(f’’(p))^{2}\{(f’(p))^{2}+1\}^{-\frac{3}{2}}$

である。

Proof of Theorem2.2.

$\frac{1}{4!}|\frac{\partial^{4}F(p,q)}{\partial q^{4}}q=c|$

は部分区間 $[p, q]$ に依存しない定数 $M$ で押さえられる。
$[a, b]\subset R$ の任意の $n$ 分割の列 $\{\triangle_{n}$涯」1に対して、 回転面の面積と近似円錐面

の誤差は、

$|S-S( \triangle_{n})|=2\pi|\sum_{i=1}^{n}\{\frac{1}{3!}\varphi(s_{i-1})(s_{i}-s_{i-1})^{3}+\frac{1}{4!}\frac{\partial^{4}F}{\partial s_{i}^{4}}(s_{i}, \xi)(s_{i}-s_{i-1})^{4}\}|$

となる。

$n^{2}|S-S( \triangle_{n})|\leq 2\pi n^{2}\sum_{i=1}^{n}(|\frac{1}{3!}\varphi(s_{i-1})(s_{i}-s_{i-1})^{3}|+|\frac{1}{4!}\frac{\partial^{4}F}{\partial s_{i}^{4}}(s_{i}, \xi)(s_{i}-s_{i-1})^{4}|)$

$\leq\frac{\pi}{3}\max_{[a,b]}|\varphi|n^{2}\sum_{i=1}^{n}d(\triangle_{n})^{3}+\frac{\pi}{12}Mn^{2}\sum_{i=1}^{n}d(\triangle_{n})^{4}$

$\leq\frac{\pi}{3}\max_{[a,b]}|\varphi|n^{3}d(\triangle_{n})^{3}+\frac{\pi}{12}Mn^{3}d(\triangle_{n})^{4}$
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となるので、
li $n arrow\infty ms^{\backslash }upn^{2}|S-S(\triangle_{n})|\leq\frac{\pi}{3}e(\triangle_{n})^{3}\max_{[a,b]}|\varphi|$

を得る。 口

Proof of Theorem2.4. 計算により、部分区間 $[p, q]$ に依存しない定数 $N$ を用いて上
から次のように評価できる。

$| \frac{\partial^{4}F(p,q)}{\partial q^{4}}q=c|\leq\max_{[\rho,q]}\{(f’)^{2}+1\}^{-\frac{1}{2}}N$

また、 ある $N’>0$ が存在して

$\max\{(f)^{2}+1\}^{-\frac{1}{2}}\leq N’\max\varphi\cdots(*)$

$|p,q]$ $[p,q]$

が成り立っ。

Lemma 2.6 (Gleason[3]). $\Phi$ : $[a, b]arrow R$ は $\forall t\in[a, b]$ に対して $\Phi(t)\geq 0$ かつ連
続とする。 このとき、 全ての $i(1\leq i\leq n)$ に対して

$(s_{i}-s_{i-1}) \max_{[s_{i-1},s_{i}]}\Phi$

が等しくなるような分割 $\triangle_{n}^{G}:a=s_{0}<s_{1}<s_{2}<\cdots<s_{n-1}<s_{n}=b$ が存在し
て、 $(si-s_{i-1}) \max_{[s_{i-1},s_{i}]}\Phi=J_{n}$ とおくと、 次が成り立つ。

$\lim_{narrow\infty}nJ_{n}=.1_{a}^{b}\Phi(t)dt$

任意の $[a, b]$ の分割 $\triangle_{n}$ に対して、 各 $i$ ごとに $s_{i}’\in$ [ $s_{i-1}$ , si] が存在して、次の等
式が成り立っ。

$n^{2}(S-S( \triangle_{n}))=2\pi n^{2}\sum_{n=1}^{n}(\frac{1}{3!}\varphi(s_{i-1})(s_{i}-s_{i-1})^{3}+\frac{1}{4!}\frac{\partial^{4}F(p,q)}{\partial q^{4}}q=s_{i}(s_{i}-s_{i-1})^{4})$

$= \frac{\pi}{3}n^{2}\sum_{i=1}^{n}\varphi(s_{i-1})(s_{i}-s_{i-1})^{3}+\frac{\pi}{12}n^{2}\sum_{i=1}^{n}\frac{\partial^{4}F(p,q)}{\partial q^{4}}q=s_{l}’(s_{i}-s_{i-1})^{4}$
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そこで、 $(\varphi)^{\frac{1}{3}}$ に Lemma2.6を適用すると、分割 $\triangle_{n}^{G}$ に対して次の不等式が成り立つ。

$\lim_{narrow\infty}\frac{\pi}{3}n^{2}\sum_{i=1}^{n}\varphi(s_{i-1})(s_{i}-s_{i-1})^{3}=\lim_{narrow\infty}\frac{\pi}{3}n^{2}\sum_{i=1}^{n}(\varphi(s_{i-1})^{\frac{1}{3}}(s_{i}-s_{i-1}))^{3}$

$\leq\lim_{narrow\infty}\frac{\pi}{3}n^{2}\sum_{i=1}^{n}(\max_{[s_{i-1},s_{i}]}\varphi^{\frac{1}{3}}(s_{i}-s_{i-1}))^{3}$

$= \lim_{narrow\infty}\frac{\pi}{3}n^{2}\sum_{i=1}^{n}(J_{n})^{3}=\frac{\pi}{3}\lim_{narrow\infty}(nJ_{n})^{3}$

$= \frac{\pi}{3}(\int_{a}^{b}(\varphi(t))^{\frac{1}{3}}dt)^{3}$

$| \frac{\pi}{12}n^{2}\sum_{i=1}^{n}\frac{\partial^{4}F(p,q)}{\partial q^{4}}q=s_{i}’(s_{i}-s_{i-1})^{4}|\leq\frac{\pi}{12}n^{2}\sum_{i=1}^{n}\max_{[p,q]}\{(f’)^{2}+1\}^{-\frac{1}{2}}N(s_{i}-s_{i-1})^{4}$

$\leq\frac{\pi}{12}n^{2}\sum_{i=1}^{n}N’\max_{[\rho,q]}\varphi N(s_{i}-s_{i-1})^{4}$

一 $\frac{\pi NN’}{12}n^{2}(J_{n})^{3}\sum_{i=1}^{n}(s_{i}-s_{i-1})$

$= \frac{\pi NN’}{12}(b-a)(nJ_{n})^{3}\frac{1}{n}$

$\lim_{narrow\infty}|\frac{\pi}{12}n^{2}\sum_{i=1}^{n}|\frac{\partial^{4}F(p,q)}{\partial q^{4}}q=s_{i}’|(s_{i}-s_{i-1})^{4}|\leq\lim_{narrow\infty}\frac{\pi NN’}{12}(b-a)(nJ_{n})^{3}\frac{1}{n}=0$

以 1よ り、

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}n^{2}|S-S(\triangle_{n}^{G})|\leq\frac{\pi}{3}(\int_{a}^{b}\varphi(t)^{\frac{1}{3}}dt)^{3}$

を得る。最適分割 $\triangle_{n}\#$ に対して $|S-S(\triangle_{n}\#)|\leq|S-S(\triangle_{n}^{G})|$ が成り立つので定理の

主張は成り立つ。 口

Proof of Theorem2.5.

Lemma 2.7. $f$ : $[a, b]arrow R$ は $C^{4}$ 級とし、 さらに $f”(x)<0$ , を満たすとすると、

任意の $n$ 分割 $\triangle_{n}$ に対して

$\lim_{narrow}\inf_{\infty}n^{2}(S-S(\triangle_{n}))\geq\frac{\pi}{3}(\int_{a}^{b}\varphi(x)^{\frac{1}{3}}dx)^{3}$

が成り立つ。
この補題より、 定理 25の証明を得る。 口
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3 曲線の曲率の二乗の積分の近似和の収束の速ざ
この研究は東京理科大学の榎本一之氏との共同研究に基づくものである。

3.1 Preliminaries

このノートでは、 Euclid 空間の曲線の曲率の二乗の積分の近似和について考察
する。 $x$ : $[a, b]arrow E$ を Euclid 空間 $E$ 内の曲線の弧長パラメータ表示とする。
区間 $[a, b]$ の分割

$\triangle:a=s_{0}\leq s_{1}\leq\cdots\leq s_{n-1}\leq s_{n}=b$

に対して、 $s_{i-1}$ , si の中点を $c_{i}$ で表す。 $\triangle$ の幅を $d( \triangle)=\max\{s_{i}-s_{i-1}|1\leq i\leq n\}$

で定める。三点 $x(s_{i-1}),$ $x(c_{i}),$ $x(s_{i})$ を通る円の半径を $r_{i}$ で表し、

$K( \triangle)=\sum_{i=1}^{n}\frac{1}{r_{i}^{2}}(s_{i}-s_{i-1})$

によって $\int_{a}^{b}\kappa(s)^{2}ds$ の近似和 $K(\triangle)$ を定める。区間 $[a, b]$ の $n$分割の列 $\{\triangle_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ に

対して、

$e( \{\triangle_{n}\}_{n=1}^{\infty})=\lim s^{\backslash }upnd(\triangle_{n})narrow\infty$

によって e({ $\triangle$n}雛 l) を定める。
自然数 $n$ を固定する。区間 $[a, b]$ の $n$ 分割の集合 $\mathcal{D}$ はコンパクトである。 また、

$\triangle\in \mathcal{D}$に対して関数 $\triangle\mapsto|\int_{a}^{b}\kappa(s)^{2}ds-K(\triangle)|$ を考えると、 この関数は連続であ

る。 コンパクト集合上の連続関数は最小値を持つ。この関数の最小値をとる分割

を $\triangle_{n}\#$ とおき、 これを近似和 $K(\triangle)$ の値か $\Phi\ominus$ $b\int_{a}^{b}\kappa(s)^{2}ds$ の値に近いという意味

で最適分割という。

3.2 Results

Theorem 3.1. $\{\triangle_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ を区間 $[a, b]$ の $n$ 分割の列とする。 $e(\{\triangle_{n}\}_{n=1}^{\infty})<\infty$ を仮

定すると、次の不等式が成り立つ。

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}n^{2}|\int_{a}^{b}\kappa,(s)^{2}ds-K(\triangle_{n})|\leq\frac{1}{24}\max_{a\leq\iota\leq b}|\alpha(t)|e(\{\triangle_{n}\}_{n=1}^{\infty})^{3}$ .

ここで、 $\alpha(t)=x’’(t)\cdot x^{(4)}(t)+2||x^{m}(t)||^{2}-||x’’(t)||^{4}$ $(a\leq t\leq b)$ とする。特に、
次の等式が成り立つ。

$\lim_{narrow\infty}K(\triangle_{n})=\int_{a}^{b}\kappa(s)^{2}ds$ .
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Remark 3.2. ただし、 $x$ が空間曲線のとき、

$\alpha(t)=\kappa(s)^{2}\tau(s)^{2}+2\kappa’(s)^{2}+\kappa(s)\kappa’’(s)$

とかける。

Theorem 3.3. $\triangle_{n}\#$ を区間 $[a, b]$ の最適分割とする。 このとき次の不等式が成り
立っ。

li $m \sup_{narrow\infty}n^{2}|\int_{a}^{b}\kappa(s)^{2}$$ds$ – $K$ $( \triangle_{n}^{\#})|\leq\frac{1}{24}(\int_{a}^{b}|\alpha(t)|^{\frac{1}{3}})^{3}$ .

Theorem 3.4. $\triangle_{n}\#$ を区間 $[a, b]$ の最適分割とする。各 $i(1\leq i\leq n)$ に対して

$\int_{s_{i- 1}}^{s_{i}}\kappa(s)^{2}ds\geq\frac{1}{r_{i}^{2}}$

が成り立つとき、次の等式が成り立つ。

$li$ $m s^{\urcorner}upn^{2}narrow\infty|\int_{a}^{b}\kappa(s)^{2}$ $ds$ - $K$ $( \triangle_{n}^{\#})|=\frac{1}{24}(\int_{a}^{b}|\alpha(t)|^{\frac{1}{3}})^{3}$ .

3.3 Proofs

Proof of Theorem3.1. 曲率の二乗の局所的な積分を $h$ で展開する。 $x”(s+t)$ を展
開すると、

$x”(s+t)=x”(s)+x”’(s)t+x^{(4)}(s) \frac{t^{2}}{2}+\mathcal{R}(t)$

となる。 但し、 $||\mathcal{R}(t)||\leq \mathcal{M}|t|^{3}$ である。 よって、 $\kappa(s+t)^{2}$ の展開は、

$\kappa(s+t)^{2}=x’’(s+t)\cdot x’’(s+t)$

$=x”(s)\cdot x^{u}(s)+2x’’(s)\cdot x’’’(s)t+(x’’(s)\cdot x^{(4)}(s)+||x’’’(s)||^{2})t^{2}+\mathcal{R}’(t)$

$|\mathcal{R}’(t)|\leq \mathcal{M}’|t|^{3}$

となる。

$\int_{s-h}^{s+h}\kappa(t)^{2}dt=\int_{-h}^{h}\kappa(s+t)^{2}dt$

$= \int_{-h}^{h}\{\kappa(s)^{2}+2x’’(s)\cdot x’’’(s)t+(x’’(s)\cdot x^{(4)}(s)+||x’’’(s)||^{2})t^{2}+\mathcal{R}’(t)\}dt$

$= \kappa(s)^{2}2h+(x’’(s)\cdot x^{(4)}(s)+||x’’’(s)||^{2})\frac{2}{3}h^{3}+\mathcal{R}’’(h)$ .

$|\mathcal{R}’’(h)|\leq \mathcal{M}’’|h|^{4}$ である。研究ノート 「曲線と曲率の局所近似」の結果より、
$x(s-h),$ $x(s),$ $x(s+h)$ を通る円の半径を $r_{s}(h)$ とすると、

$\frac{1}{r_{s}(h)^{2}}=||x’’(s)||^{2}+\frac{1}{6}(x^{(4)}\cdot x’’+||x’’||^{4})h^{2}+R’’’(h)$ $||R’’’(h)||\leq \mathcal{M}’’’|h|^{3}$
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であるから、 両辺に $2h$ をかけて

$\frac{1}{r_{s}(h)^{2}}2h=\kappa(s)^{2}2h+\frac{1}{3}(x’’(s)\cdot x^{(4)}(s)+|x’’(s)|^{4})h^{3}+R’’’(h)2h$

となる。 したがって、 区間 $[s-h, s+h]$ での局所的評価は、

$\int_{s-h}^{s+h}\kappa(t)^{2}dt-\frac{1}{r_{s}(h)^{2}}2h$

$=( \frac{1}{3}x’’(s)\cdot x^{(4)}(s)+\frac{2}{3}||x’’’(s)||^{2}-\frac{1}{3}||x’’(s)||^{4})h^{3}+\mathcal{R}^{\prime\prime\prime\prime}(h)$

$= \frac{1}{3}\alpha(s)h^{3}+\mathcal{R}^{m\prime}(h)$ $|\mathcal{R}^{m\prime}(h)|\leq \mathcal{M}^{\prime\prime\prime\prime}|h|^{4}$

となる。

次に局所的評価を利用して定理の証明をする。 $c_{i}= \frac{s_{i-1}+s_{i}}{2}$ とおく。

$n^{2}| \int_{a}^{b}\kappa(s)^{2}ds-K(\triangle_{n})|$

$=n^{2}| \sum_{i=1}^{n}\{\frac{1}{3}\alpha(c_{i})\frac{1}{8}(s_{i}-s_{i-1})^{3}+\mathcal{T}(s_{i-1}, s_{i})\}|$ $|\mathcal{T}(s_{i-1}, s_{i})|\leq \mathcal{N}|s_{i}-s_{i-1}|^{4}$

$\leq\frac{n^{2}}{24}\sum_{i=1}^{n}|\alpha(c_{i})|(s_{i}-s_{i-1})^{3}+n^{2}\sum_{i=1}^{n}|\mathcal{T}(s_{i-1}, s_{i})|$

$\leq\underline{1}\max|\alpha(t)|n^{3}d(\triangle_{n})^{3}+\mathcal{N}n^{3}d(\Delta_{n})^{4}$

24 $a\leq t\leq b$

両辺の上極限をとる。仮定より $e(\{\triangle_{n}\}_{n=1}^{\infty})<\infty$ だから、 $\lim_{narrow\infty}d(\triangle_{n})=0$ となる

ので、

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}n^{2}|\int_{a}^{b}\kappa(s)^{2}ds-K(\triangle_{n})|\leq\frac{1}{24}\max_{a\leq t\leq b}|\alpha(t)|e(\{\triangle_{n}\}_{n=1}^{\infty})^{3}$

を得る。 口

Proof of Theorem3.3. $|\alpha(t)|^{\frac{1}{3}}$ に Lemma2.6を適用すると、ある分割 $\triangle_{n}^{G}:a=s_{0}<$

$s_{1}<\cdots<s_{n-1}<S_{n}$ が存在して、 全ての $1\leq i\leq n$ に対して、

$J_{n}= \max_{[s_{i-1},s_{i}]}|\alpha(t)|^{\frac{1}{3}}(s_{i}-s_{i-1})$

は全て同じ値をとる。 さらに、

$\lim_{narrow\infty}nJ_{n}=\int_{a}^{b}|\alpha(t)|^{\frac{1}{3}}ds$

が成り立つ。
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ここで、 ある $i$ に対して、 $\max_{[s_{i}}1^{S_{i}]}|\alpha(t)|^{\frac{1}{3’}}=0$ とすると、 $J_{n}=0$ となるので、
全ての $i$ に対して $\max_{[s_{i-1},s_{i}]}|\alpha(t)|^{\frac{1}{3}}=0$ となる。 したがって、 全ての $i$ に対して
$\max_{[s_{i- 1},s_{i}]}|\alpha(t)|^{\frac{1}{3}}\neq 0$ か $\max_{[s_{i- 1},s_{i}]}|\alpha(t)|^{\frac{1}{J’}}=0$ の二つに場合分けされる。
(1 ) 全ての $i(1\leq i\leq n)$ に対して $\max_{[s_{z-1},s_{i}]}|\alpha(t)|^{\frac{1}{3}}\neq 0$ のとき

ある $\mathcal{N}>0$ に対して

$|\mathcal{T}(s_{i-1}, s_{i})|\leq \mathcal{N}(s_{i}-s_{i-1})^{4}$

が成り立つことを思い出しておこう。
このとき、 $\max_{[s_{i-1},s_{i}]}|\alpha(t)|>0$ であるから、 ある $\epsilon_{i}>0$ が存在して、 $\epsilon_{i}\leq$

$\max_{[s_{i-1},s_{i}]}|\alpha(t)|$ である。 $\epsilon=$ mi$n\{\epsilon_{i}|1\leq i\leq n\}$ とすると、全ての $i(1\leq i\leq n)$ に

対して、 $\epsilon\leq\max_{[s_{i-1},s_{i}]}$ I $\alpha(t)|$ となる。 よって

$\mathcal{N}\epsilon\leq \mathcal{N}\max_{[s_{1},s_{i}]}|\alpha(t)|$ , $\mathcal{N}\leq\frac{\mathcal{N}}{\epsilon}\max_{[s_{i-1},s_{i}]}|\alpha(t)|$

が成り立つので、

$| \mathcal{T}(s_{i-1}, s_{i})|\leq \mathcal{N}(s_{i}-s_{i-1})^{4}\leq\frac{\mathcal{N}}{\epsilon}\max_{[s_{i-1},s_{i}]}|\alpha(t)|(s_{i}-s_{i-1})^{4}$ .

ここで、 $\frac{N}{\epsilon}=\mathcal{A}$ とおけば、

$| \mathcal{T}(s_{i-1}, s_{i})|\leq \mathcal{A}\max_{[s_{j- 1},s_{i}]}|\alpha(t)|(s_{i}-s_{i-1})^{4}$

となる。以上を用いて、曲線の曲率の二乗の積分と Gleason分割 $\triangle_{n}^{G}$ に対する近似
和 $K(\triangle_{n}^{G})$ との誤差の絶対値に $n^{2}$ をかけたものを上から評価すると、

$n^{2}| \int_{a}^{b}\kappa(s)^{2}-K(\triangle_{n}^{G})|=n^{2}|\sum_{i=1}^{n}\frac{1}{3}\alpha(c_{i})\frac{1}{8}(s_{i}-s_{i-1})^{3}+\mathcal{T}(s_{i-1}, s_{i})|$

$\leq n^{2}\sum_{i=1}^{n}\frac{1}{24}|\alpha(c_{i})|(s_{i}-s_{i-1})^{3}+n^{2}\sum_{i=1}^{n}|\mathcal{T}(s_{i-1}, s_{i})|$

$\leq\frac{n^{2}}{24}\sum_{i=1}^{n}\max_{[s_{t-1},s_{i}]}|\alpha(t)|(s_{i}-s_{i-1})^{3}+n^{2}\sum_{i=1}^{n}\mathcal{A}\max_{[s_{i-1},s_{i}]}|\alpha(t)|(s_{i}-s_{i-1})^{4}$

$= \frac{1}{24}(nJ_{n})^{3}+A(nJ_{n})^{3}(b-a)\frac{1}{n}$

となる。

$| \int_{a}^{b}\kappa(s)^{2}-K(\triangle_{n}^{\#})|\leq|\int_{a}^{b}\kappa(s)^{2}-K(\triangle_{n}^{G})|$

であることから、最適分割 $\triangle_{n}\#$ に対して

lim $supn^{2}|\int_{a}^{b}\kappa(s)^{2}-K(\triangle_{n}^{\#})|\leq\frac{1}{24}(\int_{a}^{b}|\alpha(t)|^{\frac{1}{3}}dt)^{3}$
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が成り立っ。
(2) 全ての $i(1\leq i \leq n)$ に対して $\max_{[s_{i-1},s_{i}]}|\alpha(t)|^{\frac{1}{3}}=0$ のとき

このとき、 $|\alpha(t)|>0$ より、 $[a, b]$ 上で $|\alpha(t)|=0$ である。

Theorem3. 1を適用すると、

$\lim_{narrow\infty}n^{2}|\int_{a}^{b}\kappa(s)^{2}ds-K(\triangle_{n})|\leq 0$

である。 また、

$\frac{1}{24}(\int_{a}^{b}|\alpha(t)|^{\frac{1}{3}}dt)^{3}=0$

であるから、 Theorem3.3の主張は成り立っ。 口

Proof of Theorem3.4. Theorem2.5と同様にして証明できる。 口
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