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概要

本稿では, 4つの主曲率をもつ球面内の等質等径超曲面を定義する等径関数と, コンパク
トで既約な階数 2の古典型 Hermite 対称空間の等方表現に付随する運動量写像の関係に
ついて述べる. また, FKM 型等径超曲面と運動量写像の関係についての現時点での研究
結果を報告する.

1 球面内の等径超曲面

本節では, 球面内の等径超曲面について簡単に説明する.
Riemann 多様体 $(M, \langle, \})$ の超曲面が等径超曲面であるとは, $M$ 上の等径関数 $\varphi$ :

$Marrow \mathbb{R}$ のレベル集合として定義されることをいう. ここで $M$ 上のなめらかな関数
$\varphi:Marrow \mathbb{R}$ が等径関数であるとは, 以下をみたすなめらかな一変数関数 $A(t),$ $B(t)$ が存

在するときをいう:

$\{\begin{array}{l}\Vert grad\varphi\Vert^{2}=\{grad\varphi, grad\varphi\}=A\circ\varphi,\Delta\varphi=Bo\varphi.\end{array}$

等径超曲面に関する歴史や基本的性質等については尾関-高木-竹内 [10] や宮岡 [7] 等を
参照していただきたい.

以下では, 球面 $S^{n}$ 内の等径超曲面を考えることにし, この後で必要なことについて簡
単にまとめる.

球面内の超曲面が等径超曲面であることと, 主曲率一定であることは同値であることが
知られている. 球面内の等質超曲面は主曲率一定なので, 球面内の超曲面に関して “等質
$\Rightarrow$ 等径” が成り立つ. 球面内の等質超曲面は分類済であり, それらは適当な階数 2の対称
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空間の等方表現の主軌道に一致することが知られている.

球面内の等径超曲面の, 相異なる主曲率の個数を $g$ と表すことにする. $\lambda_{1}<\cdots<\lambda_{g}$

を主曲率とし, それぞれの重複度を $m_{1},$ $\ldots,$ $m_{9}$ とするとき, M\"unzner は次を示した:

命題 $1.1$ (M\"unzner [8], [9]).

(1) $m_{i}=m_{i+2}$ for $imod g$ .
(2) 球面 $S^{n}$ 内の等径超曲面を定義する等径関数は, 以下の偏微分方程式系を満たす 9
次斉次多項式関数 $f:\mathbb{R}^{n+1}arrow \mathbb{R}$ を $S^{n}$ に制限したもの:

$\{\begin{array}{l}\Vert gradf(P)\Vert^{2}=g^{2}|P|^{2g-2},\Delta f(P)=\frac{m_{2}-m_{1}}{2}g|P|^{g-2}.\end{array}$ $($ 1.1 $)$

ここで $|\cdot|$ は $\mathbb{R}^{n+1}$ の Euclid ノルム. (このような斉次多項式 $f$ を Cartan-

M\"unzner 多項式と呼ぶ. )

(3) $g\in\{1,2,3,4,6\}$ .

4つの主曲率をもつ, 球面内の等径超曲面のうち, 現在知られているものは, 以下に挙

げる階数 2の対称空間の等方表現の主軌道として得られるものと, $FKM$ 型等径超曲面で

ある:

(1) SO$(2+n)/$ SO(2) $\cross$ SO $(n)$ ,

(2) SU$(2+n)/S(U(2)\cross U(n))$ ,

(3) SO(10) $/U(5)$ ,

(4) $E_{6}/U(1)\cross Spin(10)$ ,

(5) Sp$(2+n)/$ Sp(2) $\cross$ Sp $(n)$ ,

(6) SO(5) $\cross$ SO(5) $/$ SO(5).

このうち, (1) から (4) までは Hermite 対称空間である. FKM 型等径超曲面の分類は

Cecil-Chi-Jensen [2] と Immervoll [5] によって独立にほぼ完成している.

我々は 4つの主曲率を持つ, 球面内の等径超曲面に興味を持っている. 特に「4つの主

曲率を持つ球面内の等径超曲面は, 等質か非等質かに依らずに, 全て運動量写像と関係す

るだろう」 と予想をしていて, その研究を行っている. 現在, 上記のリストの (1), (2), (3)

の対称空間から得られる等径超曲面については, 運動量写像との関係が分かったので, こ

れを報告する (定理 3.1). また, FKM 型等径超曲面と運動量写像の関係については, 現在,

研究を行っているところであり, これまでに分かったことを報告する (命題 4.1).
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2 Hamilton 作用と運動量写像
本節では Hamilton 作用と運動量写像について簡単に復習する. 詳しくは Audin [1] 等

を参照していただきたい.

「球面内の等径超曲面と運動量写像の関係」を調べたいのだが, そのためには “良い” 群

作用を考えなければならない. その “良い” 群作用が “Hamilton 作用” である.

$2n$ 次元 $C^{\infty}$ -多様体 $M$ と, $M$ 上の微分 2-形式 $\omega$ で, $d\omega=0$ かつ $\omega^{\wedge n}\neq 0$ なるもの

の組 $(M,\omega)$ をシンプレクティック多様体といい, $\omega$ を $M$ のシンプレクティック形式と

いう.

定義 2.1. Lie 群 $K$ のシンプレクティック多様体 $(M,\omega)$ への作用が Hamilton 的であ

るとは, 以下を満たすことをいう:

(1) $K$-作用はシンプレクティック形式 $\omega$ を保つ,

(2) 運動量写像 $\mu:Marrow$ 架が存在する.

ただし, $f^{*}$ は $K$ の Lie 代数 $f$ の線型空間としての双対空間である. ここで写像 $\mu:Marrow$

ゼが運動量写像であるとは,

(1) $(d\mu)_{P}(Q)(\xi)=\omega_{P}(\tilde{\xi}_{P}, Q)$ for $P\in M,$ $Q\in T_{P}M,$ $\xi\in f$ ,

(2) $\mu(a.P)=a.\mu(P)$ for $P\in M,$ $a\in K$

を満たすときをいう. ここで $\tilde{\xi}$ は以下で定義される $M$ 上のベクトル場である:

$M \ni P\frac{d}{dt}\exp(t\xi).P_{t=0}\underline{\tilde{\zeta}}\in T_{P}M$ .

運動量写像の性質 (b) は, 運動量写像は $K$-同変写像であることを意味する.

さて ) 我々は等径関数と運動量写像の関係を調べている. 特に運動量写像から等径関数

を構成することを考えている. そのためには次のことを実行すればよい:

(1) $\mathbb{R}^{2n}$ への群作用はシンプレクティック形式 $\omega$ を保つかを確認,

(2) 運動量写像 $\mu$ の計算,

(3) $\Vert\mu\Vert^{2}$ が Cartan-M\"unzner 多項式になるための条件を求める. ただし, $\Vert\cdot\Vert$ は $K-$

不変ノルムである.

この工程で得られる等径関数 $\Vert\mu\Vert^{2}$ の余次元 1のレベル集合は球面 $S^{2n-1}\subset \mathbb{R}^{2n}$ の, 4
つの主曲率を持つ等径超曲面である. いくつかの群作用に関してはこのことを確認できた

ので, 次節以降でその結果を紹介したい.
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3 Hermite 対称空間の等方表現の運動量写像

本節では階数 2の Hermite 対称空間の等方表現と運動量写像の関係について説明する.

以下で述べることは論文 [4] の内容である.

階数 2の Hermite対称空間 $G/K$ の等方表現の主 $K$-軌道が球面 $S^{2n-1}$ 内の等質等径超

曲面となることが知られている. 定義から, この軌道は適当な等径関数 $\varphi;\mathfrak{p}\simeq \mathbb{R}^{2n}arrow \mathbb{R}$

のレベル集合である事が分かっている. ここで $\mathfrak{p}$ は $\mathfrak{g}$ の Cartan 分解 $\mathfrak{g}=f\oplus \mathfrak{p}$ に現

れる $\mathfrak{p}$ である. M\"unzner の結果によって, この $\varphi$ は適当な Cartan-M\"unzner 多項式

$f\in \mathbb{R}[x_{1}, \ldots,x_{2n}]$ の $S^{2n-1}$ への制限である事が分かっている. 注目すべきは $f$ が $K-$

不変であることである.

一方で, 階数 2の Hermite 対称空間 $G/K$ の等方表現が Hamilton 作用であることが知

られている. したがって ) 運動量写像 $\mu;\mathfrak{p}arrow f^{*}\simeq f$ が存在する. 運動量写像は $K$-同変

写像であり, 適当な $K$-不変ノルム $\Vert\cdot\Vert$ との合成を考えることで K-不変関数を得る.

我々はこの二つの $K$-不変関数の関係について, $G/K$ が古典型の場合に以下の結果を

得た:

定理 3.1 (F. [4]). $G/K$ を階数 2の古典型コンパクト既約 Hermite 対称空間とする. つ

まり, $G/K$ は次の 3つのうちのいずれか:

SO$(2+n)/$ SO(2) $\cross$ SO $(n),$ $SU(2+n)/S(U(2)\cross U(n))$ , SO(10) $/U(5)$ .

このとき,

(1) 等方表現 $K^{Ad}\cap \mathfrak{p}$ は $\omega$ を保つ,

(2) 運動量写像 $\mu:\mathfrak{p}arrow f^{*}\simeq f$ は $\mu(P)=(1/2)[P, [P, Z]]\in f$ と書ける,

(3) $\Vert\mu(P)\Vert^{2}$ が Cartan$-M\ddot{u}$nzner 多項式になるような $f^{*}$ 上の $K$-不変ノルム $\Vert\cdot\Vert$ が

存在する.

ただし, $Z$ は $J:=$ ad$z|_{p}$ が $\mathfrak{p}$ 上の $K$-不変複素構造を定めるような $\mathfrak{g}$ の元である. ま

た, $\mathfrak{g}$ の Killing 形式から定まる $\mathfrak{e}*$ 上の $K$-不変内積 (, $\}$ によって $f^{*}\simeq f$ とみなしてい

る. $\mathfrak{p}$ 上のシンプレクティック形式 $\omega$ は $\omega(x, y):=\langle J(x),$ $y\rangle$ で定義する.

(証明の概略) (1) は直接計算から従う. (2) は, $\mu(P)=(1/2)[P, [P, Z]]$ が運動量写像の

定義を満たすことを確かめればよい.

(3) $G/K$ は Hermite 対称空間なので, Lie 代数 $t$ は $P=\mathfrak{u}(1)\oplus f’$ と Lie 代数として分

解できる. そこで以下のような図式を考える. ただし $p_{1}:farrow\iota\iota(1),$ $p_{2}:farrow f’$ はそれぞ
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れ第 1成分, 第 2成分への自然な射影である:

$u(1)$

$\nearrow^{p_{1}}$

$\mathfrak{p}arrow^{\mu}f^{*}\simeq f$

$\backslash _{p_{2}}$

$f’$

$9$ の Killing 形式 $B$ と実数 $a,$ $b$ に対して

$aB|_{u(1)}(\cdot,$ $\cdot)+bB|_{t’}(\cdot,$ $)$ (3.1)

は $f$ 上の内積を定める. 運動量写像 $\mu$ の, 上で定めた内積に関するノルム 2乗関数を

$f_{a_{2}b}(P)=aB|_{u(1)}(\mu(P),\mu(P))+bB|_{t’}(\mu(P),\mu(P))$

$=aB(p_{1}o\mu(P),p_{1}\circ\mu(P))+bB(p_{2}o\mu(P),p_{2}o\mu(P))$
(3.2)

$=aB(\mu_{1}(P),\mu_{1}(P))+bB(\mu_{2}(P),\mu_{2}(P))$

$=a\Vert\mu_{1}(P)\Vert^{2}+b\Vert\mu_{2}(P)\Vert^{2}$

と定義する. ただし, $\mu_{1}:=p_{1}o\mu,$ $\mu_{2}:=p_{2}\circ\mu$ である.

あとは, 各 $G/K$ に対して以下のステップを実行すれば証明が終わる:

(1) 運動量写像 $\mu$ の計算,

(2) $f_{a,b}(P)$ の計算,

(3) $\Vert gradf_{a,b}(P)\Vert^{2},$ $\Delta f_{a,b}(P)$ の計算,

(4) $f_{a_{2}b}(P)$ が Cartan-M\"unzner 多項式になるような $(a, b)$ を求める. 口

注意 3.2. 我々が今回計算して得た Cartan-M\"unzner 多項式は, 尾関-竹内 [12] で計算さ

れているものと本質的には同じものである (違いは $f^{*}$ 上の $K$-不変内積の取り方と計算

方法である).

注意 3.3. 定理 3.1 (2) の運動量写像の記述は, Hermite 対称空間の等方表現の運動量写

像に対して成り立ち, $G/K$ の階数や古典型・例外型といった性質には依らない.

4 FKM 型等径超曲面と運動量写像

本節では, FKM 型等径超曲面と運動量写像の関係について, 現時点で分かっていること

を述べる.
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FKM型等径超曲面とは 4つの主曲率を持つ球面内の等径超曲面のクラスの一つで, これ

らは Clifford 代数の表現から構成される. Clifford 代数については Lawson-Michelsohn

[6] を参照していただきたい. その構成法は尾関-竹内 [11] の方法を Ferus-Karcher-
M\"unzner が拡張したものである ([3]). FKM 型等径超曲面の構成を簡単に言うと,

Clifford 代数 $C1_{m-i}$ の $l$ 次表現から, 次を満たす $2l$ 次実対称行列 $P_{0},$
$\ldots,$

$P_{m}$ を得る:

$P_{i}^{2}=I_{2l}(^{\forall}i)$ , $P_{i}P_{j}+P_{j}P_{i}=0(i\neq j)$ .

この $P_{0},$
$\ldots,$

$P_{m}$ を用いて $\mathbb{R}^{2l}$ 上の関数 $F$ : $\mathbb{R}^{2l}arrow \mathbb{R}$ を

$F(x)=(x,$ $x \}^{2}-2\sum_{i=0}^{m}\{P_{i}x,$
$x\rangle^{2}$ for $x\in \mathbb{R}^{2l}$

と定義すると, $F$ は Cartan-M\"unzner 多項式となる.

このとき, その構成法および Clifford 代数の性質から $\mathbb{R}^{2l}1_{\llcorner}^{\vee}K=U(1)\cross Spin(m)$ が

作用することが分かる. 我々はこの作用から運動量写像が得られ, その運動量写像から $F$

が得られるのではない力 $\backslash$ , と考えている. 研究の結果, 現時点で分かっていることを以下に

まとめる.

命題 4.1. 上と同じ記号を用いる. $\mathbb{R}^{2l}$ の標準的な Euclid 内積 {, $)$ と標準的な複素構造

$J$ を用いて $\omega(x, y):=\{J(x), y\}$ と定義する.

(1) FKM 型等径超曲面を定義する等径関数 $F$ は $K$-不変,

(2) $K\cap \mathbb{R}^{2l}$ はシンプレクティック形式 $\omega$ を保つ.

さらに, 運動量写像に関する一般論から $Kr\sim \mathbb{R}^{2l}$ は Hamilton 作用であり, したがっ

て運動量写像 $\mu$ : $\mathbb{R}^{2l}arrow f^{*}$ ( $f$ は $K$ の Lie 代数) の存在については分かっている.
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