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1 はじめに

近年, エネルギー市場の自由化に伴い, 様々なデリバティブが取引されるようになってきてい

る. その一種としてスウィング・オプションが挙げられる. スウィングオプションの買い手と売

り手の間にはエネルギーの取引契約があらかじめ結ばれており, スウィング・オプションの買い手

は, 満期までの各期間に定められた取引量を, 定められた回数だけ変更することができる.
スウィング・オプションが他のオプションと大きく異なる点は, 量の自由度を持つ, すなわち取

引変更量を連続値で自由に変更できることである. さらに, 取引変更量には様々な制約が課せられ

る. その一方で, 権利が行使可能な期日は 1日単位などの離散時間であるために, 解析的に解くこ

とは難しい. そのため, 数値的な解法が用いられる.

任意の離散時間に権利を行使できるという性質ゆえに, スウィングオプションの研究はアメリ

カン・オプション (バミューダ・オプション) の流れで発展してきた. アメリカンオプションの

価格を求める代表的な数値計算手法の 1つに最小 2乗モンテカルロ法がある. 最小 2乗モンテカ

ルロ法は Longstuff and Schwartz[7] によって提案された. その後, スウィングオプションに対

しても拡張がなされている [4] [2].
また, 別の価格付け手法の 1つとして最適行使境界に注目する方法が挙げられる. Ibanez[6] は

権利行使が複数回可能な義務つきアメリカン・オプションの最適行使境界を分析し, 境界の一意

性, 単調性などを示している. そして, その性質を持つ最適行使境界を計算することで価格付けを

行っている. それに対し, 本稿では bang-bang なタイプのスウィング・オプションの最適行使境

界が持つ一意性, 単調性などを示した $*$ 2. また, 価格の計算も合わせて行った.

ところで, 上に挙げた手法によって得られる価格はいずれも, 真値に対して下方のバイアスがか

かっている. つまり, 得られる価格は真値の下界であるといえる. それに対し, 価格の真値の上

界を与える手法が近年提案されてきている. Rogers[9], Haugh and Kogan[5] は, アメリカンオ

プションの価格を与える最適停止問題の双対形式に注目し, その問題を変形することでオプショ

ン価格の真値の上界を与える式を導出した. また, その式を近似する手法を提案した. その後,

Meinshausen and Hambly[8], Aleksandrov and Hambly[l], Bender[3] などによって, 権利行使

回数や 1期に行使できる権利の数を複数回に拡張したアメリカンオプションに対して同様に価格

$*1$ 本研究は文部科学省グローバル COE プログラム「数学新展開の研究教育拠点」の支援を受けた. また, 本稿は証明

等を省略した簡約版である.
$*2$ bang-bang とは, 権利行使時の取引変更量が変更可能な最大値か最小値のみをとることを意味する.
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の上界を与える式が導出されている. それに対し, 本稿では bang-bang なタイプのスウィング.

オプションに対して, 価格の 2階差分に注目することによって, 価格の上界を与える式を導出し
た. そして, 下界と上界の数値計算を具体的に行った.

以下に本稿の構成を示す. まず, 2節で本稿で対象とするスウィング・オプションを定義する.
次に, 3節でスウィング・オプションの最適行使境界に関する諸性質を示す. さらに, 4節ではス

ウィングオプションの価格の上界を求めるための式を導出する. そして, 5節で実際に価格の上

界を計算した数値例を示す. 6節はまとめと今後の課題である.

2 スウィングオプションの定義

スウィングオプションは, エネルギーの買い手と売り手の間で取引されるオプションである.
買い手と売り手はあらかじめ, 時刻 $0,1,$ $\ldots,$

$T$ の各期に原資産 (エネルギー) $S$ を価格 $K_{t}$ で固定

量だけ取引する契約を結んでいるものとする. ただし, 各時刻の間隔はムオとする. 買い手は, ス

ウィングオプションを売り手から購入することで, この取引量を定められた回数だけ変更する権
利を得る. ただし, 変更量には様々な制約が設定される.

本稿で対象とするスウィングオプションを定義する. まず, 権利行使回数は $L(\leq T+1)$ 回と

する. 各期の取引変更量 $v_{t}$ は
$v_{\min}\leq v_{t}\leq v_{\max}$

を満たしているものとする. この制約は DCQ (Daily contract Quantity) と呼ばれる. また, 取

引変更量の和について,

$V_{\min} \leq\sum_{t=0}^{T}v_{t}\leq V_{\max}$

を満たしているものとする. この制約は ACQ (Annual Contract Quantity) と呼ばれる.

さらに, $V_{\min}$ と $V_{\max}$ がとる値は以下の式で表されうる値に限定されるものとする :

$V_{\min}=a\cdot v_{\min}+(L-a)v_{\max}$ ,
$V_{\max}=b\cdot v_{\min}+(L-b)v_{\max}(a, b\in Z^{+})$ .

すなわち, $V_{\min}$ と玲 ax は $v_{\min}$ と $v_{\max}$ を伴う合計 $L$ 回の権利行使によって達成されうるものと

する. このとき, オプションの買い手がとるべき戦略 (権利行使ならびに変更量) について以下の

命題が成り立つ.

命題 1: 上で定義したスウィング・オプションから得られる利益を最大にする戦略集合には, 変更
量として $v_{\min}$ か $v_{\max}$ しか選ばず, $L$ 回の権利を使い切るような戦略 (bang-bang な戦略) が必

ず含まれる.

命題 1から, 上で定義したスウィング・オプションの価格付け問題を考える際には bang-bang
な戦略のみをとりうるとしてよい. そこで, 以後は bang-bang な戦略のみをとりうるスウィング.

オプションを価格付けの対象として話を進めていく.
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このとき, スウィングオプションの制約は, $v_{\min},$ $v_{\max}$ それぞれを伴う権利の最低行使回数と

して書き直すことができる. したがって, スウィングオプションの $L$ 回の権利は, $1$ ) $v_{\max}$ をと

もなう購入義務 $L_{b}$ 回, $2$ ) $v_{\min}$ をともなう売却義務 $L_{s}$ 回, $3$ ) $v_{\min)}v_{\max}$ 両方が選択可能なストラ

グルの権利 $L_{d}$ 回, という 3種類の権利に分解することができる. この 3種類の権利は同時に行使

することはできず, 図 1に示すように権利行使ごとに義務から優先して減っていく.

なお, 特に $L=T+1$ の場合は, 満期までの全ての期に $v_{\min}$ をともなう売却を行うと考えるこ

とで, 1) 売却義務, 2) 義務つきの複数回アメリカンコールオプション (売却義務と同時行使可

能 $)$ に分解することができる.

$arrowarrow$ : 売却

図 1 権利行使回数の遷移

3 スウィングオプションの最適行使境界

本節では, スウィングオプションの最適行使境界が持つ性質について分析する.

まず, スウィングオプションの価格付け問題を動的計画として定式化する :

$V(L_{b}, L_{d}, L_{s}, t)$ $=$ $\max[Y(L_{b}, L_{d}, L_{s}, t),$ $Z^{b}(t)+Y(L_{b}-1, L_{d}, L_{s}, t)$ ,
(1)

$Z^{s}(t)+Y(L_{b},$ $L_{d},$ $L_{s}-1,$ $t)]$ .

ここで, $Y(L_{b}, L_{d}, L_{s}, t)$ は継続価値, $Z^{b}(t),$ $Z^{s}(t)$ はそれぞれ購入, 売却の権利行使で得るペイオ

フで, 以下のように表される :

$Y(L_{b}, L_{d}, L., t)$ $=E_{t}[e^{-r\Delta t}V(L_{b}, L_{d}, L_{s}, t+1)]$ ,
(2)

$Z^{b}(t)=v_{\max}(S_{t}-K),$ $Z^{s}(t)=v_{\min}(S_{t}-K)$ .

また, 準備として権利行使回数に関するオプション価格の差分を定義する. 差分は購入と売却そ
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れそれについて以下のように定義される $*$ 3 :

$\Delta^{b}V(l_{b}, l_{d}, l_{s}, t)=V(l_{b}, l_{d}, l_{s}, t)-V(l_{b}-1, l_{d}, l_{s}, t)$ ,
$\triangle^{s}V(l_{b}, l_{d}, l_{s}, t)=V(l_{b}, l_{d}, l_{s}, t)-V(l_{b}, l_{d}, l_{s}-1, t)$ .

式 (2) における継続価値 (期待値の項) は原資産が従う価格過程 $S$ に依存する. 価格過程によっ

ては, 最適行使境界が一意に定まらなかったりと, 現実にそぐわないことも起こりうる. そこで,

価格過程 $S$ について, いくつかの条件を仮定する. 以下は $F(t, S_{t})\equiv E_{t}[e^{-r\triangle t}f(t+1, S_{t+1})]$ に

対してほとんど確実に成り立つ条件である :

1. $f$ が $S$ について連続ならば, $F$ も $S$ について連続で微分可能

2. $(f(t+1, S_{t+1}))\leq 0$ かつ $(f(t+1, S_{t+1}))\neq 0$ ならば (F(オ, $S_{t})$ ) $>0$

3. ある $c_{1},$ $c_{2}$ に対して $c_{1}\leq$ $(f($ オ $+1, S_{t+1}))_{S}’\leq c_{2}$ ならば $c_{1}\leq$ $($ F(オ, $S_{t}))_{S}’\leq c_{2}$ ,

特に $(f(t+1, S_{t+1}))_{S}’\neq c_{1},$ $c_{2}$ ならば $c_{1}<$ $($ F(オ, $S_{t}))_{S}’<c_{2}$

4. $(f($オ $, S_{t}))_{S}’=(F($オ $, S_{t}))_{S}’=c$ のとき, $f($ オ $, S_{t})$ と F$($ オ $, S_{t})$ は交点を持たない

ただし, $(\cdot)_{S}’$ は $S$ についての微分を表す. 4番の条件は, 購入, 売却義務の境界の不定性を除外す

るための条件である. エネルギーの価格過程としてよく用いられる平均回帰過程はこれらの条件を

満たす. また, ブラウン運動も $r>0$ であれば条件を満たす $*$ 4.
以上の設定の下でスウィングオプションの最適行使境界が満たす性質を示したのが定理 1で

ある.

定理 1: スウィングオプションの最適行使境界は 1-3に挙げる一意性, 4-7に挙げる単調性を満

たす. また, オプション価格は 8,9に挙げる大小関係を満たす. ただし, $S^{*b}(l_{b}, l_{d}, l_{s},$ オ $)$ は購入の

権利行使を定める境界, $S^{*s}(l_{b},$ $l_{d},$ $l_{s}$ , のは売却の権利行使を定める境界, $S^{*bs}(l_{b}, l_{d}, l_{s},$ オ $)$ は購入の

権利と売却の権利のどちらを行使するかを定める境界をそれぞれ意味する.

1. $S^{*b}(l_{b}, l_{d}, l_{s},$ オ $)$ は一意

2. $S^{*s}$ $(l_{b}, l_{d}, l_{s},$ オ $)$ は一意

3. $S^{*bs}$ $(l_{b}, l_{d}, l_{s},$ オ $)$ は一意

4. $l_{b}+l_{d}+l_{s}<T-$ オ $+1$ のとき, すなわち権利行使回数と残り期間が等しくないとき

$S^{*s}(l_{b}, l_{d}, l_{s},$ オ $)\leq S^{*b}(l_{b}, l_{d}, l_{s},$ オ $)$

5. 権利行使回数が増えるほど, 行使領域も大きくなる. すなわち

$S^{*b}(l_{b}, l_{d}, l_{s},$ オ $)\leq S^{*b}(l_{b}-1, l_{d}, l_{s},$ オ $)$ , $S^{*b}(l_{b}, l_{d}, l_{s},$ オ $)\leq S^{*b}(l_{b}, l_{d}, l_{s}-1,$ オ $)$

6. 権利行使回数が等しいとき, 購入義務が少ないほど行使領域は小さくなる. すなわち

$S^{*b}(l_{b}, l_{d}, l_{s},$ オ $)\leq S^{*b}(l_{b}-1, l_{d}, l_{s}+1,$ オ $)$

7. (性質 5の特殊ケース) $l_{b}+l_{d}+l_{s}=T-$ オ $+1$ のとき

$*3$ 正確には, $l_{b}=0$ や $l_{s}=0$ の場合は別に定義を記述する必要があるが, ここでは簡単のために $l_{b}>0,$ $l_{s}>0$ の

場合のみを想定して定義している. 以降も差分を考えるときは同様とする.
$*4r=0$ の場合は 4番の条件を満たさない.
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$S^{*bs}(l_{b}, l_{d}, l_{s},$ オ $)\leq S^{*b}(l_{b}-1, l_{d}, l_{s},$ オ $),$ $S^{*bs}(l_{b}, l_{d}, l_{s},$ オ $)\leq S^{*b}(l_{b}, l_{d}, l_{s}-1,$ オ $)$

8. 売却義務の回数が減ると, 差分は大きくなる. すなわち

$\triangle^{b}V(l_{b}, l_{d}, l_{s},$ オ $)-\triangle^{b}V(l_{b}, l_{d}, l_{s}-1,$ オ $)\leq$ 0
9. 権利行使回数が等しいとき, 購入義務が少ないほど差分は大きくなる. すなわち

$\Delta^{b}V(l_{b}, l_{d}, l_{s},$ オ $)-\Delta^{b}V(l_{b}-1, l_{d}, l_{s}+1,$ オ $)\leq 0$

5-9に関しては, 売却について対称的な性質が成り立つ.

証明は, 時刻 $T$ からスタートする後ろ向きの帰納法を用いて行われる.

上の性質を満たす最適行使境界はたとえば図 2のように表される.

図 2 最適行使境界の例

4 スウイングオプション価格の上界の数値計算手法

本節ではスウィングオプション価格の真値の上界を計算するための式を与える.

まず, スウィング・オプションの価格付け問題を最適停止問題として定式化する. 権利行使回数

$(L_{b}, L_{d}, L_{s})$ と割引済ペイオフ $Z($オ $, \xi)$ を持つスウィングオプションの時刻 $0$ における価格を求

める問題は以下のように定式化される. ここで, $Z$ (オ, 1) は購入, $Z($オ $, -1)$ は売却によるペイオフ

をそれぞれ表す :

$V^{*}(L_{b}, L_{d}, L_{s}, 0)= \sup_{\tau,\xi}\sum_{i=1}^{L}E[Z(\tau_{i}, \xi_{i})]$

s.t. $0\leq\tau_{1}<\ldots<\tau_{L}\leq T,$ $\xi_{i}\in\{1, -1\}$ , (3)

$\sum_{i=1}^{L}1_{\{\xi_{i}=1\}}\leq L_{b}+L_{d},$ $\sum_{i=1}^{L}1_{\{\xi_{i}=-1\}}\leq L_{d}+L_{s}$ .

この問題と動的計画により定式化された問題 1は同じ最適値を持つので, 最適行使境界から問題 3
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の最適停止時刻 $(\tau^{*}, \xi^{*})$ を構成することが可能である.

4.1 アメリカンオプショ $\backslash$ 価格の上界

問題 3を考えるにあたり, まずアメリカンオプションに対する先行研究の結果を見る. ペイオ
フ $Z$ (オ) を持つアメリカンオプションの価格 $V^{*}(0)$ を求める問題は以下の最適停止問題として定

式化されることがよく知られている :

$V^{*}(0)= \sup_{0\leq\tau\leq T}E[Z(\tau)]$

Rogers[9] はこの問題の双対形式に注目することで, 価格の上界を与える以下の定理を示している :

定理 2([9]): 任意のマルチンゲール $M$ (オ) $(M(0)=0)$ に対して以下の式が成り立つ :

$V^{*}(0) \leq E[\max_{t=0,\ldots,T}(Z($ オ$)-M($ オ $))]$ (4)

特に, $V^{*}$ (オ) を Doob 分解したときに現れるマルチンゲール $M^{*}$ (オ) について等号が成立する.

従って, 右辺のマルチンゲール項を近似することで, 価格 $V^{*}(0)$ の上界が数値的に与えられる.

42 複数回行使可能なアメリカンオプション価格の上界

この節で考えるのは, 権利が複数回であり, かつ 1期に複数の権利が行使可能なアメリカン・オ

プションである*5. 権利の総数を $L$ , 時刻オに行使可能な最大権利数を $c_{t}$ とする.

このタイプのオプションに対しては, 以下の式で表されるような権利行使回数についてのオプ

ション価格の差分に対する解析がよく行われる :

$\triangle V(L, 0)=V(L, 0)-V(L-1,0)$ .

Bender[3] は, 差分の価格が単一の停止時刻を持つ最適停止問題で上から抑えられることを示し,

その最適停止問題に定理 2を適用することによって, 価格の上界を与えた. その結果が以下の定理

である :

定理 3([3]): $n\leq T+1$ を満たす任意の $n$ , 制約 $c_{t}$ を満たす任意の停止時刻 $\tau_{1},$
$\ldots,$ $\tau_{n-1}$ ならび

に任意のマルチンゲール $M$ (オ) $(M(0)=0)$ に対して以下の式が成り立つ :

$\triangle^{n}V^{*}(0)$ $=$ $V^{*}(n, 0)-V^{*}(n-1,0)$

$\leq$ $\sup$ $E[Z^{[\tau_{1},\ldots,\tau_{n-1}]}(\tau)]$

$0\leq\tau\leq T$
(5 )

$\leq$ $E[$ $\max$ $(Z^{[\tau_{1}}$ ‘ $\tau_{n-1}]($オ$)-M($オ $))]$ .
$t=0,\cdots,T$

特に, $\tau_{1}^{*},$ . . . ’
$\tau_{n-1}^{*}$ と $\triangle^{n-\mathcal{E}_{n-\}(t)}^{\tau}}V^{*}$ (オ) を Doob 分解したときに現れるマルチンゲール $M^{*}$ (オ) に

ついて全体の等号が成立する. ただし, $Z^{[\tau_{1},\ldots,\tau_{n-1}]}$ (のは $\tau_{1},$
$\ldots,$ $\tau_{n-1}$ に従って権利を行使した

$*51$ 期に 1回のみ権利が行使可能なオプションについては, Meinshausen and Hambly[8] が分析している.
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とき, 時刻オにおいてすでに権利が $c_{t}$ 回行使されている場合に $-\infty$ の値をとるペイオフ関数,

$\mathcal{E}_{n-1}^{\tau}$ (オ) は $\tau_{1},$
$\ldots,$ $\tau_{n-1}$ に従った場合に時刻オ $-1$ までに行使される権利の数をそれぞれ表す.

式 (5) の右辺のマルチンゲール項を近似することで, 価格の差分の真値の上界を求めることがで

きる. 従って, その上界を足し合わせることで, 価格の真値の上界を得ることができる.

4.3 スウイングオプション価格の上界

この節では本稿の主題であるスウィングオプション価格の上界の式を与える.

スウィングオプションも権利行使回数が複数回のオプションの 1種なので, 前節と同じように

権利行使回数についての差分に注目する方法がまず考えられる. だが, スウィングオプションで

は正負 2種類の量をともなう権利行使が可能である. 従って, 買いと売り 2種類の差分が考えられ

るが, どちらの差分も逆方向の権利の行使をうまく扱うことができない $*$ 6.
そこで, 本稿では以下の式で定義されるオプション価格の 2階差分に注目する :

$\triangle\triangle V(L_{b}, L_{d}, L_{s}, 0)$ $=$ $V(L_{b}, L_{d}, L_{s}, 0)-V(L_{b}-1, L_{d}, L_{s}, 0)$

(6)
- $V$ $(L_{b}, L_{d}, L_{s}-1,0)+V(L_{b}-1, L_{d}, L_{s}-1,0)$ .

図 1における 2階差分に着目すると, 図 1のひし形 1つ 1つが 2階差分を表すと見なすことがで

きる. したがって, スウィングオプション価格 $V^{*}(L_{b}, L_{d}, L_{s}, 0)$ は

$V^{*}(L_{b}, L_{d}, L_{s}, 0)=$ $\sum$ $\triangle\triangle V^{*}(l_{b}, l_{d}, l_{s}, 0)$

$(l_{b},l_{d},l_{s})\in \mathcal{L}$

と価格の 2階差分の和に分解することができる. ここで, $\mathcal{L}$ は図 1のような状態遷移図における,

葉を除く頂点集合を表す.

この 2階差分の和に対して, 最適停止問題による上界を与えるのが以下の定理である :

定理 4: $L_{b}+L_{d}+L_{s}\leq T+1$ を満たす任意の $(L_{b}, L_{d}, L_{s})$ と定理 1における条件 1-6を満たし,

かつ最適停止時刻 $(\tau^{*}, \xi^{*})$ との間で売買の反転が起こらないような任意の $(\tau, \xi)$ に対して

$V^{*}(L_{b}, L_{d}, L_{s}, 0)$ $=$ $\sum$ $\triangle\triangle V^{*}(l_{b}, l_{d}, l_{s}, 0)$

$(l_{b},l_{d},l_{s})\in \mathcal{L}$

$\leq$

$\sum_{(l_{b},l_{d},l_{s})\in \mathcal{L}}\sup_{0\leq\tau\leq T}E[Z_{(l_{b},l_{d},l_{s})}^{[\tau,\xi]}(\tau’)]$

(7)

が成り立つ $*$ 7. 特に, $(\tau^{*}, \xi^{*})$ について等号が成立する. ただし, $\mathcal{L}$ は図 1のような状態遷移図に

おける葉を除く頂点集合 $Z^{[\tau,\xi]}$ は時刻 $\tau$ で権利行使不可の場合は $-\infty$ の値をとり, かつ必要
$(l_{b},l_{d},l_{s})$

に応じて補正項が加えられたペイオフ関数をそれぞれ意味する.

証明は $V^{*}$ を上回る戦略を発見的に構成する方法によって行う. $(\tau, \xi)$ が満たすべき条件, ペイ

オフ関数 $Z_{(l_{b},l_{d},l_{s})}^{[\tau,\xi]}$ の詳細は補論で与える.

$*6$ ここでいう逆方向は, 買いの差分なら売り, 売りの差分なら買いを意味する.
$*7$ 不等号は 2階差分の和についてのみ成り立ち, 先行研究のような差分単位での不等号は成り立たない.
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式 (7) の右辺のそれぞれの要素は単一の停止時刻を持つ最適停止問題として記述されているの

で, 定理 2を適用することができる. その結果が以下の定理である :

定理 5: $L_{b}+L_{d}+L_{s}\leq T+1$ を満たす任意の $(L_{b}, L_{d}, L_{s})$ と任意のマルチンゲール $M$ (オ) $(M(0)=$

$0)$ に対して

$V^{*}(L_{b}, L_{d}, L_{s}, 0)$ $=$
$\sum_{(l_{b},l_{d},l_{s})\in \mathcal{L}}\sup_{0\leq\tau\leq T}E[Z_{(l_{b},l_{d)}l_{s})}^{[\tau,\xi^{*}]}(\tau’)]$

$\leq$ $\sum_{(l_{b},l_{d},l_{s})\in \mathcal{L}}E[\max_{t=0,\ldots,\tau}[Z_{(l_{b},l_{d},l_{s})}^{[\tau^{*},\xi]} ($オ$)- M($ オ $)]]$

(8)

が成り立つ. 特に, $\triangle\Delta^{(l_{b},l_{d},l_{\epsilon})-\epsilon_{(t_{b},t_{d},l_{S})}^{l\tau,\xi^{*}|}(t)}V^{*}$

(オ) を Doob 分解したときに現れる $M^{*}$ (オ) について

等号が成立する. ただし, $\epsilon_{(l_{b},l_{d},l_{s})}^{[\tau,\xi]}$ (オ) は $(\tau, \xi)$ に従った時に時刻オ $-1$ までに執行されるそれぞれ

の権利数を意味する.

$\epsilon_{(l_{b},l_{d},l_{s})}^{[\tau,\xi]}$ (オ) については補論で補足する. 以上より, 式 (8) の右辺の期待値をモンテカルロ法に

よって数値的に求めることにより, スウィングオプション価格の真値の上界を求めることがで

きる.

5 価格付けの数値例

本節では, 前節の定理を利用してスウィングオプション価格の上界を計算した数値例を示す.
また, 価格の下界も合わせて計算し, バウンドの大きさに注目することで手法の精度を確認する.

原資産 $S$ の価格過程としては, 以下のような平均回帰過程を用いた :

$S_{t}=-3(S_{t}-40)d$オ $+05dW_{t},$ $S_{0}=40$ .

また, パラメータは以下の通りに設定した :

$r=0,$ $T=9,$ $\triangle$ オ $=1/24,$ $K=40$ .

以上の設定の下で, 権利行使回数 $(L_{b}, L_{d}, L_{s})=(1,1,1),$ $(2,2,2)$ の 2種類のスウィングオプ

ションについて上界と下界を計算した.

計算は大きく 2 ステップに分かれる. まず, モンテカルロ法によって最適行使境界の近似解を

求め, その境界を用いたモンテカルロ法 (繰り返し回数 1, 000, 000回) によって価格の下界を計

算する. 次に, 式 (8) におけるマルチンゲールの項を, 上で与えた最適行使境界を用いて近似す

ることで, 価格の上界を計算する (繰り返し回数 100回). ここでのマルチンゲールの近似手法は

Bender[3] に沿った方法を用いている. 近似には毎回 50, 000本のパスを発生させた.

得られた最適行使境界の一部を抜き出したものが図 3である. 3節で示した諸性質を満たしてい

ることが確認できる. また, 上界と下界の計算結果が表 1である. 2種類のオプションいずれにお

いても価格のバウンドが価格の 1%以下に収まっているのが見てとれる. $(L_{b}, L_{d}, L_{s})=(2,2,2)$
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表 1 スウィング. オプションの価格の上界と下界の数値例

権利行使回数 下界 上界

$(L_{b}, L_{d}, L_{s})=(1,1,1)$ 02872 02875

(0.0002) (0.0003)

$(L_{b}, L_{d}, L_{s})=(2,2,2)$ 05234 05255

(0.0003) (0.0005)

(括弧内の数値は標準誤差を表す. )

におけるバウンドは (1, 1, 1) と比べて数倍になっているが, 理論的にはバウンドは問題のサイズに

比例して, すなわち権利行使回数の 2乗のオーダーで増えると考えられるので, 妥当な結果である

といえる $*$ 8.

図 3 最適行使境界の計算結果 $((L_{b}, L_{d}, L_{s})=(1,1,1))$

6 まとめと今後の課題

本稿では, 取引変更量が bang-bang なタイプとなるスウィングオプションについて, 最適行

使境界が持ついくつかの性質を示した. また, その性質を利用して, スウィングオプション価格

の真値の上界を与える式を導いた. そして, 下界と上界を具体的に数値計算によって求め, 権利行

使回数が少ない時は, 価格の 1% 以下の小さいバウンドを与えることを確認した.

今後の課題としては, 一般の取引量制約を持つスウィングオプションについて拡張を行うこと

が挙げられる. 今回の設定から取引変更量の和を任意に緩和したとき, とりうる変更量は 2種類

$(v_{\min}, v_{\max})$ から 6種類に増えることが分かっている. このオプションに対して価格の上界を与

える式を導出することが目標である.

$*8$ ここでいう問題のサイズは格子の頂点集合 $C$ の要素数を指している.
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付録 A 定理 4,5の補足

この節では定理 4,5についていくつかの補足を行う.
まず, $(\tau, \xi)$ が満たすべき条件について補足する. 定理 4において, $(\tau, \xi)$ は「最適停止時刻と

の間で売買の反転が起こらない」という条件を定めたが, これは正確には任意の $(l_{b}, l_{d}, l_{s})\in \mathcal{L}$ に

ついて, 時刻オ $=T-(l_{b}+l_{d}+l_{s})+1$ において

$\hat{S}^{b}(l_{b}-1, l_{d}, l_{s}, t)\geq S^{*bs}(l_{b}, l_{d}, l_{s}, t)$ ,
$\hat{S}^{s}(l_{b}, l_{d}, l_{s}-1, t)\leq S^{*bs}(l_{b}, l_{d}, l_{s},$ オ $)$ ,

$\hat{S}^{b}(l_{b}, l_{d}, l_{s}-1,$ オ $)\geq\hat{S}^{s}(l_{b}-1, l_{d}, l_{s},$ オ $)$

が成り立つという条件である. ただし, $\hat{S}$ は $(\tau, \xi)$ から構成される境界である.

ここで注意しておきたい点として,

$\hat{S}^{b}(l_{b}, l_{d}, l_{s}-1,$ オ $)\geq S^{*bs}(l_{b}, l_{d}, l_{s},$ オ $)$ ,
$\hat{S}^{s}(l_{b}-1, l_{d}, l_{s},$ オ $)\leq S^{*bs}(l_{b}, l_{d}, l_{s},$ オ $)$

(9)
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は満たさなくてもよいことが挙げられる. このことは, 最適行使境界の計算において求められる正

確性を緩和する. 例えば, 図 3を見ると, 時刻オ $=7$ において $\hat{S}^{b}(1, 1, 0,$ オ $)$ と $\hat{S}^{bs}(1,1,1,$ オ $)$ はか

なり近い値をとりうる. 従って, もし式 (9) を満たさなければならない場合, かなり正確な計算が

要求されることとなる. 実際には式 (9) を満たす必要はないため, 真の境界と少しずれた境界を用

いても, 得られる解が真の価格の上界であることは保障される.

次に, 2階差分のペイオフを意味する $Z_{(l_{b},l_{d},l_{s})}^{[\tau,\xi]}$ (オ) について補足する . $Z_{(l_{b},l_{d},l_{s})}^{[\tau,\xi]}(t)$ の値は, 2階

差分を表すひし形において, 左端以外の点が示すオプションが $(\tau, \xi)$ によって時刻 $t$ で行使される

かどうかに依存し, 以下のように与えられる :

$Z_{(l_{b},l_{d},l_{s})}^{[\tau,\xi]}($オ $)=D_{(l_{b},l_{d},l_{s})}($オ $)+\{\begin{array}{l}\max[Z(t, +1)-Y^{[\tau,\xi]}(\check{l}_{b},\check{l}_{d},\check{l}_{s}-1, \text{オ}),Z(\text{オ}, -1)-Y^{[\tau,\xi]}(\check{l}_{b}-1,\check{l}_{d},\check{l}_{s}, t)]+Y^{[\tau\xi]})(\check{l}_{b}-1,\check{l}_{d},\check{l}_{s}-1, \text{オ})(\hat{\xi}_{(\overline{l}_{b},\overline{l}_{d},\overline{l}_{s}-1,t)}=0 and \hat{\xi}_{(\overline{l}_{b}-1,\overline{l}_{d},\check{l}_{s},t)}=0),0(\hat{\xi}_{(\overline{l}_{b},\overline{l}_{d},\overline{l}_{s}-1,t)}=1 and \hat{\xi_{(l_{b}-1,l_{d},l_{S},t)}\wedge}---=0) or(\hat{\xi}_{(\overline{l}_{b},\overline{l}_{d},\overline{l}_{s}-1,t)}=0 and \xi_{(\overline{l}_{b}-1,\overline{l}_{d},\overline{l}_{s},t)}=-1),-\infty(otherwise).\end{array}$ (10)

ここで, $Y^{[\tau,\xi]}$ $()$ は $(\tau,$ $\xi)$ に従って権利が行使される時の継続価値, $\hat{\xi}_{(l_{b},l_{s},l_{d},t)}$ は $(\tau,$ $\xi)$ に従う

時, 時刻オに $(l_{b},$ $l_{s},$ $l_{d})$ の権利を持つオプションの買いの権利が行使される場合に 1, 売りの権利

が行使される場合に $-1$ , 権利行使がない場合に $0$ をそれぞれとる関数である. また y $\check{l}_{b},\check{l}_{d},\check{l}_{s}$ は

$(\check{l}_{b},\check{l}_{d},\check{l}_{s})=(l_{b},$ $l_{d},$ $l_{s})-\epsilon_{(l_{b},l_{d},l_{s})}^{[\tau,\xi]}(t)$ を満たす値 すなわち残存する権利数を表し, $D_{(\iota_{b},\iota_{d},\iota_{s})}$ $($オ $)$ は

過去のパスに依存する補正項を表す. 補正項 $D_{(l_{b},i_{d},i_{S})}$ (のは, 2階差分を表すひし形のうち, 真ん

中の 2つのオプションにおいて権利行使が行われるときに加えられる項で, 以下の式で表される :

$D_{(l_{b},l_{d},l_{s})}(t)=D_{(l_{b},l_{d},l_{s})}(t-1)+\{\begin{array}{l}-Z(\text{オ}, -1)+Y^{[\tau,\xi]}(\check{l}_{b}-1,\check{l}_{d},\check{l}_{s}-1, \text{オ} ) -Y^{[\tau,\xi]}(\check{l}_{b}-1,\check{l}_{d},\check{l}_{s}-2, \text{オ} )(\hat{\xi}_{(\overline{l}_{b},\overline{l}_{d},\overline{l}_{s}-1,t)}=-1),-Z(\text{オ}, +1)+Y^{[\tau,\xi]}(\check{l}_{b}-1,\check{l}_{d},\check{l}_{s}-1, \text{オ} ) -Y^{[\mathcal{T},\xi]}(\check{l}_{b}-2,\check{l}_{d},\check{l}_{s}-1, t)(\hat{\xi}_{(\overline{l}_{b}-1,\overline{l}_{d},\overline{l}_{s},t)}=1),0(otherwise).\end{array}$

(11)

最後に定理 5における $\epsilon_{(l_{b},l_{d},l_{s})}^{[\tau,\xi]}$ $($オ $)$ について補足する. $\epsilon_{(l_{b},l_{d},l_{s})}^{[\tau,\xi]}(t)$ は時刻オ $-1$ までに行使さ

れた権利数を表すが, ここでの行使の有無の判定は $(\check{l}_{b},\check{l}_{d},\check{l}_{s})$ の権利数をもつオプションに対し

てではな $\langle$ , $(\check{l}_{b},\check{l}_{d},\check{l}_{s}-1)$ ならびに $(\check{l}_{b}-1,\check{l}_{d},\check{l}_{s})$ の権利を持つオプションに対して行われる.

$\xi_{(\overline{l}_{b},\overline{l}_{d},\check{l}_{s}-1,t)}=1$ のとき $\epsilon_{(l_{b},l_{d},l_{s})}^{[\tau,\xi]}$ $($オ $+1)=\epsilon_{(l_{b},l_{d},l_{s})}^{[\tau,\xi]}$ $($オ) $+$ $(1, 0,0)$ を満たし, $\xi_{(\overline{l}_{b}-1,\check{l}_{d},\check{l}_{s},t)}=-1$ の

とき $\epsilon_{(l_{b},l_{d},l_{s})}^{[\tau,\xi]}$ $($オ $+1)=\epsilon_{(l_{b},l_{d},l_{s})}^{[\tau,\xi]}(t)+(O, 0,1)$ を満たす.

25


