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1. 序

$H$ を実 Hilbert 空間とし, $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合とする. $C$ から $C$ への写
像 $T$ が $C$ から $C$への非拡大であるとは任意の $x,$ $y\in C$ に対して

$\Vert Tx-Ty\Vert\leq\Vert x-y\Vert$

をみたすときであり, $F(T)$ で集合 $\{x\in C:x=Tx\}$ を表す. 非拡大写像の不動点
をみつける問題, すなわち, 不動点近似の問題については多くの数学者によって研究さ
れ, 幾つかの不動点をみつけるための点列近似法が研究されている. その結果として,
[1, 22, 24, 25, 27, 28, 29, 30, 33] など不動点への強および弱収束定理が多数示されてい
る. そのような中で Nakajo–Takahashi[20] は数理計画法におけるハイブリッド法の考
えを用いて, 非拡大写像の不動点をみつけるための点列に関して研究し, 強収束定理を
証明した ([17, 23, 26] も参照). [2] では, この定理を可換な非拡大半群に対する強収束
定理ヘー般化した定理を示している. 一方, Nakajo-Takahashi [20], Halpern [8] の考え
をもとに Martinez-Yanes -Xu [19] は以下の点列を導入し, 強収束定理を示した:

$\{\begin{array}{l}x_{1}=x\in C,y_{n}=\alpha_{n}x_{1}+(1-\alpha_{n})Tx_{n},C_{n}=\{z\in C:\Vert y_{n}-z\Vert^{2}\leq\Vert x_{n}-z\Vert^{2}+\alpha_{n}(\Vertx_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{n}-x_{1}, z\rangle)\},Q_{n}=\{z\in C:\langle x_{n}-z, x_{1}-x_{n}\rangle\geq 0\},x_{n+1}=P_{C_{n}\cap Q_{n}}x, n=1,2, \ldots,\end{array}$ (1 )

ここで $P_{C_{n}\cap Q_{n}}$ は $H$ から $C_{n}\cap Q_{n}$ の上への距離射影である ([3] も参照).
本報告では, Nakajo-Takahashi [20], Halpern [8], Martinez-Yanes-Xu [19] の考えを受

けて, 可換な非拡大半群に対する強収束定理を示す ([20, 32] も参照). さらに, Matsushita-
Takahashi [18] の考えをもとにして不動点集合が空でないという仮定なしで, 可換な非
拡大半群に対して定義される点列の well-definedness について探究する. また, 共通不
動点が存在するための必要十分条件も与える ([4]).
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2. 準備

本論文では以後, $H$ は実 Hilbert 空間を表し, $x_{n}arrow x$ は点列 $\{x_{n}\}$ が $x$ に強収束する
ことを表し, また $\lim_{narrow\infty}x_{n}=x$ も $x_{n}$ が $x$ に強収束することを表す. $\mathbb{R}$ と $\mathbb{R}^{+}$ はそれぞれ,
すべての実数からなる集合, すべての非負の実数からなる集合とする. さらに $\mathbb{N}$ はすべ
ての正整数からなる集合を表す.

$S_{1}=\{v\in H:\Vert v\Vert=1\}$ とする. $C$ は $H$ の閉凸部分集合とする. すると, 任意の
$x\in H$ に対して,

$\Vert x-x_{0}\Vert=\min_{y\in C}\Vert x-y\Vert$

をみたす $C$ の元 $x_{0}$ が唯一存在する. このとき, $P_{C}x=x_{0}$ で定義される写像 $P_{C}$ は $H$ か
ら $C$ の上への距離射影という. $x$ は $H$ の元で $u$ は $C$ の元とする. このとき, $u=P_{C}x$

であることの必要十分条件は
$\langle u-y,$ $x-u\}\geq 0$ (2)

が任意の $y\in C$ に対して成立することである ([31] 参照).
以後, $S$ は可換半群とし, $B(S)$ は $S$上の有界実数値関数全体からなる Banach空間と

し, そのノルムは supremum-norm とする. また, $X$ は $B(S)$ の部分空間を表す. 以後,
任意の $s\in S$ と $f\in B(S)$ に対して, $\ell_{s}f\in B(S)$ を

$(\ell_{s}f)(t)=f(s+t)$ , $t\in S$

で定義する. また $\ell_{s}^{*}$ で $\ell_{s}$ の共役作用素を表す. $\mu\in X^{*}$ に対して, $\mu(f)$ は $\mu$ の $f\in X$ で
の値を表すが, $\mu(f)$ を $\mu_{t}(f(t))$ や $\int f(t)d\mu(t)$ で表すこともある. $X$ が 1を含むとき, $X$

上の線形汎関数 $\mu$ は $\Vert\mu\Vert=\mu(1)=1$ をみたすならば $X$ 上の mean という. さらに $X$ は
$\ell_{s^{-}}$invariant であるとする, つまり $\ell_{s}(X)\subset X$ がすべての $s\in S$ に対して成り立つとす
る. このとき, 任意の $s\in S$ と $f\in X$ に対して $\mu(\ell_{s}f)=\mu$ (のが成立するならば, $X$ 上
の mean $\mu$ は invariant という. $s\in S$ に対して, point evaluation $\delta_{s}$ を $\delta_{s}(f)=f(s)$ を
すべての $f\in B(S)$ に対して成立させるものと定義する. point evaluations の凸結合を
$S$ 上の finite mean という. $S$ 上の finite mean は $B(S)$ の部分空間で 1を含む任意の部
分空間 $X$ 上の mean でもある.

$C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とする. $f$ を $S$ から $H$ への関数とし,
$\{f(x):t\in S\}$ の弱閉包が弱コンパクトであることを仮定する. $X$ を $B(S)$ の部分
空間で 1 $\in X$ で任意の $s\in S$ に対して $\ell_{s}$-invariant であり, また任意の $y\in H$ に
対して, $t\mapsto\langle f(t),$ $y\rangle$ は $X$ の元とする. このとき, $X$ 上の任意の mean $\mu$ に対して
$\langle f_{\mu},$ $y\rangle=\mu_{s}\langle f(s),$ $y\}$ が任意の $y\in H$ に対して成立する $f_{\mu}\in C$ を考えられる ([27, 11]).

$C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とする. $C$ から $C$ への写像の族 $S=$
$\{T(s):s\in S\}$ が次の (i),(ii) をみたすとき, $S=\{T(s):s\in S\}$ は $C$上の非拡大半群で
あるという.

(i) $T(s+t)=T(s)T(t)$ が任意の $t,$ $s\in S$ に対して成立する;
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(ii) $\Vert T(s)x-T(s)y\Vert\leq\Vert x-y\Vert$ が任意の $x,$ $y\in C$ と $s\in S$ に対して成立する.

また, $F(S)$ は $\{T(s):s\in S\}$ の共通不動点, すなわち $F(S)=\cap F(T(s))$ を表す.
$s\in$ヨ

$C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とする. $S=\{T(t):t\in S\}$ を $C$ 上の
非拡大半群で $F(S)$ が空でないとする. さらに任意の $x\in C$ に対して $\{T(t)x:t\in S\}$

の弱閉包が弱コンパクトであることを仮定する. $X$ を $B(S)$ の部分空間で $1\in X$ で

任意の $s\in S$ に対して $\ell_{s}$-invariant であり, また任意の $x\in C$ と $y\in H$ に対して,
$t\mapsto\langle T(t)x,$ $y\}$ は $X$ の元とする. $x$ を $C$ の元とする. このとき, $X$ 上の任意の mean $\mu$

に対しておく $T_{\mu}x,$ $y$ } $=\mu_{s}\langle T(s)x,$ $y\}$ が任意の $y\in H$ に対して成立する $T_{\mu}$ : $Carrow C$ を考
えられる ([27, 11]). また, $T_{\mu}$ は $C$ から $C$ への非拡大写像になることや $x\in F(S)$ に対
して $T_{\mu}x=x$ が成立することも知られている.

3. HYBRID TYPE METHOD について

非拡大写像の不動点をみつける問題, すなわち, 不動点近似の問題については多くの
数学者によって研究され, 幾つかの不動点をみつけるための点列近似法が研究され, 不動
点への強および弱収束定理が多数示されている. そのような中で Nakajo-Takahashi [20]
は数理計画法におけるハイブリッド法の考えを用いて, 以下の非拡大写像の不動点をみ
つけるための点列を導入し, 不動点への強収束定理を証明した.

$\{\begin{array}{l}x_{1}=x\in C,y_{n}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})Tx_{n},C_{n}=\{z\in C:\Vert y_{n}-z\Vert\leq\Vert x_{n}-z\Vert\},Q_{n}=\{z\in C:\langle x_{n}-z, x_{1}-x_{n}\}\geq 0\},x_{n+1}=P_{C_{n}\cap Q_{n}}x (n\in \mathbb{N}),\end{array}$

ここで $P_{C_{n}\cap Q_{n}}$ は $H$ から $C_{n}\cap Q_{n}$ の上への距離射影である ([17, 23, 26] も参照). [2] で
は, この定理を可換な非拡大半群に対する強収束定理へー般化した定理を示している.
一方, Nakajo-Takahashi [20], Halpern [8] の考えをもとに Martinez-Yanes -Xu [19] は
以下の点列を導入し, 強収束定理を示した:

$\{\begin{array}{l}x_{1}=x\in C,y_{n}=\alpha_{n}x_{1}+(1-\alpha_{n})Tx_{n},C_{n}=\{z\in C:\Vert y_{n}-z\Vert^{2}\leq\Vert x_{n}-z\Vert^{2}+\alpha_{n}(\Vertx_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{n}-x_{1}, z\})\},Q_{n}=\{z\in C: \langle x_{n}-z, x_{1}-x_{n}\}\geq 0\},x_{n+1}=P_{C_{n}\cap Q_{n}}x (n\in \mathbb{N}),\end{array}$ (3)

ここで $P_{C_{n}\cap Q_{n}}$ は $H$ から $C_{n}\cap Q_{n}$ の上への距離射影である. [3] では, Matsushita-
Takahashi [18] の考えをもとにして, 点列 (3) について考察し, $F(T)\neq\emptyset$ という仮定
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なしで点列 (3) の well-definedness を確立し, さらに共通不動点が存在するための必要
十分条件も与えている. そのような中 [4] では, 可換な非拡大半群に対して以下の点列
を導入した: $S$ は可換半群とし)S $=\{T(t):t\in S\}$ は $F(S)\neq\emptyset$ をみたす $C$上の非拡
大半群とする. $X$ は $B(S)$ の部分空間で $1\in X$ で任意の $s\in S$ に対して $\ell_{s}$-invariant で
あり, また任意の $x\in C$ と $y\in H$ に対して, $t\mapsto\langle T(t)x,$ $y\rangle$ が $X$ の元になるものとす
る. $\{\mu_{n}\}$ は任意の $s\in S$ に対して $\lim_{narrow\infty}\Vert\mu_{n}-\ell_{s}^{*}\mu_{n}\Vert=0$ をみたす $X$ 上の means の
列とする. また, $\{T_{\mu_{n}}\}$ は任意の $x\in C$ と $y\in H$ に対して

$\langle T_{\mu_{n}}x,y\rangle=(\mu_{n})_{t}\langle T(t)x,$ $y\rangle$

をみたす $C$上の非拡大写像の列とする. $\{\alpha_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq 1$ $(n\in \mathbb{N})$ をみたす実数列
とする. $\{x_{n}\}$ を以下のように定義される点列とする:

$\{\begin{array}{l}x_{1}=x\in C,y_{n}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})T_{\mu_{n}}x_{n},C_{n}=\{z\in C:\Vert y_{n}-z\Vert^{2}\leq\Vert x_{n}-z\Vert^{2}+\alpha_{n}(\Vertx_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{n}-x_{1}, z\rangle)\},Q_{n}=\{z\in C:\langle x_{n}-z, x_{1}-x_{n}\}\geq 0\},x_{n+1}=P_{C_{n+1}}x (n\in \mathbb{N}),\end{array}$ (4)

ここで $P_{C_{n}\cap Q_{n}}$ は $H$ から $C_{n}\cap Q_{n}$ の上への距離射影である. この節では, まずこの点列
(4) による可換な非拡大半群の共通不動点への強収束定理について記す ([2, 4]). さらに,
Matsushita-Takahashi [18] の考えを受けて, $F(S)\neq\emptyset$ という仮定なしで, その可換な
非拡大半群に対して定義される点列 (4) の well-definedness について探究する. また, 共
通不動点が存在するための必要十分条件は点列 (4) が有界であることも示す ([4]).
以下のように, Martinez-Yanes -Xu [19] の考えを用いて可換な非拡大半群に対する

強収束定理が示せる ([19, 4]).

Theorem 3.1 ([4]). $C$ は Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とする. $S$ は可換半
群とし, $S=\{T(t):t\in S\}$ は $F(S)\neq\emptyset$ をみたす $C$上の非拡大半群とする. $X$ は $B(S)$

の部分空間で $1\in X$ で任意の $s\in S$ に対して $\ell_{s}$-invariant であり, また任意の $x\in C$ と

$y\in H$ に対して, $t\mapsto\langle T(t)x,$ $y\rangle$ が $X$ の元になるものとする. $\{\mu_{n}\}$ は任意の $s\in S$ に

対して $\lim_{narrow\infty}\Vert\mu_{n}-\ell_{s}^{*}\mu_{n}\Vert=0$ をみたす $X$ 上の means の列とする. また, $\{T_{\mu_{n}}\}$ は任
意の $x\in C$ と $y\in H$ に対して

$\langle T_{\mu_{n}}x,y\}=(\mu_{n})_{t}\langle T(t)x,y\rangle$
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をみたす $C$ 上の非拡大写像の列とする. $\{\alpha_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq 1$ $(n\in \mathbb{N})$ であり,
$\varliminf_{narrow\infty}\alpha_{n}<1$ をみたす実数列とする. $\{x_{n}\}$ を以下のように定義される点列とする:

$\{\begin{array}{l}x_{1}=x\in C,y_{n}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})T_{\mu_{n}}x_{n},C_{n}=\{z\in C:\Vert y_{n}-z\Vert^{2}\leq\Vert x_{n}-z\Vert^{2}+\alpha_{n}(\Vertx_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{n}-x_{1}, z\})\},Q_{n}=\{z\in C:\langle x_{n}-z, x_{1}-x_{n}\rangle\geq 0\},x_{n+1}=P_{C_{n+1}}x (n\in \mathbb{N}),\end{array}$

ここで $P_{C_{n}\cap Q_{n}}$ は $H$ から $C_{n}\cap Q_{n}$ の上への距離射影である. すると $\{x_{n}\}$ は $P_{F(S)}xi$ に

強収束する.

次に, Matsushita-Takahashi [18] の考えを受けて, $F(S)\neq\emptyset$の仮定なしで可換な非拡
大半群に対して定義される点列の well-definedness を確立する.

Theorem 3.2 ([4]). $C$ は Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とする. $S$ は可換
半群とし, $S=\{T(t):t\in S\}$ は $C$ 上の非拡大半群とする. $X$ は $B(S)$ の部分空間
で $1\in X$ で任意の $s\in S$ に対して $\ell_{s}$-invariant であり, また任意の $x\in C$ と $y\in H$

に対して, $t\mapsto\langle T(t)x,$ $y\}$ が $X$ の元になるものとする. $\{\mu_{n}\}$ は任意の $s\in S$ に対
して $\lim_{narrow\infty}\Vert\mu_{n}-\ell_{s}^{*}\mu_{n}\Vert=0$ をみたす $X$ 上の finite means の列とする. $\{\alpha_{n}\}$ は

$0\leq\alpha_{n}\leq 1$ $(n\in \mathbb{N})$ をみたす実数列とする.

$\{\begin{array}{l}x_{1}=x\in C,y_{n}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})T_{\mu_{n}}x_{n},C_{n}=\{z\in C: \Vert y_{n}-z\Vert^{2}\leq\Vert x_{n}-z\Vert^{2}+\alpha_{n}(\Vert x_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{n}-x_{1}, z\rangle)\},Q_{n}=\{z\in C: \langle x_{n}-z, x_{1}-x_{n}\rangle\geq 0\},x_{n+1}=P_{C_{n}\cap Q_{n}}x (n\in \mathbb{N}),\end{array}$

ここで $P_{C_{n}\cap Q_{n}}$ は $H$ から $C_{n}\cap Q_{n}$ の上への距離射影である. すると $\{x_{n}\}$ は well-defined
である.

次に, (4) で定義される点列が有界であることは $F(S)\neq\emptyset$ であることの必要十分条
件であることを示す.

Theorem 3.3 ([4]). $C$ は Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とする. $S$ は可換
半群とし, $S=\{T(t):t\in S\}$ は $C$ 上の非拡大半群とする. $X$ は $B(S)$ の部分空間
で $1\in X$ で任意の $s\in S$ に対して $\ell_{s}$-invariant であり, また任意の $x\in C$ と $y\in H$

に対して, $t\mapsto\langle T(t)x,$ $y\}$ が $X$ の元になるものとする. $\{\mu_{n}\}$ は任意の $s\in S$ に対
して $\lim_{narrow\infty}\Vert\mu_{n}-\ell_{s}^{*}\mu_{n}\Vert=0$ をみたす $X$ 上の finite means の列とする. $\{\alpha_{n}\}$ は
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$0\leq\alpha_{n}\leq 1$ $(n\in \mathbb{N})$ であり, $\varliminf_{narrow\infty}\alpha_{n}<1$ をみたす実数列とする. $\{x_{n}\}$ を以下のよ
うに定義される点列とする:

$\{\begin{array}{l}x_{1}=x\in C,y_{n}=\alpha_{n}gx+(1-\alpha_{n})2_{\mu_{n}}^{\urcorner}x_{n},C_{n}=\{z\in C:\Vert y_{n}-z\Vert^{2}\leq\Vert x_{n}-z\Vert^{2}+\alpha_{n}(\Vertx_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{n}-x_{1}, z\})\},Q_{n}=\{z\in C:\langle x_{n}-z, x_{1}-x_{n}\}\geq 0\},x_{n+1}=P_{C_{n}\cap Q_{n}^{X}}\end{array}$

ここで $P_{C_{n}\cap Q_{n}}$ は $H$ から $C_{n}\cap Q_{n}$ の上への距離射影である. すると $\{x_{n}\}$ が有界である
ことの必要十分条件は $F(S)\neq\emptyset$ である.

4. SHRINKING PROJECTION TYPE METHOD について

Nakajo-Takahashi [20] の考えをもとに, Takahashi-Takeuchi-Kubota [32] は以下の点
列に関して研究し, 強収束定理を証明した:

$\{\begin{array}{l}x_{0}=x\in C, C_{1}=C, x_{1}=P_{C_{1}}x_{0}y_{n}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})Tx_{n},C_{n+1}=\{z\in C_{n}:\Vert y_{n}-z\Vert\leq\Vert x_{n}-z\Vert\},x_{n+1}=P_{C_{n+1}}x (n\in \mathbb{N}),\end{array}$

ここで $P_{C_{n}}$ は $H$ から $C_{n}$ の上への距離射影である. 一方,[3] では Halpern[8], Martinez-
Yanes $-$ Xu [19], Takahashi-Takeuchi-Kubota [32] の考えを用いて, 以下の点列を導入
して, それについて考察した: $\{\alpha_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq 1$ $(n\in \mathbb{N})$ をみたす実数列とする.

$x_{0}=x$ は $C$ の任意の点とし, $C_{1}=C,$ $x_{1}=P_{C_{1}}x_{0}$ として, $\{x$訂を以下のように定義さ
れる点列とする:

$\{\begin{array}{l}y_{n}=\alpha_{n}x_{1}+(1-\alpha_{n})Tx_{n},C_{n+1}=\{z\in C_{n}:\Vert y_{n}-z\Vert^{2}\leq\Vert x_{n}-z\Vert^{2}+\alpha_{n}(\Vert x_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{n}-x_{1}, z\})\},x_{n+1}=P_{C_{n+1}}x (n\in \mathbb{N}),\end{array}$ (5)

ここで $P_{C_{n}}$ は $H$ から $C_{n}$ の上への距離射影である. [4] では, 可換な非拡大半群に対す
る点列を以下のように導入した: $S$ は可換半群とし, $S=\{T(t):t\in S\}$ は $F(S)\neq\emptyset$

をみたす $C$上の非拡大半群とする. $X$ は $B(S)$ の部分空間で $1\in X$ で任意の $s\in S$ に

対して $\ell_{s}$-invariant であり, また任意の $x\in C$ と $y\in H$ に対して, $t\mapsto\langle T(t)x,$ $y\rangle$ が $X$

の元になるものとする. $\{\mu_{n}\}$ は任意の $s\in S$ に対して $\lim_{narrow\infty}\Vert\mu_{n}-\ell_{s}^{*}\mu_{n}\Vert=0$ をみた
す $X$上の means の列とする. また, $\{T_{\mu_{n}}\}$ は任意の $x\in C$ と $y\in H$ に対して

$\langle T_{\mu_{n}}x,$ $y\rangle=(\mu_{n})_{t}\langle T(t)x,$ $y\rangle$
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をみたす $C$ 上の非拡大写像の列とする. $\{\alpha_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq 1$ $(n\in \mathbb{N})$ をみたす実数列
とする. $x_{0}=x$ は $C$ の任意の点とし, $C_{1}=C,$ $x_{1}=P_{C_{1}}x_{0}$ として, $\{x_{n}\}$ を以下のよう
に定義される点列とする:

$\{\begin{array}{l}y_{n}=\alpha_{n}x_{1}+(1-\alpha_{n})T_{\mu_{n}}x_{n},C_{n+1}=\{z\in C_{n}:\Vert y_{n}-z\Vert^{2}\leq\Vert x_{n}-z\Vert^{2}+\alpha_{n}(\Vert x_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{n}-x_{1}, z\rangle)\},x_{n+1}=P_{C_{n+1}}x (n\in \mathbb{N}),\end{array}$ (6)

ここで $P_{C_{n}}$ は $H$ から $C_{n}$ の上への距離射影である.
この節では, まずこの点列 (6) による可換な非拡大半群の共通不動点への強収束定理

について記す ([2, 4]). さらに, Matsushita-Takahashi [18] の考えを受けて, $F(S)\neq\emptyset$ と

いう仮定なしで, その可換な非拡大半群に対して定義される点列 (6) の well-definedness
について探究する. また, 共通不動点が存在するための必要十分条件も与える ([4]).
以下のように, 可換な非拡大半群に対する強収束定理が示せる ([19, 32, 4] も参照).

Theorem 4.1 ([4]). $C$ は Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とする. $S$ は可換半
群とし, $S=\{T(t):t\in S\}$ は $F(S)\neq\emptyset$ をみたす $C$上の非拡大半群とする. $X$ は $B(S)$

の部分空間で $1\in X$ で任意の $s\in S$ に対して $\ell_{s}$-invariant であり, また任意の $x\in C$ と

$y\in H$ に対して, $t\mapsto\langle T(t)x,$ $y\}$ が $X$ の元になるものとする. $\{\mu_{n}\}$ は任意の $s\in S$ に

対して $\lim_{narrow\infty}\Vert\mu_{n}-\ell_{s}^{*}\mu_{n}\Vert=0$ をみたす $X$ 上の means の列とする. また, $\{T_{\mu_{n}}\}$ は任
意の $x\in C$ と $y\in H$ に対して

$\langle T_{\mu_{n}}x,$ $y\rangle=(\mu_{n})_{t}\langle T(t)x,y\rangle$

をみたす $C$ 上の非拡大写像の列とする. $\{\alpha_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq 1$ $(n\in \mathbb{N})$ であり,
$\varliminf_{narrow\infty}\alpha_{n}<1$ をみたす実数列とする. $X_{0}=x$ は $C$ の任意の点とし, $C_{1}=C$ ,
$x_{1}=P_{C_{1}}x_{0}$ として, $\{x_{n}\}$ を以下のように定義される点列とする:

$\{\begin{array}{l}y_{n}=\alpha_{n}x_{1}+(1-\alpha_{n})T_{\mu_{n}}x_{n},C_{n+1}=\{z\in C_{n}:\Vert y_{n}-z\Vert^{2}\leq\Vert x_{n}-z\Vert^{2}+\alpha_{n}(\Vert x_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{n}-x_{1}, z\})\},x_{n+1}=P_{C_{n+1}}x (n\in \mathbb{N}),\end{array}$

ここで $P_{C}$, は $H$ から $C_{n}$ の上への距離射影である. すると $\{x_{n}\}$ は $P_{F(S)}x$に強収束する.

また, $F(S)\neq\emptyset$ という仮定なしで点列 (6) の well-definedness に関する以下の定理も
示せる.

Theorem 4.2 ([4]). $C$ は Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とする. $S$ は可換
半群とし, $S=\{T(t):t\in S\}$ は $C$ 上の非拡大半群とする. $X$ は $B(S)$ の部分空間
で $1\in X$ で任意の $s\in S$ に対して $\ell_{s}$-invariant であり, また任意の $x\in C$ と $y\in H$

に対して, $t\mapsto\langle T(t)x,$ $y\}$ が $X$ の元になるものとする. $\{\mu_{n}\}$ は任意の $s\in S$ に対
して $\lim_{narrow\infty}\Vert\mu_{n}-\ell_{s}^{*}\mu_{n}\Vert=0$ をみたす $X$ 上の finite means の列とする. $\{\alpha_{n}\}$ は
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$0\leq\alpha_{n}\leq 1$ $(n\in \mathbb{N})$ をみたす実数列とする. $x_{0}=x$ は $C$ の任意の点とし, $C_{1}=C$ ,
$xi=P_{C_{1}}x_{0}$ として, $\{x$訂を以下のように定義される点列とする:

$\{\begin{array}{l}y_{n}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})T_{\mu_{n}}x_{n},C_{n}=\{z\in C_{n}:\Vert y_{n}-z\Vert^{2}\leq\Vert x_{n}-z\Vert^{2}+\alpha_{n}(\Vert x_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{n}-x_{1}, z\})\},x_{n+1}=P_{C_{n+1}}x (n\in \mathbb{N}),\end{array}$

ここで $P_{C_{n}}$ は $H$ から $C_{n}$ の上への距離射影である. すると $\{x_{n}\}$ は well-defined である.

次に, $F(S)\neq\emptyset$であることの必要十分条件も与える.

Theorem 4.3 ([4]). $C$ は Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とする. $S$ は可換
半群とし, $S=\{T(t):t\in S\}$ は $C$ 上の非拡大半群とする. $X$ は $B(S)$ の部分空間
で $1\in X$ で任意の $s\in S$ に対して $\ell_{s^{-}}$invariant であり, また任意の $x\in C$ と $y\in H$

に対して, $t\mapsto\langle T(t)x,$ $y\}$ が $X$ の元になるものとする. { $\mu$訂は任意の $s\in S$ に対
して $\lim_{narrow\infty}\Vert\mu_{n}-\ell_{s}^{*}\mu_{n}\Vert=0$ をみたす $X$ 上の finite means の列とする. $\{\alpha_{n}\}$ は

$0\leq\alpha_{n}\leq 1$ $(n\in \mathbb{N})$ であり, $\varliminf_{narrow\infty}\alpha_{n}<1$ をみたす実数列とする. $x_{0}=x$ を $C$ の

任意の元とし, $C_{1}=C,$ $xi=P_{C_{1}}x$ とし, $\{x_{n}\}$ を以下のように定義される点列とする:

$\{\begin{array}{l}y_{n}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})T_{\mu_{n}}x_{n},C_{n}=\{z\in C_{n}:\Vert y_{n}-z\Vert^{2}\leq\Vert x_{n}-z\Vert^{2}+\alpha_{n}(\Vert x_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{n}-x_{1}, z\rangle)\},x_{n+1}=P_{C_{n+1}}x (n\in \mathbb{N}),\end{array}$

ここで $P_{C_{n}}$ は $H$ から $C_{n}$ の上への距離射影である. すると $\{x_{n}\}$ が有界であることの必
要十分条件は $F(S)\neq\emptyset$ である.

5. 応用

この節では Theorems42, 43から得られる定理をいくっか記す (証明については [31]
参照, その他の定理の応用については [31, 4] 参照). 以後, $C$ は Hilbert空間 $H$ の空でな
い閉凸部分集合とする.

Theorem 5.1. $T$ は $C$ から $C$ への非拡大写像とし, $x_{0}=x$ は $C$ の元とする. $\{\alpha_{n}\}$ は
$0\leq\alpha_{n}\leq 1$ $(n\in \mathbb{N})$ みたす実数列とする. $C_{1}=C,$ $x_{1}=P_{C_{1}}x_{0}$ として, {X訂を以下
のように定義される点列とする:

$\{\begin{array}{l}y_{n}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}T^{\dot{\iota}}x_{n}C_{n+1}=\{z\in C_{n}:\Vert y_{n}-z\Vert^{2}\leq\Vert x_{n}-z\Vert^{2}+\alpha_{n}(\Vert x_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{n}-x_{1}, z\})\},x_{n+1}=P_{C_{n+1}}x (n\in \mathbb{N})\end{array}$
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ここで $P_{C_{n}}$ は $H$ から $C_{n}$ の上への距離射影である. すると $\{x_{n}\}$ は well-defined である.

また, $\{\alpha_{n}\}$ が $\varliminf_{narrow\infty}\alpha_{n}<1$ みたすならば $\{x_{n}\}$ が有界であることの必要十分条件は
$F(T)\neq\emptyset$ である.

Theorem 5.2. $T$ は $C$ から $C$への非拡大写像とし, $x_{0}=x$ は $C$ の元とする.
$\{q_{n,m}:n, m\in \mathbb{N}\}$ は $q_{n,m}\geq 0,$ $\sum_{m=0}^{\infty}q_{n,m}=1$ を任意の $n\in \mathbb{N}$ に対してみたし, か$\grave$つ

$\lim_{n}\sum_{m=0}^{\infty}|q_{n,m+1}-q_{n,m}|=0$ もみたす実数列とする. $\{\alpha_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq 1$ $(n\in \mathbb{N})$

みたす実数列とする. $C_{1}=C,$ $x_{1}=P_{C_{1}}x_{0}$ として, $\{x_{n}\}$ を以下のように定義される点
列とする:

$\{\begin{array}{l}y_{n}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})\sum_{m=0}^{\infty}q_{n,m}T^{m}x_{n}C_{n+1}=\{z\in C_{n}: \Vert y_{n}-z\Vert^{2}\leq\Vert x_{n}-z\Vert^{2}+\alpha_{n}(\Vert x_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{n}-x_{1}, z\rangle)\},x_{n+1}=P_{C_{n+1}}x (n\in \mathbb{N})\end{array}$

ここで $P_{C_{n}}$ は $H$ から $C_{n}$ の上への距離射影である. すると $\{x_{n}\}$ は well-defined である.

また, $\{\alpha_{n}\}$ が $\varliminf_{narrow\infty}\alpha_{n}<1$ みたすならば $\{x$訂が有界であることの必要十分条件は
$F(T)\neq\emptyset$ である.

Theorem 5.3. $U,T$ は $C$ から $C$への非拡大写像で $UT=TU$ であり, $x_{0}=x$ は $C$の元

とする. $\{\alpha_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq 1$ $(n\in \mathbb{N})$ みたす実数列とする. $C_{1}=C,$ $x_{1}=P_{C_{1}}x_{0}$ とし

て, $\{x_{n}\}$ を以下のように定義される点列とする:

$\{\begin{array}{l}y_{n}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})\frac{1}{(n+1)^{2}}\sum_{i,j=0}^{n}T^{i}U^{j}x_{n}C_{n+1}=\{z\in C_{n}: \Vert y_{n}-z\Vert^{2}\leq\Vert x_{n}-z\Vert^{2}+\alpha_{n}(\Vert x_{1}\Vert^{2}+2\langle x_{n}-x_{1}, z\rangle)\},x_{n+1}=P_{C_{n+1}}x (n\in \mathbb{N})\end{array}$

ここで $P_{C_{n}}$ は $H$ から $C_{n}$ の上への距離射影である. すると $\{x_{n}\}$ は well-defined である.

また, $\{\alpha_{n}\}$ が $\varliminf_{narrow\infty}\alpha_{n}<1$ みたすならば $\{x_{n}\}$ が有界であることの必要十分条件は
$F(T)\cap F(U)\neq\emptyset$ である.
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