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歳差回転する球内の定常流を, スピン回転角速度が大きく. 歳差回転角速度が小さい場合に.
$\Gamma\ll Re^{-1/2}\ll 1$ の極限における漸近解析で求める $|Re$ はレイノルズ数, $\Gamma$ はボアンカレー

数 $|_{-}$. 流れ場は, 球面に沿う薄い境界層と. それ以外で球の大部分を占める非粘性領域に分け
られる。境界層の厚さは, 緯度 $\pm 30^{v}$ (.スピン回転軸を極軸として $|$ の近傍 $|$ 臨界層 ) を除い

て. $o(Re^{-1/\underline{\cdot)}})$ である。臨界層の厚さは $O(Re^{-\underline{1}^{r}}o)$ で, 極角方向の広がりは $O(Re^{-1/5I}$ であ

る。 非粘性領域では. 球と同じ角速度で回転する $O(1)$ の剛体回転流とスピン回転軸に直交す

る回転軸をもつ $O(\Gamma Re^{-1\underline{)}})$ の剛体回転流に加えて. 領域全体にわたって $O(\Gamma)$ の流れが誘

起される $\vee-$
上記臨界層を底面境界とし極を頂点とする 2つの円錐の側面で幅が $O(Re^{-15})$ で

流速が $O(\Gamma R^{p}\epsilon^{J\prime 10})$ の薄い勢断層が現れる、 これらの結果を数値シミュレーションで得られた
$Re=10^{5}$ . $\Gamma=2\cross 10^{-4}$ での速度場と比較して確かめる (

1 歳差回転球
回転球状流体は, 自転する天体のモデルとして古くから興味がもたれていたし. 多くの研究の蓄積がある (.たと

えば. Roberts arid Stewartson $1963)_{C}$ また, 回転軸が歳差する球状流体の流れは, 地球など磁場をもつ天体のダ

イナモ作用のメカニズムの解明を目指して調べられてきた (たとえば, Bondi and Lyttleton 1953. $B$ usse 1968)

われわれは最近, 歳差回転球の手軽で精度よく乱流を作ることのできる能力. および容器形状と流れの駆動機構の
簡単さに着目し. その実験的, 数値的. 解析的研究を行なっている (Goto et al. 2007, Kida and Nakayama 2008,

Kida et al. 200$9^{|_{C}}$ この系の流れの状態は, 初期条件を除けば. ただ 2 っの無次元パラメター, すなわち, レイノ

ルズ数 $Re$ とボアンカレー数 $\Gamma$ (定義は次節の式 (4) と (5)) によって決定される これらのハラメター空間全体

における流れの相図, 特に定常流と非定常流の境目, を明らかにすることがわれわれの当面の目標のひとつであ

る この境目は. 支配ハラメターがあまり大きくない場合には数値的に求めることができる $|$ 図 6. 木田等 2007)

が. それらが極めて大きい場合には漸近解析が有効になる 本稿では, $\Gamma\ll Re^{--1/\underline{\cdot)}}\ll 1$ の極限における定常流

の線形安定解析に必要となる定常流を求める

2 基礎方程式

弱い歳差回転球内の非圧縮粘性流体の定常流れを考える スピンと歳差の回転角速度をそれぞれ, $\Omega_{p}(\equiv\Omega_{\ell}\hat{x})$

と $\Omega_{p}(\equiv fl_{p}\hat{z})$ で表し 9互いに垂直で大きさは時間的に一定であるとする、 ここでは, 角速度 $\Omega_{p}$ で回転する直

角座標系 $(.r.y. z)$ を導入している 記号
$\wedge$ は単位ベクトルを表す $|2$つの回転軸が直交していない場合でも. 次

節以降で述べる $\Gamma$ 展開の 1次の流れ場 $|$ 方程式系 (8) $-(10)^{1}$ に限れば. 直交の場合に帰着できる $|$

角速度 $\Omega_{p}$ で回転する歳差座標系での流体の定常運動は. ナヴィエストークス方程式,

$(u \cdot\nabla)u+\nabla_{J^{J}}+2\Gamma\hat{z}\cross u-\frac{1}{2}\Gamma\underline,\nabla(r\cross\hat{z})^{-}-\frac{1}{R^{}}\nabla u\underline{)}=0$ (1)

と連続の式
$\nabla\cdot u=0$ , (2)
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および. 球表面における粘着境界条件.

$u=\hat{x}\cross r$ $(|r|=1$ で $)$ (3)

で記述される。 ここに, $u$ は速度, $p$ は圧力, $t$ は時間, $r$ は位置ベクトル, �は勾配演算子である。 式 (1) の左

辺第 3項と 4項はそれぞれ, コリオリカと遠心力を表す 物理量はすべて, 球の半径 $tl$ , スピン回転角速度の大き

さ $\Omega_{\theta}$ . 流体の動粘性係数 $\nu$ , および流体密度で無次元化している $t$

式 (1) には, 2つの無次元パラメター. すなわち, レイノルズ数

$R e=\frac{r^{\underline{\prime}}\Omega_{\rho}}{\nu}$ (4)

とボアンカレー数
$\Gamma=\frac{\Omega_{p}}{\Omega_{\epsilon}}$ (5)

が現れている。

歳差がなく $(\Gamma=0)$ . 単にスピン回転している場合, 方程式系 (1) $-(3)$ は剛体回転流,

$u_{soli}(\{=\hat{x}\cross r(=\hat{\varphi}?i^{\backslash }i_{I1}\theta).$ (6a)

Psohd $= \frac{1}{\underline{J}}|\hat{x}\cross r|^{r})$ $(= \frac{1}{2}\gamma^{r}s^{\backslash }i_{I1}^{2}\theta)$ $($6b $)$

を与える—.
したがって, 歳差が弱い場合 $(\Gamma\ll 1)$ は, 速度場と圧力場を

$u=u_{80lid}+\Gamma u^{(1)}+\Gamma^{-u^{(f)}+}\cdots$ . (7a)

$p=I^{J_{8\circ 1id}++\Gamma^{\sim})}\Gamma p^{(1)}.p^{t\underline{)}}+).\ldots$ $(\overline{/}b)$

のように, $\Gamma$ のべ $*$で展開できるであろう。’
式 (7a) と $(\overline{/}b)$ を方程式系 (1) $-(3)$ に代入し, $O(\Gamma)$ の項を拾うと,

$(u_{soi_{id}\cdot\nabla 1u^{(1)}}+(u^{(1)} \cdot\nabla)u_{solid}+\nabla_{P^{(1)}}-\frac{1}{Re}\nabla^{-}u^{(1)}=-2\hat{z}\cross u_{8oIid}$ . (S)

$\nabla\cdot u^{(1)}=0$ . (9)

および
$u^{(1)}=0$ $(|r|=1$ で $)$ (10)

が得られる (-.
$\cdot$

剛体回転流 $u_{s}$。iid は $x$ 軸まわりに軸対称であるから. この 1次のオーダの系は. 以下に示す対称性を有する解
を許す, すなわち. $x$ 軸を極軸とする球極座標 $(r, \theta_{t,^{\neg}})$ . もしくは, 円筒座標 $(x.\rho.\langle r\triangleleft)$ で, 解は

$u^{(1)}(\gamma\cdot.\theta.\varphi)=$ Real $(v(r.\theta)e^{i\varphi})$ , $p^{(1)}(7^{\cdot}.\theta.\varphi)=$ Real $(q(r.\theta)e^{i_{\text{刳}}\rho})$ . (lla)

もしくは,

$u^{(1)}(x.\rho.\varphi)=$ Real $(v(.r.\rho)e^{i\varphi})$ . $p^{(1)}(r, \rho.\varphi)=$ Real $(q(\prime x.\rho)e^{i\varphi})$ (llb)

と表される。 ここに. $V$ と $q$ は複素数である 以下では, この 1次の方程式系 (8) –(10) をレイノルズ数が大き

い場合 $|R\epsilon-\gg 1)$ に対して解く。
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3 レイノルズ数が大きい場合の漸近解析

レイノルズ数が大きいとき $(Rt-\gg 1)$ には. 球面に沿って厚さが $O(\delta)$ の境界層が発達する ここに.

$\delta=\frac{1}{\sqrt{R}}$ (12)

は式 (8) の左辺の移流項 (第 1項 $|$ と粘性項 (第 4項 $|$ のつりあいから決定した. このとき. 球内部の流れ場は.

境界層と非粘性領域の流れを別々に調べ それらをつなぎあわせることで求められる

3.1 非粘性領域

まず最初に. 式 (8) において. 粘性項が無視できる非粘性領域の流れを調べる. $\Gamma$ の 1次の流れは. 剛体回転流

によるコリオリカ (すなわち, 式 (8) の右辺 $|$ によって駆動されるので. 速度場 $u^{(1)}$ はこの項と同じ大きさ $O(\Gamma)$

であると想定するのが普通であろう しかし, 以下に示すように (式 (18) とその下を参照 $|$ , 実際は, 境界層の

流れとの相互作用を通して. 非粘性領域には, より大きなオーダ $O(\Gamma\delta^{-1})$ の速度場が誘起される このことに注

意しつつ, まず速度場を $o(\Gamma)$ と仮定して解析を始める ここで得られた結果は, 単にソース項を省略することに

よって, $O(\Gamma\delta^{-1})$ の速度場にも適用することができるからである
円筒座標系 $(.r.\rho.(r^{q})$ で. 式 (8) の粘性項を省略したオイラー方程式は.

$iv_{rx}+\frac{\partial q_{J}}{\partial.r}=2i\rho$ . (13a)

$-2v_{r\varphi}+ iv_{l\rho}+\frac{\partial q,}{o_{t^{j}}}=0$, (13b)

$2v_{l\rho}+ iv_{l_{\Psi^{\neg}}}+\frac{iq_{l}}{t}=0J$ $(13(.)$

と書ける (添え字
$I$
は粘性領域の物理量であることを示す $\backslash$ 連続の式 (9) は.

$\frac{\partial v_{rx}}{\partial\prime r}+(\frac{\partial}{\partial\rho}+\frac{1}{t}J)v_{r\rho}+\frac{i}{p}v_{l_{\hat{\Psi}}}=0$ $(13c1)$

となる ここに. $v_{l}=v\prime x^{\hat{X}}+v_{\rho},\hat{\rho}+v_{r_{v}}.\hat{\varphi},$ $u_{s}$。iid $=\hat{\varphi}\rho$ および $\hat{z}=\hat{\rho}\backslash \cdot ir\iota\varphi+\hat{\varphi}_{(o\backslash \varphi}$ を考慮した

球面上での境界条件は. 速度の動径方向成分で与えられる これは. 境界層流の境界層外縁での値 $|B((o\backslash \theta)$ .
式 (50) 参照 $|$ ,

$\iota\cdot os\theta v_{lx}$ $(co.g \theta_{\backslash }\backslash i_{I1}\theta)+\backslash i_{I1}\theta\iota_{r\rho}(\iota\cdot os\theta, \backslash in \theta)=B(\iota\cdot 0_{\backslash }\backslash \theta)$ $(0\leq\theta\leq\pi$ に対し $)$ (14)

に等しい

式 (13a) $-(13d)$ から,

$( \frac{o-}{o_{t)}\underline{\cdot)}}+\frac{1}{\rho}\frac{\partial}{o_{t^{J}}}-\frac{1}{t^{y}\underline{)}}-3\frac{\partial\underline{)}}{\partial_{X}\underline{)}})0_{lI}=0$ (15)

を導くのは容易である。偏微分方程式 (15) の一般解は. $F(x)$ を任意関数として,

$l_{l1}(x, t)= \sqrt{3}\int_{0}.\pi_{F(\frac{1}{\underline{)}}.\Gamma+=^{\Gamma_{d_{\rho}}}\underline{)}((\backslash \lambda)(()4^{\backslash }}\lambda t1\lambda\underline{)}...\cdot.\cdot\cdot.$, (16a)

で与えられる $\langle$ 付録 A 参照 これを用いて. 速度場の他の成分と圧力場を計算すると. それぞれ.

$v_{l} \rho(.c.\rho)=2.r-\int_{0}-,\pi_{F(\underline{1}-(os^{\backslash }\lambda)}\underline{)}X+Ls_{\rho}.(1+\backslash i_{I1}\underline{.)}\lambda)(1\lambda$ (161) $)$
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$t_{l_{\star}:}(.\iota\cdot,t’)=2i_{I}.\cdot-i\int_{0}.\pi_{F(\cdot U}\frac{1}{\underline{)}}.L^{\cdot}+r_{\rho\iota\cdot 0\backslash \cdot\lambda)}^{\Gamma_{3}}\underline{)}\underline{.)}(1+(.\bigcup_{c}\backslash \underline{\cdot)}\lambda)(1\lambda$ , $(16\iota\cdot)$

$q_{l}(.r_{\text{・}}t^{l})= i\rho[2.r.\cdot-3\int_{\cup}.\pi_{F(\frac{1}{\underline{)}}.c+\frac{\sqrt{3}}{\underline{)}}\rho(O_{\sim}\backslash \lambda I^{si_{I1}\lambda}(1\lambda]}\underline{)}\underline{)}..\cdot\cdot.\cdot\cdot$ $(16t1)$

となる

式 (16a) と (16b) を境界条件 (14) に代入することによって. 関数 $F(.\iota.\cdot)$ についての積分方程式.

$\int_{0}^{\underline{\prime}_{\pi}}F(\frac{1}{\underline{)}}c\cdot 0\backslash \theta+r_{\underline{\gamma}}^{\Gamma_{3}}$ siii $\theta$ (os $\lambda$ ) $[VZi_{1O_{c}\backslash \theta}\backslash (0\backslash \lambda-\iota_{\backslash }ir\iota\theta(1+\sin\underline{)}\lambda)](1\lambda$

$=B(\iota\cdot os\theta)-2$ siri $\theta_{tO-}s^{\backslash }\theta$ $(0\leq\theta\leq\pi$ に対して $)$ (17)

を得る $\backslash -$

式 (17) に $sirl\underline{)}\theta\iota\cdot os\theta$ を掛け, $\theta$ にっいて $0$ から $\pi$ まで積分すると. 左辺の積分はゼロとなり (計算略 7),

$\int_{0}^{\pi_{B(\iota\cdot 0\backslash \theta)s^{\backslash }ir1^{-\theta\iota\cdot 0\backslash \theta}}}\sim\backslash \cdot,.\cdot(1\theta=\frac{8}{1_{i\overline{)}}}$ (18)

が得られる この式は, 球面境界での速度の $O(\Gamma)$ の動径成分 $B((o\backslash \theta)$ は恒等的にゼロではないこと, すなわち.

$O(\Gamma\delta^{-1})$ の接線成分が誘起されていることを示している (なぜなら. 境界層では. 球面に垂直な速度成分 (球極

座標における動径成分 $u_{r}^{1}$ は接線成分 $(u_{\theta}$ と $\{r_{\grave{\Psi}}^{1}$ に比して $O(\delta)$ だけ小さく, そして, 非粘性領域では, 速度

のすべての成分が同じオーダの大きさであるからである, $|$ これは, 非粘性領域に $O(\Gamma\delta^{-1})$ の速度場が誘起され

る結果となる
この $o(\Gamma\delta^{-1})$ の速度場と圧力場 (それぞれ. $v_{l}^{[-1]}$ と $q_{I}^{[-1]}$ で表す) は, 式 $(13a)-(14)$ で. (13a) と (14) の右

辺をゼロとおいたもので記述される その解は, $F^{[-1]}$ を任意関数として.

$v_{rx}^{[-1]}(x. \rho)=\sqrt{3}\int_{0}.\pi F^{[-1]}\underline{)}(\frac{1}{\underline{)}}X+r_{\rho_{C(h^{\backslash }}\lambda)eos\lambda 1\lambda}^{\Gamma_{S}}-..\cdot(.$ (19a)

$v!_{\rho}^{-1]}(.r. \rho)=-\int_{\{)}\pi F^{[-1]}\underline{)}(\frac{1}{\underline{)}}x+Ls_{\rho\iota\cdot os\lambda)}\underline{)}$ $(1+$ sin $\underline{)}\lambda)d\lambda$ . (19b)

$v!_{\varphi}^{-1]}(.r. \rho)=-i\int_{0}.\pi F^{[-1]}\underline{)}(\frac{1}{\underline{)}}x+L_{\rho\iota vs\lambda)}^{s}\underline{)}.(.,\underline{.)}.$ $(19\iota\cdot)$

$q!^{-1]_{(x.\rho)=-3i\rho}} \int_{0}.\pi F^{[-1]}\underline{)}(\frac{1}{\underline{)}}.\mathcal{L}+c_{3_{\rho}}\underline{)}(.Ot;\lambda)\backslash \backslash ir1^{\underline{\lambda}}\lambda d\lambda$ (19d)

と書ける

球面境界で速度の $O(\Gamma\delta^{-1})$ の動径成分がゼロであるという境界条件より.

$\int^{\underline{)}}\pi F^{[-1]}(\frac{1}{\underline{)}}(.os\theta+\sim^{\lambda}c_{3}\sin\theta(.os\lambda)[\sqrt{3}(.os\theta\iota\cdot os\lambda-sirl\theta(1+\grave{k}\backslash \backslash irl\underline{.)}\lambda)]t1\lambda=0$

$(0\leq\theta\leq\pi$ に対して $)$ 20)

が満たされなければならない 式 (20) は, $C$ を複素数として.

$F^{[-1]}(.r)=C.r$ (21)

なる解をもつ. $|$ しかし. 一意的かどうかは不明である $\grave$

) ここで.

$C= \frac{2i}{3\pi}le^{ib}$ ( $n$ と $b$ は実数) 22)
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とおけば,

$v!_{x}^{-1]}(.r.\rho)=$ iaei $b_{\rho}$ . (23a)

$v_{l\rho}^{1-1]}(x.p)=-iae^{ib}x$ , (231) $)$

$v!_{\varphi}^{-1]}(x.\rho)=ae^{ib}x$ , $(23c\cdot)$

$q_{l}^{[-1]}(x.\rho)=ne^{ib_{t^{J.l}}}$ . (23d)

(23e)

あるいは,

$v_{lx}^{1-1]}(x,\rho.\varphi)=-(l\rho$ siri $(\varphi+b)$ . (24a)

$u!_{\rho}^{-1]_{(.t.\rho.\varphi)}}=lX$ siii $(\varphi+b)$ . (24b)

$v_{r\varphi}^{1-1]}(x, \rho, \varphi)=(\iota^{l}x\iota\cdot(Ji^{\backslash }(\varphi+b).$ $(24\iota\cdot)$

$p!^{-1]}$ $($ X. $\rho$ . 曽 $)$
$=\iota:\rho x$ (OS $(\varphi+b)$ $($ 24d $)$

となる。 この速度場は, 角速度 $\iota$ の剛体回転流を表す ただし, その回転軸は $(y.z)$ 面内で $y$ 軸の負の方向から角
度一 $b$ だけ傾いている。 対応する渦度場を直角座標系で表せば, $\omega=0.\dot{A}’=-2_{lt0i};b1-1$] $[-1]$ . $\omega_{\sim}^{1.-1]}=2_{ll}$ siii $b$ と

書ける。

以上の, 非粘性領域における解析を要約すると,

[1] 速度場は, $O(\Gamma\delta^{-1})$ では剛体回転流であり. その回転角速度の大きさ (tz と表す) と方向 ( $b$ で表す) は任意で
ある。

[2] $O(\Gamma)$ の速度場は未定関数 $F(.r)$ を含む積分形 $(16a)-(16()$ で表される 5 $F(x)$ は. 球面上での積分方程式 (17)

で決定される $–$ .

[3] $O(\Gamma)$ の速度の動径成分は球面上で, 拘束条件 (18) を満たさなければならない.-.

となる。 これらの 3項目は. 以下で述べる境界層と非粘性領域の解析で使われる

32 境界層

境界層内の流れの解析では. $r$ 軸を極軸とする球極座標 $(?\cdot.\theta, \varphi)$ を採用し. 境界層変数

$7^{\cdot}=1-\delta s$ . (25a)

$v,.(?_{t}\theta)=v_{B8}(s.\theta)$ . (25b)

$v_{\theta}(\gamma\cdot.\theta)=\delta^{-1}v_{B\theta}(s, \theta)$ . $(2_{\overline{i)}}\iota\cdot)$

$v_{\Psi^{\neg}}(?\cdottheta)=\delta^{-1}\iota_{B}\dagger\varphi(s.\theta)$ , $(25\langle 1)$

$q(l_{t}\theta)=\delta^{-1}q_{B}(s.\theta)$ (25e)
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を導入する これらの境界層変数を用いると, 方程式 (8) と (9) は,

$\frac{\partial q_{B}}{\partial s}=0$ , (26a)

$iv_{B}\theta-2_{C0\grave{.}\backslash }\backslash \theta v_{s\varphi}=-\frac{\partial q_{B}}{\partial\theta}+\frac{\partial^{f}v_{B\theta}}{\partial_{6}^{\underline{\prime}}}$ . (261) $)$

$iv_{B\varphi}+2e\cdot os\theta v_{B\theta}=-\frac{iq_{B}}{i^{\backslash }i_{I1}\theta}+\frac{\partial^{\underline{)}}v_{B}\varphi}{\partial s-}$ . (26c)

$- \frac{\partial v_{B\theta}}{\partial s}+\frac{1}{i;ir1\theta}\frac{\partial}{\partial\theta}(s^{\backslash }ir1\theta v_{B\theta})+\frac{iv_{B}\varphi}{s\cdot ir1\theta}=0$ (26d)

と書ける。球面上では, 粘着境界条件 (10),

$v_{B\theta}(0.\theta)=v_{B\theta}(0, \theta)=v_{B}\varphi(0.\theta)=0$ (27)

を課す。 他方, 境界層外縁での境界条件は,

$v_{B}\theta(\infty.\theta)=-ire^{ib}$ . (28a)

$v_{B}\varphi(\infty,\theta)=ae^{ib_{COb^{\backslash }}}\theta$ , (28b)

$q_{B}(\infty, \theta)=(\iota e^{ib}$ siri $\theta\iota os^{\backslash }\theta$ $(28\iota\cdot)$

となる。 なぜなら, 非粘性領域の速度場 $(23a)-(23d)$ は球極座標系で.

$v!_{r}^{-1]_{(?\cdot.\theta)=0}}$ . (29a)

$v_{:\theta}^{1-1]}(\gamma\cdot.\theta)=-iae^{ib_{7}}\cdot$ . (29b)

$v!_{\varphi}^{-1]_{(7}}\cdot.=ae^{ib_{\gamma}}\cdot\cdot$ . (29c)

$q_{l}^{[-1]}(7^{\cdot}.\theta)=ae^{ib}z^{\underline{\lambda}}s^{\backslash }i_{I1}\theta_{1Oi};\theta$ (29d)

と表されるからである。

方程式系 $(26a)-(28c)$ は容易に解けて.

$v_{B8}(s, \theta)=(re^{ib}\sqrt{1-\mu^{f}}[-\frac{3(1-\mu)\lambda_{-}.(\mu)}{8(\frac{1}{\underline{)}}-\mu)arrow)}(1-e^{-\lambda-(\mu)g})+\frac{i(1\underline{.,}+\mu)s}{4(\frac{1}{}-\mu)}e^{-\lambda_{-}(\mu)e}$

$+ \frac{3(1+\mu)\lambda_{+}.(\mu)}{8(\frac{1}{f}+l^{4)-}}(1-e^{-\lambda_{+}(\mu)\epsilon})-\frac{i(1.-\mu)s}{4(\frac{1}{f}+\mu)}e^{-\lambda_{+}\langle\mu)\epsilon}]$. (30a)

$v_{B\theta}(s. \theta)=-\frac{i\iota xe^{ib}}{2}[(1+\mu)(1-e^{-\lambda_{-}(\mu)s})+(1-\mu)(1-e^{-\lambda_{+}(\mu)\epsilon})]$ . (30b)

$v_{B} \varphi(s.\theta)=+\frac{ae^{ib}}{2}[(1+\mu)(1-e^{-\lambda_{-}\langle\mu)p})-(1-\mu)(1-e^{-\lambda_{+}\langle\mu)s})]$ , $(30\iota\cdot)$

$q_{B}(s, \theta)=(\iota e^{ib}$ siii $\theta co\backslash \theta$

が得られる。 ここに,

$\lambda_{\pm}^{f}=i(1\pm 2\mu)$

(30d)

(Real $(\lambda_{\pm})\geq 0$), (31a)
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$\mu$ $\mu$

図 1: 境界層外縁における動径速度分布 1
$\sim$

. $(a)\varphi=0$ . $(b)\pi 2$ .

あるいは
$\lambda_{\pm}(\mu)=(1sg(\frac{1}{\underline{)}}\pm\mu)i)|_{-}^{\underline{1}},$ $\pm\mu|^{\tau^{1}}$ (31b)

である。

この $\lambda\pm$ は $\mu$ の関数として, $\mu=\mp\frac{1}{\underline{)}}$ で特異であることに注意する すなわち, $\lambda\pm$ の関数である速度場 (30a) $-$

$(30()$ は $\mu=\mp\frac{1}{\underline{)}}$ で正則ではない, 特に. 動径成分 $v_{B\epsilon}(s.\theta)$ は. この点で発散するので. この解はこのままでは

使えない。 この臨界点近傍の流れは次節で解析する 6,

非粘性領域の流れを求める際に境界条件として用いる速度の動径成分 (30a) の境界層外縁での値は,

$v_{B\beta}( \propto, \theta)=\frac{3(ze^{ib}\sqrt{1-\mu\underline{)}}}{8}[\frac{(1+\mu)\lambda_{+}.(\mu)}{(\frac{1}{f}+l^{4)^{\underline{\prime}}}}-\frac{(1-\mu)\lambda_{-}.(\mu)}{(\frac{1}{2}-\mu)\underline{)}}]$ (32)

となり. やはり, $\mu=\pm$もで発散する $|$、図 $1)-$

33 臨界層

前節で見たように, 境界層解は $\mu=\pm\frac{1}{\underline{)}}$ で発散する
$-$

- 速度場の表現 $(30a)-(30c)$ で, $\lambda_{-}(,4)$ を含む項は $\mu=\frac{1}{\underline{)}}$

で, また $\lambda_{+}(\mu)$ を含む項は $\mu=-\frac{1}{\underline{)}}$ で発散する これに対し, 圧力場 (30d) は境界層全体にわたって正則である

流れ場は赤道 $(\mu=0)$ に関して対称であるから, ここでは. $\mu=\frac{1}{\underline{)}}$ 近傍の解析のみ行なう

境界層内の速度場 $(30a).-(30\iota\cdot)$ からその特異成分

$v_{Bg}^{c}(s, \theta)=(re^{ib}\sqrt{1-\mu\underline{)}}[-\frac{3(1-\mu)\lambda_{-}.(l^{A)}}{8(\underline{1},--\prime\iota)\underline{)}}(1-e^{-\lambda_{-}(’ r)\nu})+\frac{i(1.,+\mu)s}{4(\underline{1},--\mu)}e^{-\lambda_{-}(\mu)\nu}].$ (33a)

$tl_{\epsilon\theta}\sigma\cdot(s.\theta)=\frac{i\iota xe^{ib}}{2}(1+\mu)e^{-\lambda_{-}(\mu)\ell}$, (331) $)$

$v_{B\varphi}^{\sim} \sigma(s.\theta)=-\frac{ze^{ib}}{2}(1+\mu)e^{-\lambda_{-}(\mu)8}$ $(33\iota\cdot)$

を抜き出し, これを臨界層解で置き換えるのである..
境界層スケーリング $(25a)-(25e)$ は臨界点のところでは成り立たないので, そこでは新たなスケーリングを見

出さなければならない。 まず. 動径方向と極角方向にそれぞれスケーリング指数 $C\lambda$ と $\beta$ を導入し,

$\uparrow$

. $=1-\delta^{\mathfrak{a}}\xi$ (34a)

$\mu=\frac{1}{\underline{)}}+\delta^{!3}\eta$ (341) $)$
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とおく ここで.

$\lambda>\}’>0$ (35)

と仮定しておく

速度の特異成分 (33a) $-(33()$ を臨界点 $\mu=\frac{1}{arrow)}$ の近傍で, $\delta^{\beta}$ のべ j$\mp$級数に展開し.

$v_{B\mu}^{c}( \xi,\eta)=-\frac{\sqrt{3}l^{1}ib}{2\delta^{3}\tau^{\{j}}[\frac{3[1-\backslash \backslash gr\iota(\tau\prime)i]}{16|_{Tl}|^{3}\tau}(1-e^{-\delta^{\mathfrak{u}+*\mu-1}[1-sgii(l|)i]|\prime;|^{*}\xi)}\wedge-$

$+ \frac{3i\xi}{8r/}e^{-\delta^{\alpha+\neq\not\in}}\sim\rho-11^{1-sgr\iota(\iota/)i]|\prime\prime|\xi}+\cdots]$ , (36a)

$v_{B\theta}^{\sigma^{\backslash }}( \xi, \eta)=\frac{3i\iota e^{ib}}{4}e^{-\delta^{U}\sim[1r\iota(l)i]|\eta|^{*}\xi}+*B-1-sgt[1+\frac{2}{3}\delta^{3}(\eta+\cdots].$ (361) $)$

$v_{B\varphi}^{s}( \xi_{\}\eta)=-\frac{3(le^{ib}}{4}e^{-\delta^{c+\tau^{\beta-1}}}\prime 1[\perp Il’\star[1+\frac{2}{3}\delta^{8}\eta+\cdots]$ (36c)

とおく . ここで, $i;=\delta^{\alpha-1}\xi$ と $\lambda_{-}(l^{\iota})=\delta\not\in l’[1-s^{\backslash }gr1(\eta)i]|\eta|-\pi 1$ なる関係式を用いた これらの特異成分が $\xi$ と $rl$ の

関数として正常にふるまうためには.
$\alpha+\frac{1}{\underline{)}}\beta=1$ (37)

でなければならない。 不等式 (35) と式 (37) より, 不等式 $0< \beta<\frac{\underline{)}}{3}$ が導かれる . この不等式は, $|v_{r}|\ll|v_{\theta}|$ . $|v_{\varphi}|$

を意味する.

臨界点近傍における速度の各成分の大きさは. 式 (25a) $-(25e)$ と (36a) $-(36()$ より, $v_{r}(r\cdot.\theta)=O(\delta-)$ .
$u_{\theta}(?\cdottheta)=O(\delta^{-1})$ および $v_{\varphi}(\gamma\cdot.\theta)=O(-1)$ と見積もられる そこで, 解を

$v_{r}(\cdot.\theta)=\delta^{-\frac{3}{\underline{\circ}}\partial}(v_{c\xi}(\xi, \eta)+\delta^{\theta}v_{c\xi}^{(1)}(\xi.rl)+\cdots)$ . (38a)

$v_{\theta}(z\cdot.\theta)=\delta^{-1}(v_{c\eta}(\xi,rl)+\delta^{\beta}v_{C’|}^{(1)}(\xi.\eta)+\cdots)$ . (38b)

$v_{\varphi}(\uparrow\cdot.\theta)=\delta^{-1}(v_{c\varphi}(\xi.\eta)+\delta^{\theta}v_{c\varphi}^{(1)}(\xi,\eta)+\cdots)$ (38c)

のように, $\delta^{l3}$ のべキ級数に展開する このスケーリングでは, 連続の式で $v_{c\varphi}$ を含む項は無視できて.

$\frac{o_{t_{c\xi}’}}{O\xi}+\frac{\sqrt{3}}{2}\frac{\partial v_{Cl|}}{\partial rl}=0$ (39)

を得る $\acute$。

ナヴィエ. ストークス方程式の動径成分の主要項は,

$- \sqrt{3}v_{c\varphi}=\frac{\partial q_{c}}{\partial\xi}$ (40a)

である–. ここに. 圧力のスケーリングを

$q(?_{t}\theta)=\delta^{-}-\pi^{\theta}1(q_{C}(\xi_{T}l)+\delta^{\beta}q_{c}^{(1)}(\xi_{\}\eta)+\cdots)$ (40b)

とし, 式 (37) を考慮した
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式 $(38a)-(38_{t}\cdot)$ と (401) $)$ をナヴィエストークス方程式の $\theta$ と曽成分に代入し. $\delta$ 展開の次のオーダーまで残
すと. それぞれ

$iv_{c\eta}-v_{c\varphi}+(-2\delta^{\theta}\eta v_{c\cdot\varphi}-\frac{\sqrt{3}}{2}\delta^{1_{\circ}^{3}}\sim’\frac{\partial p_{c}}{\partial r/}-\delta^{B}\frac{o_{t_{c\eta}}^{\underline{)}}}{\partial\xi\underline{)}}+i\delta^{\theta_{\iota_{c\eta}^{\langle 1)}-\delta^{J}v_{c\varphi}^{(1)})}^{}}.+\cdots=0$ .
(41a)

$iv_{c_{\hat{\Psi}}}+v_{c\eta}+(lc?/+\sqrt{3}\delta^{1-\frac{3}{2}t}\prime v_{c\xi}-\delta^{\beta}\frac{\partial^{\underline{)}}v_{c\varphi}}{\partial\xi\underline{)}}+i\delta^{1};v_{c\varphi}^{(1)}+\delta^{\delta}\iota_{Cl}^{(1)}J)+\cdots=0$ (41b)

となる。 ここで. 式 (35) と $\iota\cdot os\theta=\frac{1}{\underline{)}}+\delta^{l}’\eta+\cdots$ を用いた
式 (41a) と (41b) の主要項はそれぞれの式の最初の 2項であるが. いずれも $O(1)$ で, 同一の方程式

$v_{c\varphi}=iv_{c\eta}$ (42)

となる $–$ このように方程式が縮退しているため, 解を決定するためには次のオーダーを調べる必要がある,
式 (41a) と (41b) の括弧の中の項が次のオーダーになる。 最も一般的な解は. これらの項のすべてが同じオー

ダー. すなわち.

$-2r]v_{c\varphi}- \frac{\sqrt{3}}{2}\frac{\partial q_{C}}{\partial rl}-\frac{\partial^{\underline{|}}v_{c\prime|}}{\partial\zeta^{\underline{\prime}}}+iv_{c_{l}}^{(1)}’-v_{c\varphi}^{(1)}=0$ . (43a)

$2 \eta v_{c\eta}+\sqrt{3}v_{c\xi}-\frac{\partial^{\underline{)}}v_{c\varphi}}{\partial\zeta\underline{)}}+i\cdot v_{c_{\Psi^{\neg}}}^{(1)}$ . $+v_{c1l}^{(1)}=0$ (43b)

の場合に得られる ただし, $\beta=1-$ 和である この式と (37) より,

$c z=\frac{4}{5}$ . $\beta=\overline{\overline{5}}$ (44)

となる,

式 (39). (40a). (42). (43a) および (43b) を合わせると,

$[ \frac{\partial^{3}}{\partial\zeta^{S}}+i(2\eta\frac{\partial}{\partial\xi}-\frac{3}{2}\frac{\partial}{\partial r/})]\frac{\partial Q}{\partial\zeta}=0$ $(|\eta|>0\xi>0)$ (45a)

が導かれる ここに. $Q(\zeta, \eta)$ を

$q_{c}( \zeta.r])=\frac{3\sqrt{3}tle^{ib}}{4}Q(\zeta.\eta)$ (45b)

で導入した

式 (45a) の導出において. ナヴィエストークス方程式の $\eta$ についての最高階微分項が無視されていることに注
意する すなわち. 式 (45a) の解は. $\eta=0$ で連続であるが微分可能でなくてもよい 解 $Q$ (したがって $q_{c}$ ) が求
まれば. $\iota_{c_{\vee}}\cdot\cdot$ が (40a) より. そして $v_{c},$, が (42) より, 続いて. $v_{c\xi}$ が (39) より求まって.

$v_{c\xi}=- \frac{3\sqrt{3}i}{8}le^{ib}\frac{\partial Q}{o_{7}l}$ . (46a)

$v_{c\eta}= \frac{3i}{4}(\iota e^{ib}\frac{OQ}{O\zeta}.$ (461) $)$

$t_{c\prime}’=-\frac{3}{4}(lP^{ib}\frac{\partial Q}{\partial\xi}$ $(46(.)$
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となる-

さて, 境界層解の特異成分は. 臨界層変数 $\xi$ と 7] で式 (36a) $-(36c)$ のように表される それらを式 (38a) $-$

$(38c)$ と比較し. $\xi=0$ とおくと. $\{)_{C\xi(0,\eta)}=0$ . $lJ_{C_{l}},(0. \eta)=\frac{3}{4}i(l\epsilon^{ib},$ $v_{C7\prime}^{(1)}(0. \eta)=\frac{1}{*)}i_{lf^{1}}^{ib}\eta$ . $()_{C\varphi}(0. \eta)=-\frac{s}{4}(Jt^{3}ib$ .
$\iota_{c\varphi}^{(1)}(0.\eta)=^{1}-\sim\underline{)}le^{ib}ri$ が得られる これらの条件は. $\xi=0$ での式 (40a) と (411) $)$ と合わせて.

$\frac{\partial Q}{\partial\xi}(0.\eta)=1$ $(|\eta|>0)$ , (47a)

$\frac{\partial^{s}Q}{\partial\xi^{S}}(0,\eta)=-2i\eta$ $(|\eta|>0)$ $(4_{\overline{l}}b)$

を与える。境界層内の圧力場は正則であるから, 式 (45b) より,

$Q(0.\eta)=0$ $(|7l|>0)$ $(4_{\overline{l}}\iota:)$

である。式 (36c) が示すように, 速度の方位角成分は, $\xiarrow\infty$ でゼロに近づく、 したがって.

$\frac{\partial Q}{\partial\xi}(\xi.\eta)arrow 0$ $(|r/|>0, \xiarrow\infty)$ $(4\overline{/}d)$

が満たされる。

微分方程式系 $(45a)-(47d)$ には, $\eta$ に関してエルミート対称.

$Q(\xi.\eta)=Q^{*}(\xi$ . $-\eta)$ (48)

の解が存在する。ここに, $*$ は共役複素数である-,. 境界層解の特異部分 $(36a)-(36c)$ で因子 $ae^{ib}$ を除いたものも

臨界層近傍ではエルミート対称である「 したがって. ここではこの対称性を仮定する。すると. $\eta=0$ では,

Irnag $(Q(\xi.0))=0$ $(\xi\geq 0)$ (49a)

である。式 (45a) の虚部は, Real $(\partial^{\underline{\prime}}Q\partial\xi\partial\eta(\xi,0))=0$であるが, これを $\xi$ について積分すると,

Real $( \frac{\partial Q}{\partial r]}(\xi, 0))=0$ $(\xi\geq 0)$ (49b)

が得られる。 ここに, 境界条件 $(47()$ を考慮している。.
ところで. 境界層速度 $(36a)-(36c)$ の特異成分の $\xiarrow 0$ かっ $|\eta|arrow\infty$ (ただし, $|\eta|^{1}\tau\xi$ は有限) の極限をとり.

式 $(46a)-(46()$ と比較すると,

$Q( \xi.rl)arrow\frac{\backslash ^{\backslash }gt1(rl)i(1-bgr1(r])i)}{2|rl|^{1/\underline{?}}}(1-ex])[-$( $1$ –sgri$(7])]$ ) $|?]|$ lt $\xi])$

$(\xiarrow 0_{t}|r]|arrow\infty,$ $|\eta|^{*}\sim\xi$ は有限, のとき $)$

であることがわかる。微分方程式 (45a) は $rl$ に関し 1階であるから, この条件は課せられない。 しかし, 結果と

して得られた解はこの条件を満たしていることを確認している,

方程式 (45a) を境界条件 $(47a)-(47d),$ $(49a)$ および (49b) のもとで. 差分法を用いて数値的に解く (差分法の

詳細は割愛
$\grave$

.)「 図 2に, 計算領域 $0\leq\xi\leq 10.0\leq\eta\leq 8$ で $\xi$ 方向の格子数 100, $\eta$ 方向の格子数 80の結果を示す.-$\acute$
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(a) (b)

$\xi$

$\eta$

$\xi$

$\eta$

図 2: 臨界層方程式の解 $Q(\xi, \eta)$ (a) 実部. (b) 虚部 1.

境界層外縁での速度の動径成分 $B(\mu)$ は. 境界層解 (32) を臨界点 $\mu=\pm\frac{1}{f}$ の近傍で、 臨界層解で修正して.

$B(\mu)=\{\begin{array}{ll}-\frac{3\sqrt{3}iae^{ib}}{8}\{\delta^{-@\frac{\partial Q^{*}}{\partial r/}(l-)-\frac{i\sqrt{1-\mu\underline{)}}(.1-\mu).\lambda_{-}(\mu)}{\sqrt{3}(\frac{1}{\underline{)}}-l^{A)^{2}}}}r\} (-\frac{1}{\underline{)}}-\mu_{c}<\mu<-\underline{1}-+\mu_{c}) -\frac{3\sqrt{3}i(le^{ib}}{8}\{\frac{i\sqrt{1-]4\underline{)}}(.1+l^{1})\underline{.}\lambda_{+}(\mu)}{\sqrt{3}(\frac{1}{\underline{)}}+\mu)}+\delta^{-\S}\frac{\partial Q}{\partial r/}(r]+I\} (\frac{1}{\underline{)}}-\mu_{c}<\mu<\frac{1}{\underline{)}}+\mu_{c}) \frac{3ze^{ib}\sqrt{1-\mu^{\underline{\prime}}}}{8}[\frac{(1+\mu)\lambda_{+}.(\mu)}{(\frac{1}{\underline{)}}+\mu)\underline{)}}-\frac{(1-l^{A})\lambda_{-}.(\mu)}{(\frac{1}{\underline{)}}-\mu)\underline{)}}] (\text{その他}) (50)\end{array}$

となる。 ここに. $\eta_{+}=\delta^{-2}\tilde{5}(\mu-\frac{1}{f})$ . $\eta_{-}=\delta^{-}F2(\mu+-\underline{1})$ そして $O(\delta^{\frac{2}{\epsilon}})\ll O(\mu_{c})\ll O(1)$ である。 この関数は,

$B(\mu)=-B(-\mu)$ かつ $B(1)=B(-1)=0$なる性質がある。図 3に. $R\epsilon^{\text{・}}=10^{5}(\delta=10^{-.5}\underline{)})$ の場合の $=- u_{r\infty}(\mu.\varphi))$

を示す.,,

この修正された境界層解を用いると. 式 (18) の積分は収束する これは実数 /1について区間 $[-1:1]$ での積分

であるが, $\ell\iota$ を複素数に拡張し. 積分経路を複素 $\mu$ 面の下半領域 Imag$(\mu)<0$ に移しても積分値は変わらない

パラメター $\delta$ がゼロの極限では, 臨界点近傍からの寄与は無視でき. 積分は.

$\frac{8}{1\overline{o}}=\frac{3(le^{ib}}{4}\int_{-1}^{1}\frac{A(1+\mu)(1-,.A^{-)(1+\backslash g}I1(\frac{l}{\underline{|}}+\mu)i)}{1\frac{1}{\underline{)}}+l^{A|-}*}c1\mu$

(iniag $(\mu)<0$ )

$= \frac{3_{l}e^{i\prime_{J}}}{4}\sqrt{2}e^{\frac{\pi}{4}i}\int-1\mu(1(1_{I11}ag(\mu)<0)1+l^{4})(1-\mu\underline{.)})(\frac{1}{\underline{)}}+\mu)^{-s/\underline{\cdot)}}(1_{l^{l}}$

と書ける
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$\int_{\approx^{h}}$.

$0$ 0.2 0.4 0.6 0.8 1
$\mu$

図 3: 境界層外縁での動径速度分布-. 数宇は方位角 $\varphi$ を表す. $\delta=10^{-2.5}$ .

積分変数を. 関係式 $2\mu+1=3\zeta\underline{)}$ により, $\mu$ から $\zeta$ に変換すると, この方程式は,

$\frac{8}{15}=\frac{3\sqrt{3}(re^{ib}}{16}e^{\frac{\pi}{4}i}\int_{-\# 3}^{1}\frac{(1-\zeta^{\underline{\prime}})(3\zeta^{\underline{\prime}}+1)^{\underline{\prime}}(3\zeta\underline{)}-1)}{\zeta\underline{)}}d\zeta$

$= \frac{\sqrt{2}ze^{ib}}{35}[(19+9_{V}’ n)-(19-9>3)i]$

となる。 これより,

$a= \frac{14\sqrt{151}}{4_{0}^{r}3}=0.3_{\overline{t}}97\cdots$ . (\’ola)

$b=$ arctan $( \frac{19-9\sqrt{3}}{19+9\sqrt{3}})=0.09831\cdots$ (rad) $=5.63\cdots(\deg)$ (51b)

が得られる $($ Busse, $1968)_{c}$

34 非粘性領域の $O(\Gamma)$

前節で
$\grave$ 境界層外縁における速度の動径成分 $B(\mu)$ が得られたので (式 (50) 参照). $F(x)$ に関する積分方程式

(17) を解くことができる 1-..
臨界点 $\mu=\pm\frac{1}{\underline{)}}$ 近傍での $B(\mu)$ の急激な変動は非粘性領域に強い勢断層を励起するので. 粘性項がそこでも無視

できるほど小さいかどうかをまず吟味しよう 勇断層の厚さが $O(\delta\S)$ であること (式 (44) 参照) とそこでの速度の

動径成分が $o(\Gamma\delta^{-\frac{3}{6}})$ であること (式 (50) 参照) に注意すると, 粘性項は他の項に比べて $\delta^{\frac{3}{\epsilon}}(=\delta^{2}\cross\delta^{-\frac{3}{5}}\cross\delta^{-2\cross\frac{2}{6}})$

倍だけ小さいことがわかる ゆえに, 内部領域の $O(\Gamma)$ の流れを式 (50) を用いて行なう非粘性解析が正当化される -

式 (17) に siii $\underline{)}\theta P\underline{\cdot)},\iota+1(\iota\cdot 0\backslash \backslash \theta)$ (.ただし. $P_{\underline{\lambda}_{1+1}},(c\cdot os\theta)$ は 2$r|+1$ 次のルジャンドル多項式である) を掛けて $\theta$ に

ついて $[0:\pi]$ の範囲で積分する 未知関数 $F(((b^{\mathfrak{z}}$のをルジャンドル多項式の無限級数で

$F( \iota\cdot oL\backslash \theta)=\sum_{ll=t}^{x}F_{l1}P_{\underline{\lambda}n+1}((.os\theta)$ (52)
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のように展開すると. 展開係数 $F_{J1}(rl=1.2. \cdots)$ についての無限連立 1次方程式.

$\Lambda I_{1,1}F_{1}+\Lambda I_{1.2}F\underline{\cdot)}=B_{1}+\frac{8}{3\dot{\mathfrak{v}}}$ . (53a)

$AI_{1\iota.n-1}F_{n-1}+\Lambda I_{\nu\iota,’\iota}F_{n}+\Lambda I_{?,’ 1+1}F_{J?+1}=B_{\iota}$ $(7l\cdot=2.3_{\tau}\cdots)$ (53b)

が得られる (導出は割愛) ここに,

$B_{1}= \int_{0}^{\pi}B((os\theta)$ sin $\underline{)}\theta P\underline{\cdot)},l+1(\cos\theta)d\theta$ $(n=1.2. \cdots)$ . (54)

$\Lambda I_{n,l1}-=\frac{2\pi}{(4_{7l}-1)(4_{7l}+1)(4_{7I}+3)}[6r’(2r\iota+1)P\underline{\cdot)}n+1(^{\underline{1}},$$)-+4 \sqrt{3}r\iota P_{-n+1}^{1}(\frac{1}{\underline{)}})+P_{f11+1}^{-}(\frac{1}{\sim)})]$ .
(55a)

$\Lambda I_{n,n}=\frac{2\pi}{4r\prime+3}\{[\frac{3}{4_{7\mathfrak{l}}+3}(\frac{(2_{7l}+1)^{f}}{4r|.+1}+\frac{(2_{7l}+2)-}{4_{7l}.+5})-3]P_{2n+1}(\frac{1}{\sim)})$

$- \frac{2\sqrt{3}}{2r\prime+2}[\frac{1}{4_{7i}+3}(\frac{(2_{7l}+1)^{f}}{4r\prime+1}+\frac{(2rI+2)-}{4\tau\iota+or})-\frac{2_{7\mathfrak{l}}+1}{4r|+1}]P_{\underline{)}}^{1}r\iota+1(\frac{1}{\underline{)}})$

$+ \frac{1}{(2_{7l}.+2)(2r\iota.+3)}[\frac{1}{4_{7l}+3}(\frac{(2_{7l}+1)-}{4r\prime+1}+\frac{(2r/+2)\underline{)}}{4_{7l}+5})-\frac{4_{ll}.+3}{4_{7\mathfrak{l}}+1}]P_{\tilde{2}n+1})(\frac{1}{\underline{)}})\}$ .

(55b)

$M_{n,n+1}= \frac{2(2rl+2)(2rl\cdot+3)\pi}{(4rl+3)(4rl+\acute{o})(4\gamma\prime+\overline{/})}[3P\underline{\cdot)}n+1(\frac{1}{\underline{\rangle}})-\frac{2\sqrt{3}}{2\tau\iota.+2}P^{1_{l?+1}}\underline{)}(\frac{1}{\underline{)}})+\frac{1}{(2_{7}\iota.+2)(2r\iota+3)}P_{-Vl+1}^{\underline{)}}(1\sim\underline{)})]$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} 55c)$

である.

ここで, $A[i,0=0$ であること, そしてゼロ次の係数凡が上記の方程式系 (53a) と (531) $)$ に現れていないことに
注意する この係数は, $\delta$ 展開の次のオーダーで決定されるべきものであるが, このオーダーでは内部勢断層の影
響が粘性項を通して入ってくるので. 解析は極めて面倒になる ここでは, この係数を求めることはしない
パラメター $\delta(\ll 1)$ を与えて. 連立方程式 (53a) と (531) $)$ を数値的に解くには次のようにする..

[1] 偏微分方程式 (45a) を境界条件 $(4_{\overline{l}\dot{c}i})-(4_{\overline{l}\langle}l)$ . $(49a)$ および $(491_{J})$ のもとで数値的に解き. 関数 $Q(\xi.\eta)$ を求
める

[2] 境界層外縁での速度の動径成分 $B(\mu)$ を式 (50) を用いて計算する

[3] 式 (53a) と (531) $)$ の右辺の係数 $B_{l1}$ を式 (54) の数値積分より求める

[4] 連立方程式 (53a) と (53b) を適当な個数 $N$ で打ち切って. 係数 $F,$ , を数値的に求める 打ち切り個数 $N$ は,

$\delta=10^{-.5}\underline{)},10^{-d}$ . $10^{-4}$ のとき. それぞれ $N=50.100.200$ とする
[5] 関数 $F(\mu)$ を展開 (52) の有限級数から求める $|$ 有限ルジャンドル多項式級数については付録 $B$ を参照 $|$

[6] 速度場を式 $(16a)-(16()$ および (llb) より求める
$-$
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35 数値シミュレーションとの比較

前節で求めた解析解の有効性を確かめるために, ナヴィエ・ストークス方程式の直接数値シミュレーションに
よる結果と比較する

-

計算はスペクトル法 (.Kida et al. 2008) で行ない, 支配パラメータを $Re=10^{5}$ と $\Gamma=2\cross 10^{-4}$ として. 剛体
回転流の初期状態から時間発展を追い, 定常解を求めた (清水 2009による)9. 一方, 解析解は, $O(1)$ の剛体回転
流 $($式 $(6a)),$ $O(\Gamma Re^{1/2})$ の剛体回転流 $($式 $(24a)-(24c))$ に加えて. $o(\Gamma)$ の速度場 ((ただし, $F_{0}$ の剛体回転流
成分は未定である。 また, $O(\Gamma Re^{d/10})$ の勢断層を含む。) まで求められている。 したがって, ここでは剛体回転
流成分を除いて, 両者の比較を行なう c
図 4と図 5には, それぞれ, 数値シミユレーションと理論解析によって得られた速度場を, スピン回転軸を通
り方位角 $\varphi$ の異なる 8つの平面上で描いてある ((a) と (i) は同じ面を互いに裏側から見たものである)

。 面内の
速度を矢印で, 面に垂直な速度を灰色 (紙面手前向き) と白 (.紙面奥行き) で示している。流れの構造は両者で
よく一致していることがわかる 2

図 4: スピン回転軸を通る平面上の速度分布。ただし, 剛体回転流成分は取り除かれて
いる。 (a) $\varphi’\pi=0,$ $( b)\frac{1}{8},$ $( c)\frac{1}{4}$ . $(d) \frac{d}{8}$ . $( e)\frac{1}{f}$ . $( f)\frac{5}{s}$ . $( g)\frac{s}{4}$ . (h) $\frac{7}{8}$ . $(i)1$ . $Re=10^{5}$ ,

$\Gamma=2\cross 10^{-4}$ . 数値計算。
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4 まとめ

歳差回転球内の定常流れの構造を. 自転が速く歳差が弱い場合に, レイノルズ数 $R\epsilon^{t}$ が大きくボアンカレー数

$\Gamma$ が小さいという二重極限における漸近解析により求めた この極限は地球内部の溶融鉄の流れ $(R\epsilon-=10^{15}$ .
$\Gamma=10^{-7}$ . $a=3\cross 10^{8}cn1,$ $\Omega=7\cross 10^{-5}s^{-1},$ $\nu=7\cross 10^{-s_{CI11^{-}\prime S^{1}}}$

’ と関連して, 多くの研究者の興味をひいてき

た. $f*ffi_{\llcorner}-\grave{|}^{/}\text{ロ^{}\backslash }$っ $\dot{(}\SA^{a}!\not\equiv ae$層 と $\iota\not\in$界 $\text{層_{}?}^{\backslash }E\dagger L^{\backslash }\mathcal{A}$の $\Re$ffiする $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

0
$\hslash$層の「$\neq$注 $\downarrowh_{fk*h^{a}}’$ ら $\mathfrak{W}$られて $A^{a}$た (Boiidi andLvttleton球面に沿う薄い境界層と境界層近似の破綻する臨界層の存在は従来から知られていた

1953, Roberts arid Stewartson 1963, Busse 1968) が. 臨界層内と非粘性領域での速度場の具体的な表現を得たの

は本研究が初めてである、 この定常流の具体的表現を用いて. レイノルズ数が大きい極限での安定性の臨界曲線

の漸近枝を求めること. そして円錐形をした 2 っの勢断層を含む特異な構造をもつ流れの中での粒子混合特性を
調べることが次の目標である.
図 4の数値シミュレーションは清水雅樹博士, 図 4と図 5の作図は中村拓也氏によるものである. 記して謝意

を表する。

図 5: 図 4に対応する理論 $\Gamma\ll R\epsilon--1/2\ll 1$
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付録

A. ある双曲型偏微分方程式の解

ここでは. 双曲型偏微分方程式,

$( \frac{O\underline{)}}{o_{t^{j}}\underline{\cdot)}}+\frac{1}{t^{j}}\frac{\partial}{o_{t^{j}}}-\frac{1}{t^{j^{\underline{)}}}}-\sigma.,\frac{\partial^{\underline{\prime}}}{\partial.r^{\underline{\prime}}})v=0$ (56)

の一般解を導出する– ただし, $\sigma$ は正定数とする 1、 式 (15) は $\sigma=$ 而の場合にあたる 9.
この方程式の各項は独立変数 $\rho$ と $x$ にっいて同次であるから. 解を区間 $[(l$ : $b]$ で連続的に異なる勾配 $\kappa$ をもつ

平面波の重ねあわせ.

$v(x. \rho)=\int_{o}^{b}A’(\kappa)F(x+\kappa\rho)d\kappa$ (57)

で表すことができる。 ここに, $F(\prime x)$ と $A(\kappa)$ は 2階微分可能な関数で, $tl$ と $b$ $($ rt $>b)$ は定数, プライム’は微分

を表す 1’ 式 (57) を (56) に代入して,

$\int_{0}^{b}A’(\kappa)((\kappa^{2}-\sigma^{2})F’’(x+\kappa\rho)+\frac{\kappa}{\rho}F^{l}(x+\kappa\rho)-\frac{1}{tJ^{-}}F(x+\kappa\rho))d\kappa=0$ (58)

を得る 変数 $\kappa$ について部分積分すると, この方程式は

$[s4^{l}(\kappa)(\kappa^{2}-\sigma^{\underline{\prime}})F’(x+\kappa\rho)+(-(.4’(\kappa)(\kappa^{-}-\sigma^{f}))’+A’(\kappa)\kappa)F(x+\kappa\rho)]_{a}^{b}$

$+ \int^{b}\{[A’(\kappa)(\kappa-\sigma))’-A’(\kappa)\kappa]’-A’(\kappa)\}F(x+\kappa\rho)d\kappa=0$ (59)

となる.–

この方程式が任意の $F(.\iota)$ に対して成立する条件を求めよう。 まず, 式 (59) の 2行目の定積分は,

$[(A’(\kappa)(\kappa^{2}-\sigma^{-}1)’-A’(\kappa)\kappa]’-A’(\kappa)=0$

であれば, 恒等的にゼロである。 これを 2回積分すると,

$(\kappa^{\underline{\prime}}-\sigma\underline{.)})A^{t}(\kappa)-\kappa A(\kappa)=-\gamma\kappa-\beta\sigma^{2}$

となり. $A(\kappa)$ について整理すると,
$A(\kappa)=\alpha\sqrt{\sigma^{\underline{\gamma}}-\kappa^{f}}+\beta\kappa+\gamma$ (60)

が得られる、 ここに. $\alpha$ . $\beta$ および $\gamma$ は積分定数である 式 (60) を $\kappa$ について微分すると,

$A’( \kappa)=-\frac{cx\kappa}{\sqrt{\sigma^{\underline{)}}-\kappa-}}+\beta$ (61)

となる r

次に, 式 (59) の第 1行目が任意の $F(x)$ についてゼロとなる条件を求める。 この括弧の中に式 (61) を代入して,

$(\alpha\kappa-\beta\sqrt{\sigma\underline{)}-\kappa\underline{)}})\sqrt{\sigma\underline{)}-\kappa\underline{)}}F’(x+\kappa\sigma)-(cx\sqrt{\sigma\underline{)}-\kappa^{f}}+\beta\kappa)F(x+\kappa\sigma)=0$ (62)

を得る この方程式が, 任意の $F(.r)$ に対して, しかも, 異なる 2つの $\lambda$ の値 (すなわち. $a$ と $b$) に対してなり

たつためには, $\beta=0$ でなければならない。 このとき. $\lambda=\pm\sigma_{7}$ すなわち. $a=-\sigma,$ $b=+\sigma$ で, 式 (57) は,

$v(x. \rho)=\int_{-\sigma}^{\sigma}\frac{\kappa}{\sqrt{\sigma\underline{)}-\kappa\underline{)}}}F(x+\kappa\rho)(1\kappa$ (63)

となる ただし, ここでは一般性を失うことなしに. $c\iota=-1$ とおいた
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変数変換 $\kappa=\sigma\cos\lambda$ を施すと, この方程式は,

$v(. r.\rho)=\int 0^{\pi_{F(X+\backslash }}\sigma co_{\llcorner}\cdot\lambda\rho)_{COi};\lambda d\lambda$ (64)

と書き換えられる.-
第 31節の一般解 (16a) は. $\sigma=\sqrt{3}$ とおき, $F(x) arrow 2\sqrt{3}F(\frac{1}{\underline{)}}.r)$ と変換することによって得られる (Bondi and

Lyttleton, 1953):

B. ルジャンドル多項式展開
正則でない関数をテイラー展開すると発散級数になるため, その有限級数はもとの関数を近似しないことはよ
く知られている。 これを救うため. パデ近似が提案されているがうまくぃっているとはいえない (Hestbaven $et$

al. 2006)。ここでは, 有限ルジャンドル多項式級数を適当なコロケーション点 (打ち切り項数の次数のルジャン

ドル多項式の零点 ) で見ると, 不連続な関数や発散する関数が精度よく再現されることを示す。
区間 $-1\leq x\leq 1$ で定義された関数 $f(.r)$ がルジャンドル多項式 $P_{1}(\prime r)(r|$. $=0.1.2\ldots.)$ の無限級数,

$f(x)= \sum_{n=0}^{K}\tilde{f}_{11}P_{n}(x)$ $(-1\leq x\leq 1)$ (65)

で表されているとする c ここに, 展開係数 $\tilde{f}_{n}$ は

$\int_{-1}^{1}f(\tau)P_{n}(x)dx=\frac{2}{2r\prime+1}\tilde{f_{ll}}$ $(r\iota=0.1\ldots.)$ (66)

なる積分で与えられる。
さて, $N$ 次のルジャンドル多項式 $P_{N}(x)$ の零点を $-1<x_{0}<x_{1}<\cdots<x_{N-1}<1$ とし, 重み関数を

$\uparrow l_{i}=\frac{2}{(1-x_{i^{2}})P_{N}^{J}(x_{i})^{2}}$ $(i=0.1\ldots. .N-1)$ (67)

とする。 このとき, 連立一次方程式

$, \sum_{i=0}^{N-1}ll_{i}^{\prime P_{1}(\prime r_{j})g_{i}}=\frac{2}{2r\prime+1}\tilde{f_{J1}}$ $(r’=0,1, \cdots. N-1)$ (68)

の解 $g_{i}(\cdot i=0.1\ldots..N-1)$ を $f(x_{i})$ の近似値とする.-
有限ルジャンドル多項式級数の優秀性を示すため, 厳密な展開係数がわかっている次の 3つの関数を取り上げる、
例 1: 連続だが微分不可能な点をもつ関数 :

$|x|= \frac{1}{2}P_{0}(.r)+7l\sum_{=1}^{\infty}(-1)^{n-1}\frac{(2r1-3)}{(2rl+2)}!!(4r’+1)P\underline{\cdot)}_{1}(.r)$ (69)

例 2: 不連続点をもつ関数 :
sign(r) $= \sum_{n=0}^{\infty}(-1)^{\prime\iota}\frac{4r\prime.+3}{2r\iota+2}\frac{(2_{7l}-1)!!}{(2r\iota)!!}P\underline{\cdot)},l+1(x)$ (70)

例 3: 発散する点をもつ関数 :

$\frac{1}{r}=\sum_{\prime t=0}^{x_{\backslash }}(-1)^{\prime\iota}\frac{(2_{7l})!!}{(2_{7l}+1)!!}(4r\iota+3)P\underline{\cdot)},\iota+1(.r)$ (71)

ただし. $0!!=(-1)!!=1$ である
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図 6: 有限ルジャンドル多項式級数- (a) $|x|$ . $(b)$ sign $(x),$ $(c)1x$ .
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図 6に, これらの関数の有限ルジャンドル多項式級数のふるまいを示す 対象とする関数を実線で. 級数を記

号 $|$ 数字は打ち切り項数 $|$ で表している いずれの関数に対しても. 特異点に最も近い点を除き, もとの関数を

精度よく再現していることがわかる
ここでは, コロケーション点として. 打ち切り項数の次数をもっルジャンドル多項式の零点を採用したが. こ

れが最適のようで. これ以外の点では有限打ち切り級数の結果はよくないことを指摘しておく
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