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1 序論

Mahler 測度は，Laurent 多項式 $P\in \mathbb{C}[X_{1}^{\pm}, \ldots, X_{n}^{\pm}]\backslash \{0\}$ に対して，

(1.1) $m(P):= \int_{0}^{1}\cdots\int_{0}^{1}\log|P(e^{2\pi it_{1}}, \ldots, e^{2\pi it_{n}})|dt_{1}\cdots dt_{n}$

によって定義されるものである．Mahler 測度は，超越数論への応用として，Mahler [13] $\dagger$に

より導入された $*$ 1. Mahler 測度の研究において，非常に興味深い結果は，

$m(1+X+Y)= \frac{3\sqrt{3}}{4\pi}L(2, \chi_{-3})$ ,

$m(1+X+Y+Z)= \frac{7}{2\pi^{2}}\zeta(3)$

といった Mahler 測度とゼータ関数，$L$ 関数の特殊値との関係である．上記の結果は，
Smyth [21] による．さらに，Deninger [2] により，$n$ 変数の整数係数 Laurent 多項式

$P(X_{1}, \ldots, X_{n})$ が $n$ 次元トーラス $T^{n}:=\{(X_{1}, \ldots, X_{n})\in \mathbb{C}^{n}||X_{1}|=\cdots=|X_{n}|=1\}$

上に零点を持たないとき，$m(P)$ は，混合モチーフの Deligne 周期であることが示されるな

ど，現在では，多くの分野と関連する重要な研究対象となっている．最近の研究結果について
は，[1], [19], [7], [9], [11], [10] およびそれらの参考文献等を参照されたい．また，[25] では，
上記のことも含めた Mahler 測度に関連する研究結果が多く紹介されている．

本稿のメインテーマは，最近，黒川．$La1_{1}’n$ . 落合 [8] によって与えられた Mahler 測度

の一般化である多重高次 Mahler 測度である．多重高次 Mahler 測度は，Laurent 多項式

$P_{1},$
$\ldots,$

$P\downarrow\in \mathbb{C}[X_{1}^{\pm}, \ldots, X_{n}^{\pm}]\backslash \{0\}$ に対して，

$m(P_{1}, \ldots, P_{l}):=\int_{0}^{I}$ . . . $\int_{0}^{1}\prod_{q=1}^{l}\log|P_{q}(e^{2\pi it_{1}}, \ldots, e^{2\pi it_{n}})|dt_{1}\cdots dt_{n}$

$*1$ Mahler 以前に，すでに Lehmer [12] が，一変数多項式に関する (1. I) を扱っていたが，Lehmer の動機は，
Mahler とは全く異なるものであった．
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で定義される．便宜上，$\mathscr{P}=\{P_{1}, \ldots, P_{l}\}$ としたとき，$m(\mathscr{P})$ は $m(P_{1}, \ldots, P_{l})$ を意味す

るものとする．さて，この多重高次 Mahler 測度はどのような数学的意味を有しているので

あろうか．本稿では，Witten ゼータ関数の特殊値を通して，ある多項式族に関する多重高次
Mahler 測度が，あるモジュライ空間の体積として解釈できることを述べる．Wittenゼータ

関数は，半単純 Lie 代数 $\mathfrak{g}$ に対して

(1.2)
$\zeta_{W}(s;\mathfrak{g})=\sum_{\varphi}(\dim\varphi)^{-s}$

で定義されるものである．ここで $\varphi$ は，$\mathfrak{g}$ の有限次元既約表現全体をわたる．Witten [27]

は，量子ゲージ理論の研究において，上記のゼータ関数を導入し，正偶数点での特殊値を通し
て，あるモジュライ空間の体積を計算している．さらに，Zagier [26] は，Witten の結果を用

いれば，

(1.3) $\zeta_{W}(2k;\mathfrak{g})\in \mathbb{Q}\pi^{2kl}$ $(k\in N)$

であることを指摘している．(1.3) は，Witten の体積公式 (Witten’s volume formula) と呼

ばれ，$l$ は $\mathfrak{g}$ の正のルートの個数を意味する．したがって，多重高次 Mahler 測度と Witten

ゼータ関数の特殊値との関係を与えることは，多重高次 Mahler 測度に，あるモジュライ空
間の体積としての解釈を与えることになる．

本稿では，$\mathfrak{g}=\mathfrak{g}\mathfrak{l}(3)$ の場合を中心に議論する．Weyl の次元公式を用いれば，$\epsilon \mathfrak{l}(3)$ に付随

する Witten ゼータ関数は，

(1.4) $\zeta_{W}(s;\epsilon 1(3))=2^{s}\sum_{m,n=1}^{\infty}\frac{1}{m^{s}n^{s}(m+n)^{s}}$

となる．松本 [14] は，この多変数版，すなわち，

(1.5) $\zeta_{MT}(s_{1}, s_{2}, s_{3}):=\sum_{m,n=1}^{\infty}\frac{1}{m^{s_{1}}n^{s_{2}}(m+n)^{s_{3}}}$

を導入し，その解析接続を行った $*2$ . この 2重級数 (1.5) を最初に考えたのは Tornheim [22]

で，(1.5) は，Tornheim の 2重和 (もしくは 2重級数) $*$3と呼ばれる．また，$5[(3)$ に付随す

る Witten ゼータ関数 (1.4) はその特別な場合となっており，この場合の正偶数点での特殊
値に関しても，Witten 以前に，Mordell [17] によって研究されている．本稿では，後者の多
変数版を扱う．

$*2[14]$ では，(1.5) は，Mordell-Tornheim ゼータ関数として導入されている．
$*3$ Tornheim [22] は，調和 2重級数 (harmonic double seires) と呼んでいる．
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次節で $\mathfrak{s}t(3)$ の場合に関する結果を述べ，その証明を具体例を通して第 3節で述べる．第 4
節では，一般の半単純 Lie 代数に付随する多変数 Witten ゼータ関数に関する結果を述べる．

第 5節では，第 4節で与えた定理の具体例をいくつか与える．

2 $z\downarrow(3)(A_{2})$ の場合

定理を述べる前に，いくつか記号を導入する．

記号 2.1与えられた正整数 $s_{1},$ $s_{2},$ $s_{3}(s=(s_{1}, s_{2}, s_{3}))$ に対して，多項式を

$X_{j}^{(l_{j})}$ $:=1-x_{j}^{(l_{j})}$ , $Z_{j}$ $:=1-z \prod_{l_{j}=2}^{s_{j}}x_{j}^{(l_{j})}$ for $j=1,2$ and $l_{j}=2,$ $\ldots,$ $s_{j}$ ,

$Y^{(l)}:=1-y^{(l)}$ , $\tilde{Z}:=1-z\prod_{l=2}^{s_{3}}y^{(l)}$ for $l=2,$ $\ldots,$
$s_{3}$

とする．また，それらによる多項式族を

$\mathscr{P}(s,\epsilon t(3))=\{\bigcup_{j=1,2}\{Z_{j}\cup\{X_{j}^{(l_{j})}\}_{l_{j}=2}^{s_{j}}\}\}\cup\{\tilde{Z}\cup\{Y^{(l)}\}_{l=2}^{s_{3}}\}$

とする．

そのとき，次が成り立つ．

定理 22任意の正整数 $s=$ $(s_{1} , s_{2} , s_{3})$ に対して，

(2.1) $m( \mathscr{P}(s;5[(3)))=\frac{(-1)^{s_{3}}}{2^{S_{3}-1}}(\zeta_{MT}(s_{1}, s_{2}, s_{3})+\zeta_{MT}(s_{2}, s_{3}, s_{1})+\zeta_{MT}(s_{3}, s_{1}, s_{2}))$

が成り立つ．ここで，$S_{3}= \sum_{j=I}^{3}s_{j}$ である．

定理 22の右辺のインデックスには，対称群の作用が確認できる．実際，このインデックス
に対する群作用は，$A_{2}$ の Weyl 群の作用として解釈されることを示すことができる．

中村 [18] により，

(2.2)

$\zeta_{MT}(a, b, s)+(-1)^{b}\zeta_{MT}(b, s, a)+(-1)^{a}\zeta_{MT}(s, a, b)$

$= \frac{2}{a!b!}\sum_{k=0}^{\max(a,b)/2}\{a(\begin{array}{l}b2k\end{array})+b(\begin{array}{l}a2k\end{array})\}(a+b-2k-1)!(2k)!\zeta(2k)\zeta(a+b+s-2k)$ ,
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が与えられている．ただし，この式は，自然数 $a,$
$b$ および特異点を除いた複素数 $s$ に対して

成り立つ．$\zeta(n)$ は Riemann ゼータ値である．この式を用いると，定理 2.2は，次のように書
くこともできる．

系 2.3正の偶数 $s_{1},$ $s_{2}$ に対して，

$m( \mathscr{P}(s;\epsilon 1(3)))=\frac{(-1)^{s_{3}}}{2^{S_{3}-2}s_{1}!s_{2}!}\sum_{k=0}^{\max(s_{1},s_{2})/2}\{s_{1}(\begin{array}{l}s_{2}2k\end{array})+s_{2}(\begin{array}{l}s_{1}2k\end{array})\}$

$\cross(s_{1}+s_{2}-2k-1)!(2k)!\zeta(2k)\zeta(s_{1}+s_{2}+s_{3}-2k)$

が成り立っ．

注意 2.4中村が (22) を示す以前に，(22) と同様の公式が，津村 [24] により与えられて

いる．

例 25

1. $(s_{1}, s_{2}, s_{3})=(2,1,1)$

$m(1-xz, 1-z, 1-x, 1-z)= \frac{1}{8}(2\zeta_{2}(2,1,1;\epsilon 1(3))+\zeta_{2}(1,1,2;5[(3)))$

$= \frac{3}{8}\zeta(4)=\frac{\pi^{4}}{240}$ .

2. $(s_{1}, s_{2}, s_{3})=(2,2,2)$

$m(1-x_{1}z, 1-x_{2}z, 1-x_{1},1-x_{2},1-yz, 1-y)= \frac{3}{32}\zeta_{MT}(2,2,2)=\frac{\pi^{6}}{30240}$ .

3. $(s_{1}, s_{2}, s_{3})=(2,2,3)$

$m(1-x_{1}z, 1-x_{2}z, 1-x_{1},1-x_{2},1-y^{(2)}y^{(3)}z, 1-y^{(2)}, 1-y^{(3)})$

$=- \frac{1}{64}(2\zeta_{MT}(3,2,2)+\zeta_{MT}(2,2,3))=-\frac{1}{32}(-3\zeta(7)+2\zeta(2)\zeta(5))$ .

3 定理 2.2の (具体例の) 証明

$(s_{1}, s_{2}, s_{3})=(2,1,1)$ の場合の証明を記載する．次の 2つの性質に注意する．

$\log|1-e(t)|=-\sum_{n=1}^{\infty}\frac{\cos(2\pi tn)}{n}$ ,

$\prod_{j=1}^{\nu}\cos\alpha_{j}=\frac{1}{2^{\nu}}\sum_{(\sigma_{1},\ldots,\sigma_{\nu})\in\{\pm I\}^{\nu}}\cos(\sum_{j=1}^{\nu}\sigma_{j}\alpha_{j})$ ,
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ここで，$e(t)=e^{2\pi it}$ . したがって，

(3.1) $m(1-xz, 1-z, 1-x, 1-z)$

$= \frac{(-1)^{4}}{2^{4}}\sum_{(\sigma_{0},\ldots,\sigma_{3})\in\{\pm 1\}^{4}}\int_{0}^{1}\int_{0}^{1}\sum_{m_{0},\ldots,m_{3}=1}^{\infty}\frac{1}{m_{0}\cdots m_{3}}$

$\cross\cos(2\pi(t(\sigma_{0}m_{0}+\sigma_{2}m_{2})+s(\sigma_{0}m_{0}+\sigma_{1}m_{1}+\sigma_{3}m_{3})))dtds$ .

$t$ に関して積分を実行する際，

$\int_{0}^{1}\cos(2\pi t(\sigma_{0}m_{0}+\sigma_{2}m_{2})+\Theta)dt$

$=\{\begin{array}{ll}\cos\Theta (\sigma_{0}, \sigma_{2})=(1, -1), (-1,1) \text{および} m_{0}=m_{2} \text{のとき，}0 \text{それ以外}\end{array}$

に注意すれば，(3.1) の右辺は，

$\frac{1}{2^{4}}\sum_{(\sigma_{0},\sigma_{1},\sigma_{3})\in\{\pm 1\}^{3}}\int_{0}^{1}\sum_{m_{0},m_{1},m_{3}=1}^{\infty}\frac{\cos(2\pi s(\sigma_{0}m_{0}+\sigma_{1}m_{1}+\sigma_{3}m_{3}))}{m_{0}^{2}m_{1}m_{3}}ds$.

同様の理由により，

$m(1-xz, 1-z, 1-x, 1-z)$

$= \frac{1}{2^{4}}\sum_{(\sigma_{0},\sigma_{1},\sigma_{3})\in\{\pm 1\}^{3}}\sum_{m_{0},m_{1}=1}^{\infty},\frac{1}{m_{0}^{2}m_{1}(\sigma_{3}(\sigma_{0}m_{0}+\sigma_{1}m_{1}))}\sigma_{3}(\sigma_{0}m_{0}+\sigma_{1}m_{1})>0$

$= \frac{1}{2^{4}}\sum_{(\sigma_{0},\sigma_{1},\sigma_{3})\in\{\pm 1\}^{3}}\sum_{\sigma_{0}m_{0},\sigma_{1}m_{1}>0},$

$\frac{1}{(\sigma_{0}m_{0})^{2}(\sigma_{1}m_{1})(\sigma_{3}(m_{0}+m_{1}))}$

$\sigma_{3}(mo+m_{1})>0$

$= \frac{1}{2^{4}}\sum_{\sigma_{3}\in\{\pm 1\}}\sum_{mo\neq 0,m_{1}\neq 0},$

$\frac{(sgnm_{0})^{2}(sgnm_{1})}{m_{0}^{2}m_{1}(\sigma_{3}(m_{0}+m_{1}))}$ .

$\sigma_{3}(m_{0}+m_{1})>0$

最後の条件，$\sigma_{3}(m_{0}+m_{1})>0$ は，sgn $\sigma_{3}=$ sgn$(m_{0}+m_{1})$ を意味しているので，

$m(1-xz, 1-z, 1-x, 1-z)$

$= \frac{1}{2^{4}}\sum_{mo\neq 0,m_{1}\neq 0},$

$\frac{(sgnm_{0})^{2}(sgnm_{1})(sgn(m_{0}+m_{1}))}{m_{0}^{2}m_{1}(m_{0}+m_{1})}$

$= \frac{1}{2^{4}}\sum_{mo\neq 0,m_{1}\neq 0},$
$\frac{1}{|m_{0}^{2}m_{1}(m_{0}+m_{1})|}$

$= \frac{1}{2^{4}}\{2(2\zeta_{MT}(2,1,1)+\zeta_{MT}(1,1,2))\}$

となり，定理の $(s_{1}, s_{2}, s_{3})=(2,1,1)$の場合を得る．口
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4 多変数Witten ゼータ関数

ここでは，与えられたランク $r$ の半単純 Lie 代数 $\mathfrak{g}$ に付随する多変数Witten ゼータ関数

の定義を述べ，その正整数点での特殊値と多重高次 Mahler 測度との関係を述べる．

半単純 Lie 代数 $\mathfrak{g}$ に付随する Witten ゼータ関数 (1.2) は，Weyl の次元公式を用いると，
$\mathfrak{g}$ のルート系の言葉で記述することが出来る．この観点から，松本津村 [16] によって $A_{r}$

型に関する多変数 Witten ゼータ関数が定義され，一般の $\mathfrak{g}$ に関する多変数 Witten ゼータ

関数は，小森・松本・津村 [4] によって定義された．以下では，小森松本津村の方法にし
たがって，多変数 Witten ゼータ関数の定義を述べる (詳細に関しては，[16], [4], [3] を参照

のこと).
$\mathfrak{g}$ のルート系を $\triangle$ , その正 (負) のルート全体を $\Delta+(\triangle_{-}),$ $\Delta$ の基本ルート系を $\Pi:=$

$\{\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{r}\}$ とする．さらに，$\alpha\in\Delta$ のコルートを $\alpha^{\vee}$ で表すとする．そのとき，$\lambda_{1},$

$\ldots,$
$\lambda_{r}$

を，$\langle\alpha_{i}^{\vee},$ $\lambda_{j}\rangle=\delta_{ij}$ (Kronecker $s$ delta) を満たす基本ウェイトとする．

$P_{++}:= \bigoplus_{j=1}^{r}\mathbb{Z}_{\geq 1}\lambda_{j}$

としたとき，$\mathfrak{g}$ に付随する多変数Witten ゼータ関数を

(4.1)
$\zeta_{r}(s;\mathfrak{g}):=\sum_{\lambda\in P_{++}}\prod_{\alpha\in\Delta_{+}}\langle\alpha^{\vee},$

$\lambda\rangle^{-s_{\alpha}}$

$= \sum_{m_{1},\ldots,m_{\tau}=1}^{\infty}\prod_{\alpha_{l}\in\Pi}m_{l}^{-s_{\alpha_{l}}}\prod_{\alpha\in\Delta_{+\backslash \Pi}}(\sum_{j=1}^{r}C_{\alpha,j}m_{j})^{-s_{\alpha}}$

で定義する．ここで，$C_{\alpha,j}$ $(:=\langle\alpha^{\vee}, \lambda_{j}\rangle)$ は，$\alpha\in\triangle_{+}\backslash \Pi$ と $\lambda_{j}$ に依存する非負整数で，
$s=(s_{\alpha})_{\alpha\in\Delta_{+}}\in \mathbb{C}^{n}(n=|\Delta_{+}|)$ である．$\mathfrak{g}$ が $X_{r}(X=A, B, C, D, E, F, G)$ 型ならば，そ
のときは，$\zeta_{r}(s;g)$ の代わりに $\zeta_{r}(s;X_{r})$ とも記述する．また，Witten ゼータ関数 (1.2) は，

(4.1) を用いて

$\zeta_{W}(s;\mathfrak{g})=K(\mathfrak{g})^{s}\zeta_{r}(s, .., s;\mathfrak{g})\sim n$

.

と書ける．ここで，$K( \mathfrak{g}):=\prod_{\alpha\in\Delta+}\langle\alpha^{\vee},$ $\sum_{j=1}^{r}\lambda_{j}\rangle$ である．

注意 41 $\mathfrak{g}=\mathfrak{s}t(3)$ のとき，$\zeta_{2}(s_{1}, s_{2}, s_{3};\mathfrak{s}\mathfrak{l}(3))=\zeta_{MT}(s_{1}, s_{2}, s_{3})$ である．

多変数Witten ゼータ関数の特殊値と，多重高次 Mahler 測度との関係を述べる前に，いく
つか記号を導入する．
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記号 42与えられた半単純 Lie 代数 g, s $=(s_{\alpha})_{\alpha\in\Delta_{+}}\in \mathbb{N}^{n}$ および $\alpha\in\Pi$ に対して，

$X_{\alpha}^{(l_{\alpha})}:=1-x_{\alpha}^{(l_{\alpha})}$ for $l_{\alpha}=2,$
$\ldots,$

$s_{\alpha}$ ,

$Z_{\alpha}:=1- \prod_{l_{\alpha}=2}^{s_{\alpha}}x_{\alpha}^{(l_{\alpha})}\prod_{\beta\in\triangle_{+\backslash \Pi}}z_{\beta}^{C_{\beta,\alpha}}$

とおく．ここで，$\alpha=\alpha j\in\Pi$ に対して $C_{\beta,\alpha}=C_{\beta,j}$ を意味している．さらに，$\beta\in\triangle_{+}\backslash \Pi$

に対して，

$Y_{\beta}^{(l_{\beta})}:=1-y_{\beta}^{(l_{\beta})}$ for $l_{\beta}=2,$
$\ldots,$ $s_{\beta}$ ,

$\tilde{Z}_{\beta}:=1-z_{\beta}\prod_{l_{\beta}=2}^{s_{\beta}}y_{\beta}^{(l_{\beta})}$

とおく．そのとき，それらによる多項式族を

$\mathscr{P}(s;\mathfrak{g})=\mathscr{P}(s;X_{r}):=\{\bigcup_{\alpha\in\Pi}\{Z_{\alpha}\cup\{X_{\alpha}^{(l_{\alpha})}\}_{l_{\alpha}=2}^{s_{\alpha}}\}\}\cup\{\bigcup_{\beta\in\triangle_{+\backslash \Pi}}\{\tilde{Z}_{\beta}\cup\{Y_{\beta}^{(l_{\beta})}\}_{l_{\beta}=2}^{s_{\beta}}\}\}$

とおく．

以上の記号を用いると，

定理 43(佐々木 [20]) $\triangle_{+}\backslash \Pi\neq\emptyset$ とする．そのとき，正整数 $s=(s_{\alpha})_{\alpha\in\triangle_{+}}=(s_{j})_{j=1}^{n}$

に対して，次が成り立つ．

(4.2) $m( \mathscr{P}(s;\mathfrak{g}))=m(\mathscr{P}(s;X_{r}))=\frac{(-1)^{s_{n}}}{2^{S_{n}}}\sum_{w\in W}\zeta_{r}(ws;\mathfrak{g})$ ,

ここで，$S_{n}:= \sum_{j=1}^{n}Sj,$ $W$ は $X_{r}$ の Weyl 群であり，$ws$ は Weyl 群の作用 $ws=$

$(s_{w^{-1}(\alpha)})_{\alpha\in\Delta_{+}}$ を意味する．

注意 4.4変数の添字においてのみ，正のルートと負のルートを同一視する．すなわち，
$\alpha\in\triangle_{+}$ に対して，$s_{\alpha}=s_{-\alpha}$ と解釈する．

5 具体例

5.1 $B_{2}$ および $C_{2}$ の場合

$B_{2}(C_{2})$ 型に付随する多変数Witten ゼータ関数は，

(5.1) $\zeta_{2}(s_{1}, s_{2}, s_{3}, s_{4};B_{2}):=\sum_{m,n=1}^{\infty}\frac{1}{m^{s_{1}}n^{s_{2}}(m+n)^{s_{3}}(m+2n)^{s_{4}}}$
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である $*$4. $B_{2}(C_{2})$ 型に対応する多項式は，$(s_{1}, s_{2}, s_{3}, s_{4})\in N^{4}$ に対して，

$X_{j}^{(l_{j})}:=1-x_{j}^{(l_{j})}$
$Z_{j}:=1- \prod_{l_{j}=2}^{s_{j}}x_{j}^{(l_{j})}\prod_{i=3,4}z_{i}^{C_{i,j}}$ $j=1,2$ および $l_{j}=2,$

$\ldots,$ $Sj$ ,

$Y_{i}^{(\iota_{:})}:=1-y_{i}^{(l_{\mathfrak{i}})}$
$\tilde{Z}_{i}:=1-z_{i}\prod_{l_{i}=2}^{s_{l}}y_{i}^{(\iota_{:})}$ $i=3,4$ および $l_{i}=2,$ $\ldots$ , si

であり，

$C_{i,j}=\{\begin{array}{ll}2 (i,j)=(4,2),1 \text{それ以外}\end{array}$

である．そのとき，$B_{2}(C_{2})$ 型に関する定理 4.3は，次のようになる．

定理 5.1任意の正整数 $s=(s_{1}, s_{2}, s_{3}, s_{4})$ に対して，次が成り立つ．

(5.2) $m( \mathscr{P}(s;B_{2}))=\frac{(-1)^{s_{4}}}{2^{S_{4}-1}}(\zeta_{2}(s_{1}, s_{2}, s_{3}, s_{4};B_{2})+\zeta_{2}(s_{1}, s_{3}, s_{2}, s_{4};B_{2})$

$+\zeta_{2}(s_{4}, s_{3}, s_{2}, s_{1};B_{2})+\zeta_{2}(s_{4}, s_{2}, s_{3}, s_{1};B_{2}))$ ,

ここで，$S_{4}= \sum_{j=1}^{4}s_{j}$ .

例 5.2

1. $(s_{1}, s_{2}, s_{3}, s_{4})=(1,2,1,1)$

$m(1-z_{3}z_{4},1-x_{2}z_{3}z_{4}^{2},1-x_{2},1-z_{3},1-z_{4})$

$=- \frac{1}{2^{4}}\{2\zeta_{2}(1,2,1,1;B_{2})+2\zeta_{2}(1,1,2,1;B_{2})\}=-\frac{1}{2^{4}}\{-3\zeta(5)+\frac{\pi^{2}}{3}\zeta(3)\}$,

なぜなら，[23, p. 151] のリストから次が知られている．

$\zeta_{2}(1,2,1,1;B_{2})=-\frac{13}{8}\zeta(5)+\frac{\pi^{2}}{6}\zeta(3)$ , $\zeta_{2}(1,2,1,1;B_{2})=\frac{1}{8}\zeta(5)$

2. $(s_{1}, s_{2}, s_{3}, s_{4})=(2,2,2,2)$

$m(1-x_{1}z_{1}z_{2},1-x_{2}z_{1}z_{2}^{2},1-x_{1},1-x_{2},1-z_{1}y_{1},1-z_{2}y_{2},1-y_{1},1-y_{2})$

$= \frac{\zeta_{2}(2,2,2,2;B_{2})}{2^{5}}=\underline{\pi^{8}}$

9676800’

なぜなら，$(_{2}(2,2,2,2;B_{2})=\pi^{8}/302400$ が知られている ([5, (7.23)], [3, (2.9)] 参

照 $)$ .

$*4$ 多変数版である (5.1) は，[15] で，松本によって導入された．
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52 $G_{2}$ の場合

$G_{2}$ 型に付随する多変数 Witten ゼータ関数は，

$\zeta_{2}(s_{1}, s_{2}, s_{3}, s_{4}, s_{5}, s_{6};G_{2})$

$:= \sum_{m,n=1}^{\infty}\frac{1}{m^{s_{1}}n^{s_{2}}(m+n)^{s_{3}}(m+2n)^{s_{4}}(m+3n)^{s_{5}}(2m+3n)^{s_{6}}}$ .

である (詳細については，[6] を参照のこと). $G_{2}$ 型に対応する多項式は，$(s_{1}, \ldots, s_{6})\in N^{6}$

に対して，

$X_{j}^{(l_{j})}:=1-x_{j}^{(l_{j})}$ , $Z_{j}:=1- \prod_{l_{j}=2}^{s_{j}}x_{j}^{(l_{j})}\prod_{i=3}^{6}z_{i}^{C_{i,j}}$ $j=1,2$ および $l_{j}=2,$
$\ldots,$ $s_{j}$ ,

$Y_{i}^{(l_{i})}:=1-y_{i}^{(l_{i})}$ , $\tilde{Z}_{i}:=1-z_{i}\prod_{l_{i}=2}^{s_{i}}y_{i}^{(l_{i})}$ $i=3,$ $\ldots,$
$6$ および $l_{i}=2,$ $\ldots$ , si

であり，

$C_{i,j}=\{\begin{array}{ll}3 (i,j)=(5,2), (6,2),2 (i,j)=(6,1), (4,2),1 \text{それ以外}\end{array}$

である．そのとき，$G_{2}$ 型に関する定理 43は，次のようになる．

定理 53任意の正整数 $s=(s_{1}, \ldots, s_{6})$ に対して，次が成り立つ．

(5.3) $m( \mathscr{P}(s;G_{2}))=\frac{(-1)^{s_{6}}}{2^{S_{6}-1}}\{\zeta_{2}(s_{1}, s_{2}, s_{3}, s_{4}, s_{5}, s_{6};G_{2})+\zeta_{2}(s_{6}, s_{3}, s_{4}, s_{2}, s_{1}, s_{5};G_{2})$

$+\zeta_{2}(s_{6}, s_{4}, s_{3}, s_{2}, s_{5}, s_{1};G_{2})+\zeta_{2}(s_{5}, s_{4}, s_{2}, s_{3}, s_{6}, s_{1};G_{2})$

$+\zeta_{2}(s_{5}, s_{2}, s_{4}, s_{3}, s_{1}, s_{6};G_{2})+\zeta_{2}(s_{1}, s_{3}, s_{2}, s_{4}, s_{6}, s_{5};G_{2})\}$.

例 5.4 $(s_{1}, s_{2}, s_{3}, s_{4}, s_{5}, s_{6})=(2,2,2,2,2,2)=:(2)$ のとき，

$m( \mathscr{P}((2);G_{2}))=\frac{3}{1024}\zeta_{2}((2);G_{2})=\frac{23}{101684758855680}\pi^{12}$,

なぜなら，$\zeta_{2}((2);G_{2})=23\pi^{12}/297904566960$ ( $[6]$ 参照).
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