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概要

佐藤超函数と，周期常微分方程式に関する古典的な Massera 型定理を紹介し，報告者が有界超函数の
概念を考えるに至った動機を説明する．また，[12] の結果について解説するとともに，最近の結果につ
いての概略を報告する．

\S 1. Introduction

\S 1.1. 超函数と Massera の定理

超函数 佐藤超函数 (hyperfunction) の概念は 1950年代終わりに佐藤幹夫先生によって導入

され (佐藤 [13], [14], [15]), 解析的な微分方程式の研究で重要な役割を果たしてきた．以下で
は，超函数とは佐藤超函数を指すものとする．

超函数は，分布 (distribution) などと同様に函数概念を拡張したものであり，ユークリッド空
間 $\mathbb{R}^{n}$ または実解析多様体上の脆弱層 $\mathscr{B}$ をなす．超函数は，局所的に複素の模領域の定義正則

函数の境界値の和として表され，また解析的係数の線形偏微分作用素 $P\in \mathcal{D}$ が作用する．その

作用は定義正則函数への作用から自然に定まることが，応用上特に重要である．開集合 $\Omega\subset \mathbb{R}^{\prime\iota}$

上の超函数の空間 $\mathscr{B}(\Omega)$ にはよい位相は入らないため，超函数の研究において直接位相的方法
を用いることはできない．

解析的微分方程式の超函数解を研究するには，さらにマイクロ函数，擬微分作用素，量子化

接触変換などの道具を用いることが多いが，ここではそれらの道具には触れず，参考文献として

佐藤-河合-柏原 $r161$ , 青木-片岡-山崎「 $1$ ] を挙げるに留める．
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周期方程式の周期解 1950年，J. L. Massera [11] は，周期常微分方程式系の周期解の存在に

ついて研究し，例えば線形の場合には次の定理を与えた．

定理 1.1 (Massera,線形の場合). $A(t)=(a_{ij}(t))_{1\leq i,j\leq m},$ $f(t)=(fj(t))[\leq J\leq m$ は連続かつ 1-周

期的とする．未知函数 $x(t)=(Xj(t))_{1\leq J\leq m}$ に関する常微分方程式系

$\frac{d}{dt}x=A(t)x+f(t)$

に未来方向に有界な解 ($t>t_{0}$ で定義された有界な解) があれば，1-周期的な解もある．

以下では，正定数 $\omega$ は周期を表すものとする．上の Massera の定理を一般化して，次の問
題を考えよう．

問題．$w$-周期的な線形函数方程式を考えるとき，未来方向の有界解があれば $\omega$-周期解

も存在すると言えるか?

いくっかの先行研究を挙げる．

Chow-Hale [3] は，遅れをもつ函数微分方程式

(1.1) $\frac{dx}{dt}=A(t)x+\int_{0}^{r}B(t,s)x(t-s)ds+f(t)$ .

を考え，同様の結論を示した．ここで，$A,B$ , (のは連続かつ ( $t$ 変数に関して) $\omega$-周期的な，サイ
ズ $m$ の行列 (列ベクトル) 値函数で，$r>0$ は定数である．

日野-村上 [6] は，似た方程式で，無限遅れを持つものを考えた．詳しくは，(1.1) において

$r=\infty$ とし，$B(t,s)$ に関しては，$t$ こつき一様な可積分条件 $\int_{0}^{\infty}|B(t,s)|ds$ が $t$ につき連続” を

課すものとする．

Zubelevich [17] は，Banach 空間の双対空間や Montel 性を持っ局所凸空間の離散力学系で
同様の現象を研究した．

\S 1.2. 興味と動機

これらの研究を見て，報告者は，これは周期線形系に関する一般的な現象ではないかという

印象を持った．そして，

問題．超函数の枠組みでも，対応する現象はあるのだろうか?

という興味がわく．言い換えると，

間題．Massera 型定理が成り立つように，1変数超函数に有界性の概念を導入できるだ

ろうか?

というのは，1変数超函数について Massera 型の定理を考えるためには，最低限

(無限遠点 $+\infty$ の近くでの) “有界性”

の概念を考える必要があるが，$+\infty$ の近くで定義された超函数に対する有界性の概念はない．

もちろん，超函数には値や不等号がないので，“絶対値がある定数函数より小さい” というよう
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な通常の有界性の概念をそのまま用いるわけにはいかない．さらに，いろいろと考えてはみた

ものの，] $0,+\infty$ [ 上の超函数の空間 $\mathscr{B}(]0,$ $+\infty[)$ に “ $+\infty$ で有界な超函数” からなる部分空

間を定めるのは，種々の事情から無理のように感じる．

そこで，“無限遠で有界な超函数” というものを作ってみることにした．

\S 2. 有界超函数

この節では，佐藤による 1変数のフーリエ超函数の層 3の構成と類似のやり方によって，“

無限遠で有界な超函数の層”(略して，有界超函数の層) を定義し，またその性質を紹介する．

他方，2000年に Chung-Kim-Lee [4] により有界超函数の空間 $\mathcal{B}_{L^{\infty}}$ というのが導入されて

いたが，我々の層 (のスカラー版) の大域切断の空間は彼らの空間 $\mathcal{B}_{L^{\infty}}$ (の 1次元版) と同一視で

きることにも触れる．

この点も考え，我々の層は $\mathscr{R}_{L}\infty$ と記すことにした．

\S 21 無限遠で有界な超函数

$\mathbb{R}$ の方向別コンパクト化 $D^{1}$ 1次元実ユークリッド空間 $\mathbb{R}$ とその複素化 $\mathbb{C}$ をとり，$\mathbb{C}$ 上の 1

変数正則函数の層を $\theta$ と書く．$\mathbb{R}$ 上の超函数の層 $\mathscr{B}$ は $\beta$ を用いて定義された．しかし，我々

は $\mathbb{R}$ の方向別コンパクト化 $D^{1}=[-\infty,+\infty]=\mathbb{R}U\{\pm\infty\}$ を考え，我々の層を，$\mathbb{R}$ 上でなく，

フーリエ超函数の層と同様に Dl上に構成する．なお，Dlの位相は，付け加えた 2点について，
$+\infty$ の基本近傍系を $\{]a, +\infty]\}_{a\in \mathbb{N}},$ $-\infty$ の基本近傍系を $\{[-\infty,a[\}_{a\in \mathbb{R}}$ として定めておく．

$\mathbb{R}$ の座標として $t$ , またその複素化 $\mathbb{C}=\mathbb{R}+i\mathbb{R}$ の座標として $w=t+is$ をとるが，図式

$\beta^{-D}f^{1}$

$\mathbb{C}=\mathbb{R}+i\mathbb{R}^{C}arrow D^{1}+i\mathbb{R}$

により，$\mathbb{C}$ を $D^{1}+i\mathbb{R}$ の開部分集合とみなし，$D^{1}$ および $D^{1}+i\mathbb{R}$ の座標もそれぞれ $t,$ $w$ をそ

のまま用いる．例えば，$D^{l}+l\mathbb{R}$ における点十 $\infty$ の近傍は，] $a,+\infty]+i]-d,+d[=\{t+is\in$

$D^{1}+i\mathbb{R};t>a,$ $|s|<d\}$ $($ ここで $a\in \mathbb{R},d>0)$ という形の集合を含むことに注意する．また，局
closed open

所閉集合 $\Omega\subset D^{1}$ の複素近傍とは，$\Omega\subset U\subset D^{1}+i\mathbb{R}$ をみたす $U$ のことを言う．

有界正則函数の層 $D^{1}+i\mathbb{R}$ 上に有界正則函数の層を定義する．

定義 2.1 (有界正則函数の層). $D^{l}+i\mathbb{R}$ 上の有界正則函数の層 $\theta_{L}\infty$ を，次の対応
$D^{\iota_{+i\mathbb{R}\supset U}^{open}}\mapsto p_{(U\cap \mathbb{C})\cap L^{\infty}(U\cap \mathbb{C})}$ .

が与える前層に付随する層として定義する．
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前層の段階では，$U$ 上の切断は $U\cap \mathbb{C}$ 上で正則かつ有界な函数だが，$\theta_{L}\infty$ の $U$ 上の切断の

空間は次のようになる．

$a_{L^{\infty}}(U)= \{f\in\theta(U\cap \mathbb{C});\forall K\Subset U, \Vert f\Vert_{K}:=\sup_{w\in K\cap \mathbb{C}}|f(w)|<+\infty\}$ .

つまり，$U$ 上の切断は $U\cap \mathbb{C}$ 上の函数としては有界とは限らないが，例えば $+\infty+is_{0}\in U$ で

あれば，ある $a\in \mathbb{R},$ $d>0$ が存在して，集合 [$a,+$ oo$[+i[s0-d,s0+d]$ の上では有界となる．
$\theta_{L^{\infty}}(U)$ はセミノルム系 $\{\Vert\cdot\Vert_{K}\}_{K\Subset U}$ によって Fre’chet 空間となり，また $a_{L\infty}|_{\mathbb{C}}=a$ となる．

無限遠で有界な超函数の層 有界正則函数の層を用いて，Dl上の無限遠で有界な超函数の層
を定義する．

定義 2.2 (無限遠で有界な超函数の層). $D^{1}$ 上の無限遠で有界な超函数の層 $\mathscr{B}_{L}\infty$ を次の対応

$D^{\downarrow_{\supset}^{open}}\Omega\mapsto\lim\frac{\beta_{L}\infty(U\backslash \Omega)}{\theta_{L}\infty(U)}\vec{U}$ .

が与える前層に付随する層として定義する．ここで，帰納極限における $U$ は $\Omega$ の複素近傍を

わたる．

なお，参考として，1-変数の超函数の層詔は次の対応

$\mathbb{R}^{open}\supset\Omega\mapsto|im\frac{9(U\backslash \Omega)}{a(U)}\vec{U}$

が与える前層に付随する層であり，1-変数のフーリエ超函数の層 2は次の対応

$D^{\iota_{\supset}^{open}}\Omega\mapsto\lim\frac{\tilde{a}(U\backslash \Omega)}{\beta(U)}\vec{U}$ .

が与える前層に付随する層であったことを思い起こそう．ここで，$\beta$ は $D^{1}+i\mathbb{R}$ 上の，実方向
に劣指数型増大の正則函数の層である．詳細は，佐藤 [131, 河合 [10], 金子 [9] 等を参照された

い．また，超函数とフーリエ超函数の場合には，対応の与える前層自体がすでに層になってお
り，付随する層をとる操作は省けた．

ベクトル値版 ベクトル値版の層も定義しよう．
$E$ を $\mathbb{C}$ 上の列的完備な局所凸空間とし，$Eff$ を $\mathbb{C}$ 上の $E$ -値正則函数の層とする．なお，列
的完備な局所凸空間に値をとる正則函数については，Bochnak-Siciak 121を参照されたい．こ

のとき，$E$晩 $\infty$ と $E\mathscr{B}_{L}\infty$ が同様に定義される．すなわち，
定義 2.3 (ベクトル値版の有界正則函数の層と有界超函数の層). $D^{1}+\iota \mathbb{R}$ 上の $E$ 値の有界正

則函数の層 $Ea_{L}\infty$ を，次の対応
open

$D^{1}+i\mathbb{R}\supset U\mapsto\{f\in E\theta(U\cap \mathbb{C});f$ は有界 $\}$ .
が与える前層に付随する層として定義し，また $D^{1}$ 上の $E$ 値の無限遠で有界な超函数の層 $E\mathscr{B}_{L}\infty$

を，次の対応

$D^{1}\supset\Omega open\mapsto|im\frac{Ea_{L\infty}(U\backslash \Omega)}{E\theta_{L}\infty(U)}\vec{U}$ .
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が与える前層に付随する層として定義する．ここで，$U$ はやはり $\Omega$ の複素近傍をわたる．

$e_{L\infty}$ の場合と同様に，$E\theta_{L}\infty$ の $U$ 上の切断の空間は次のように記述される．

$E\theta_{L}\infty(U)=\{f\in E\theta(U\cap \mathbb{C});\forall K\Subset U,\forall q\in \mathcal{N}(E), \Vert f\Vert_{K,q}<+\infty\}$.

ここで，$\mathcal{N}(E)$ は $E$ の連続セミノルム系を表し，またセミノルム $\Vert\cdot\Vert_{K,q}$ は
$\Vert f\Vert_{K,q}:=\sup|q(f(w))|w\in K\cap \mathbb{C}$

で与えられる．そして，$E_{\beta_{L\infty}(U)}$ はセミノルム系 $\{\Vert\cdot\Vert_{K,q}\}_{K\Subset U,q\in \mathcal{N}(E)}$ によって局所凸空間と

なる．

例 2.4. 興味を引く $E$ としては，$\mathbb{C}^{n}$ の開集合 $V$ 上の正則函数の空間 $\theta(V)$ (Fr\’echet 空間) や，

$\mathbb{R}^{n}$ の開集合 $V$ 上の実解析函数の空間 $d(V)$ (距離付け可能でない) などがある．

超函数の層の延長 スカラー値版 $(E=\mathbb{C})$ の場合，$\mathscr{B}_{L}\infty$ は超函数の層 $\mathscr{B}$ の $D^{1}$ への延長と

なっている．すなわち

$\mathscr{B}_{L}\infty|_{\mathbb{R}}=\mathscr{B}$

が成り立つ．また，$E$ が Fre’chet 空間の場合，Ion-河合 [8] は一般次元の実解析的多様体上に

$E$-値超函数の層 $E\mathscr{B}$ を構成したが，我々の $E\mathscr{B}_{L^{\infty}}$ は $\mathbb{R}$ 上の場合の Ion-河合の層の，$D^{1}$ への延

長となっている．

これらのことから，この報告では，一般の場合に $E\mathscr{B}_{L^{\infty}}$ の $\mathbb{R}$ への制限 $E\mathscr{B}_{L^{\infty}}|_{\mathbb{R}}$ を $E\mathscr{B}$ と表

すことにする．ただし，$E$ が Fre’chet でない場合には，$E\mathscr{B}$ は超函数の層に期待されるいくつ

かの性質をみたすとは限らないことに注意する (例えば，後に見るように，$E=d(V)$ のとき

$E\mathscr{B}$ は脆弱にならない．この方面の一般論としては，Doma\’{n}ski-Langenbruch [5] を参照され

たい).

境界値表示 有界超函数は定義函数による境界値表示を持つ．

命題 25. $E\mathscr{B}_{L}\infty$ の，コンパクト集合 $[a,+oo]$ 上の切断 $u$ は，その内部]a, $+\infty 1$ において次

の境界値表示を持っ:

$u(t)=[f(w)]=f(t+i0)-f(t-iO)$, on]$a,+\infty]$ .

ここで，$f$ は $E_{\beta_{L\infty}}$ の $]a,$ $+\infty]+i(]-d,d[\backslash \{0\})$ 上の切断であるが，これは，

$f$ が]a, $+\infty[+i(]-d,d[\backslash \{0\})$ 上の E-
値正則函数であって，また任意の $\delta>0$

に対して，集合 $\{t>a+\delta,\delta<|s|<d-$

$\delta\}$ 上で有界であることを意味する．
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有界な函数の埋め込み スカラー値の場合，次の自然な埋め込みが存在する．

$L^{\infty}(]a,+\infty[)^{\llcorner}arrow \mathscr{B}_{L}\infty(]a,+\infty])$ .

また，一般には，有界連続写像 $f;$ ] $a,+\infty[arrow E$ は $E\mathscr{B}_{L}\infty(]a,+\infty])$ の元とみなせる．

これらは，次の自然な写像 $E\theta_{L}\infty|_{D^{1}}=^{E}\rangle \mathscr{B}_{L}\infty$ と両立する．

他の性質 スカラー値版 $\mathscr{B}_{L}\infty$ は脆弱層である．したがって特に，制限写像 $\mathscr{B}_{L}\infty(]a,+\infty])arrow$

$\mathscr{B}(]a,+\infty[)$ は全射である．なお，この写像は単射ではない．すなわち無限遠に台をもつ非自
明な切断が存在する．

フーリエ超函数の層 3への標準的埋め込み $\mathscr{B}_{L}\inftyarrow 2$ が存在する．

\S 2.2. Chung-Kim-Lee の空間 $\mathcal{B}_{L}\infty$

Chung-Kim-Lee による有界超函数の空間 $\mathcal{B}_{L^{\infty}}$ は，$\mathcal{A}_{L^{1}}$ の双対空間として定義されるが，こ
のテスト函数の空間の定義は，

$\mathcal{A}_{L}\downarrow:=\lim_{\vec{h>0}}\{\varphi\in C^{\infty}(\mathbb{R}^{n});\sup_{\alpha}\frac{\Vert\partial^{\alpha}\varphi\Vert_{L^{1}(\mathbb{R}^{n})}}{h^{|\alpha|}\alpha!}<+\infty\}$

で与えられる．

定理 26. 大域切断の空間 $\mathscr{B}_{L}\infty(D^{1})$ は ($n=1$ の場合の) $\mathcal{B}_{L}\infty$ と同一視される．

同一視は，小さな $s>0$ に対する

$\mathcal{A}_{L^{1}}\cross \mathscr{B}_{L}\infty(D^{1})\ni(\varphi, [f])\mapsto\int_{\mathbb{R}}(\varphi(t+is)f(t+is)-\varphi(t-is)f(t-is))dt\in \mathbb{C}$

で与えられる $(\mathcal{A}_{L^{1}}$ の元はある帯領域 $\{t+is;|s|<d\}$ まで正則に接続されて適当な増大度条

件をみたす).

\S 3. 作用素と周期性

ここでは，有界超函数に作用する (必ずしも層準同型ではない) 作用素を考え，また有界超函
数や作用素の周期性について議論する．

\S 3.1. 制限と可換な作用素

type $K$ の作用素 $K\subset \mathbb{R}$ を閉区間，$U\subset D^{1}+i\mathbb{R}$ を開集合とする．なお，ここでの閉区間 $K$

とは，1点のみからなる集合でもよいとする．一般に開集合 $V\subset \mathbb{C}$ に対して，和 $V+K$ は元の

和の集合として定まって $\mathbb{C}$ の開集合となるが，$V$ が $D^{1}+i\mathbb{R}$ の開集合の場合にも和 $V+K$ の

概念がうまく拡張でき，$D^{1}+i\mathbb{R}$ の開集合となる．
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定義 3.1 (type $K$ の作用素). $U$ の各開集合 $V$ に対して，連続線形写像
ハ/: $E_{\beta_{L^{\infty}}(V+K)}arrow E_{\beta_{L^{\infty}}(V)}$

が定まっているとする．これらが制限写像と可換であるとき，族 $P=\{P_{\mathcal{V}}:Eg_{L^{\infty}}(V+K)arrow$

$E\theta_{L}\infty(V)\}_{V\subset U}$ を $U$ 上の $EO_{L^{\infty}}$ に対する type $K$ の作用素と言う．なお，制限写像と可換とは，
任意の開集合の包含関係 $V_{2}\subset V_{1}(\subset U)$ に対して，縦が制限写像であるような次の図式が可換
になることを言う．

$Eff_{L^{\infty(V+K)}}\downarrow^{1}arrow^{P\backslash r_{1}}E_{\beta_{L^{\infty}}}\downarrow^{(V_{1})}$

$E_{\beta_{L^{\infty}}(V_{2}+K)}arrow^{P_{2}}Eg_{L^{\infty(V_{2})}}$

$U$ 上の $E\rho_{L^{\infty}}$ に対する type $K$ の作用素 $P$ は，線形写像の族
$\{P_{\Omega};^{E}\mathscr{B}_{L}\infty(\Omega+K)arrow E\mathscr{B}_{L}\infty(\Omega)\}_{\Omega\subset D^{1}\cap U}$ ,

を引き起こし，任意の $\Omega_{2}\subset\Omega_{1}(\subset D^{1}\cap U)$ に対して次の図式が可換となる．

$E\mathscr{B}_{L}\infty(+K)1^{1}arrow^{P_{\Omega_{1}}}E\mathscr{R}_{L}1^{(\Omega_{1})}$

$E\mathscr{B}_{L}\infty(\Omega_{2}+K)arrow^{P_{\Omega_{2}}}E\mathscr{B}_{L}\infty(\Omega_{2})$

無限遠での芽の解 $P$ を $U$ 上の $Eg_{L^{\infty}}$ に対する type $K$ の作用素とする．

$K=\{0\}$ の場合を考えよう．この場合，type $\{0\}$ の作用素 $P$ とは，連続写像からなる $Eff_{L^{\infty}}1_{U}$

の層準同型に他ならない．このとき，$P$ は $E\mathscr{B}_{L}\infty|_{D^{1}\cap U}$ の層準同型を引き起こす．したがって，
$U\ni+\infty$ であれば，$P$ は茎 $(^{E}\mathscr{B}_{L}\infty)_{+\infty}$ に作用する．だから，芽 $f\in(^{E}\mathscr{B}_{L}\infty)_{+\infty}$ に対して方

程式 $Pu=f$ の $(^{E}\mathscr{B}_{L^{\infty}})_{+\infty}$-解という概念が意味をもつ．

一方，$K\neq\{0\}$ の場合には，$P$ は $E\mathscr{B}_{L^{\infty}}$ の層準同型とはならない．それでも，$U\ni+\infty$ の

とき $P$ は茎 $(^{E}\mathscr{B}_{L}\infty)_{+\infty}$ に作用する．だから，芽 $f\in(^{E}\mathscr{B}_{L}\infty)_{+\infty}$ に対して方程式 $Pu=f$ の

$(^{E}\mathscr{B}_{L^{\infty)}}+\infty$-解を考えることができる．

\S 3.2. type $K$ の作用素の例

掛け算作用素 $U\subset D^{1}+i\mathbb{R}$ を開集合とする．

スカラー値 $(E=\mathbb{C})$ の場合をまず考えよう．$a\in\theta_{L^{\infty}}(U)$ による掛け算作用素 $a$ . $F$は $U$ 上の

$\beta_{L^{\infty}}$ に対する type $\{0\}$ の作用素となる．

ベクトル値の場合には，2つの列的完備な局所凸空間 $E,$ $F$ と，$F$ から $\mathcal{L}_{b}(E)(E$ の連続線形

作用素の空間に有界集合上一様収束の位相を入れたもの) への連続線形写像 $Farrow \mathcal{L}_{b}(E)$ 力{1つ

与えられているものとする．この写像 $Farrow \mathcal{L}_{b}(E)$ を 1つ固定して考えることに注意する．
$a\in^{F}\mathscr{T}\infty(U)$ による “掛け算” は $U$ 上の $E_{\beta_{L^{\infty}}}$ に対する type $\{0\}$ の作用素を誘導する．
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例 3.2. $W$ を $\mathbb{C}^{n}$ の開集合とし $\mathbb{C}^{n}$ の座標として $z=(z$ 句 $,\ldots,z_{n})$ をとる．$E=\theta(W)$ とし，

$m\in N$ を固定して，$W$ 上の $m$ 階以下の正則係数線形微分作用素の空間を $F:=\mathcal{D}(W)[m]$ と

定める．$F$ は列的完備な局所凸空間となることに注意する．$F\rho_{L^{\infty(U)}}$ の元とは，$a(w,z,\partial_{Z})=$

$\sum_{|\alpha|\leq m}a_{\alpha}(w,z)$囎という形の微分作用素で，各係数 $a_{\alpha}(w,z)\in a((U\cap \mathbb{C}_{w})\cross W)$ は，任意のコ
ンパクト集合 $K\cross L\Subset U\cross W$ に対して $(K\cap \mathbb{C})\cross L$ 上で有界となっている．

微分作用素 微分作用素 $\partial_{w}:=d/dw$ は $Ea_{L^{\infty}}$ に連続写像からなる層準同型として働き，type
$\{0\}$ の作用素となる．ここで，Cauchy の不等式が $E$ 値の正則函数と $E$ の任意の連続セミノル

ムに関しても成り立っていることに注意する．これが引き起こす $E\mathscr{B}_{L^{\infty}}$ に対する層準同型を

$\partial_{t}:=d/dt$ と表す．

$E,$ $F$ および $Farrow \mathcal{L}_{b}(E)$ を掛け算作用素のところで導入した列的完備な局所凸空間および連

続線形写像とするとき，

定義 3.3. $D^{1}+i\mathbb{R}$ 上の，$F_{\beta_{L^{\infty}}}$ 係数の常微分作用素の層 $F\mathcal{D}_{L^{\infty}}$ を，次の対応

$D^{1}+i\mathbb{R}^{open}\supset U\mapsto\{P(w,\partial_{w}):=\sum_{j=0}^{m}aJ(w)\partial_{w}^{j};m\in N,aj\in^{F}\theta_{L}\infty(U)\}$

が与える前層に付随する層として定める．

切断 $P\in^{F}\mathcal{D}_{L}\infty(U)$ は $U$ 上 $Ea_{L^{\infty}}$ に対する type $\{0\}$ の作用素となる．

差分作用素

例 3.4. $w>0$ を定数とするとき，$\omegaarrow$平行移動 $\tau_{\omega}:u(t)\mapsto u(t+w)$ は type $\{w\}$ の作用素であ

り，w$arrow$差分 $T_{\omega}-1:u(t)\mapsto u(t+w)-u(t)$ は type $[0,w]$ の作用素である．

一般には，コンパクト台の超函数 $k(t)\in \mathscr{B}(\mathbb{R})$ に対してー $suppk$ の凸包を $K$ と書くと，合
成積 $k*$ が $D^{1}+\iota \mathbb{R}$ 上の E$\beta$L。。に対する type $K$ の作用素を定める．

\S 3.3. 超函数，有界超函数および作用素の周期性

有界超函数の周期性 定数 $w>0$ は固定する．

定義 3.5 ($\omega$-周期的な (有界) 超函数). $u\in^{E}\mathscr{B}_{L}\infty(D^{1})$ $($あるいは $u\in^{E}\mathscr{B}(\mathbb{R}))$ が $\omega$-周期的とは

$(T_{\omega}-1)u=0$ をみたすことと定める．

定理 36. 制限写像 $E\mathscr{B}_{L}\infty(D^{1})arrow E\mathscr{B}_{L}\infty(\mathbb{R})$ が誘導する次の写像は同型である．

$\{u\in^{E}\mathscr{B}_{L}\infty(D^{1});(T_{\omega}-1)u=0\}arrow\{u\in^{E}\mathscr{B}(\mathbb{R});(T_{\omega}-1)u=0\}$ .
したがって，すべての $E$ 値 $\omega$-周期的超函数 $f\in^{E}\mathscr{B}(\mathbb{R})$ はただ 1つの $E$ 値 $w$-周期的延長

$f\in^{E}\mathscr{R}_{L}\infty(D^{1})$ をもつ．特に，無限遠のみに台をもつ周期有界超函数は自明なものしかない．
さらに，

定理 3.7. すべての $w$-周期的有界超函数 $f\in^{E}\mathscr{B}_{L}\infty(D^{1})$ は w-周期的境界値表示をもつ．すな
わち，$g\in^{E}\theta_{L}\infty(D^{1}+i\{s;0<|s|<d\})$ で $f=[g]$ かっ $(T_{\omega}-1)g=0$ となるものが存在する．
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作用素の周期性 $U$ を，開区間 $I$ を切り口とする $D^{1}+i\mathbb{R}$ 内の帯領域 $D^{1}+if$ とし，また，$P$

は $U$ 上の $E\theta_{L}\infty$ に対する type $K$ の作用素とする．

定義 38( $\omega$-周期的な作用素). $P$ が $\omega$-周期的とは，$w$-平行移動作用素 $T_{\omega}$ との可換性で定義

する．すなわち，$P$ が w$arrow$周期的とは，任意の $V\subset U$ に対して次の図式が可換になることである．

$Ea_{L^{\infty(V+\omega+K)arrow^{E}\theta_{L}\infty(V+\omega)}}^{tV+\omega}$

$\downarrow\tau_{\omega}$ $\downarrow$箱

$E_{\beta_{L^{\infty}}(V+K)}arrow^{P_{v}}E_{\beta_{L^{\infty}}(V)}$

$\omega$-周期的作用素は作用される函数あるいは超函数の $w$-周期性を保つ．

\S 4. 有界超函数に対する Massera 型定理

ここでは，主結果 1および主結果 2を紹介する．主結果 1に関しては [12] を参照されたい．

最近の結果 (主結果 2) やそれに関連する事柄については，現在準備中の論文にて詳細を記載す
るつもりである．

\S 4.1. Montel 性

$E$ を列的完備な局所凸空間とする．$E$ が Montel property をもつとは，次の条件をみたすこ
とと定める．

(M) $E$ の任意の有界列が収束部分列をもつ．

Montel 型の補題

補題 4.1. 列的完備な局所凸空間 $E$ が Montel property をもつならば，$E_{\beta_{L^{\infty}}(U)}$ の任意の有

界列 $(f_{j})_{j}$ に対して，部分列 $(f_{j_{k}})_{k}$ と切断 $f\in^{E}\theta_{L^{\infty}}(U)$ が存在し，$E_{\beta(U\cap \mathbb{C})}$ の位相で $f_{j_{k}}arrow f$

となる．

$(f_{j})_{j}$ には $E_{\beta_{L^{\infty}}(U)}$ 内で収束する部分列は，必ずしも存在しない．

\S 4.2. 主結果 1

Massera 型の定理 $K\subset \mathbb{R}$ を (1点かもしれない) 閉区間とし，$\omega,$
$d$ は正定数とする．$P$

は，帯領域 $D^{1}+i$] $-d,d$「上の $E_{\beta_{L^{\infty}}}$ に対する $\omega$-周期的な type $K$ の作用素とする．さらに，
$f\in^{E}\mathscr{B}_{L}\infty(D^{1})$ は $w$-周期的な $E$ 値超函数とするとき，$\omega$-周期的な $E$ 値の有界超函数に一意に

延長されるので，その延長も同じ記号 $f$ で表す．

定理 4.2. $E$ が $(M)$ をみたすとする．$Pu=f$ が $\omega$-周期的な $E\mathscr{B}(\mathbb{R})$ -解をもつための必要十分

条件は $(\mathscr{B}_{L}\infty)_{+\infty\infty}$ -解をもつことである．
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$E$ と作用素の例 $E$ として $\mathbb{C}$ や $\mathbb{C}^{m}$ をとれば，もちろん Montel property をもっが，それ以外

の例として，開集合 $V\subset \mathbb{R}_{X}^{n}$ 上の実解析函数の空間 (に通常の位相を入れたもの) $d(V)$ をとっ

てみよう．$d(V)$ は Fre’chet 空間ではない．また $q:\mathbb{R}\cross Varrow \mathbb{R}$ を第 1射影とする．このとき，
次が示せる．

命題 4.3. (1) $(V)$ は Montel property をもつ．

(2) 標準的な同型 $d(V)\mathscr{B}arrow\sim q_{*}\mathscr{B}d,$ $d(V)\mathscr{B}(\Omega)arrow\sim \mathscr{B}d(\Omega\cross V)(\Omega\subset \mathbb{R})$が存在する．

ここで，$\mathscr{B}d$ は $\mathbb{R}\cross V$ 上の実解析パラメータ $x$ をもつ超函数の層である．

なお，$\Omega_{1}\supset\Omega_{2}$ に対して制限写像 $\mathscr{B}d(\Omega_{1}\cross V)arrow \mathscr{R}d(\Omega_{2}\cross V)$ は一般に全射ではないの

で，層 $d(\mathcal{V})\mathscr{B}$ は脆弱でないことがわかる．

さらに，$\mathbb{R}\cross V$ 上の偏微分作用素 $P(t,x, \partial_{I},\partial_{X})=\sum_{i,\alpha}^{k^{-}\mathbb{R}\mathfrak{m}_{a_{j,\alpha}}}(t,x)\partial_{t}^{j}\mathscr{X}_{X}$ こついて，次の 2条件
を課す．

$\bullet$ $V$ のある複素近傍 $W\subset \mathbb{C}_{z}^{n}$ と正定数 $d$ が存在して，すべての $a_{\alpha}j$, は $(\mathbb{R}+i]-d,d[)\cross W$ に

正則に延長可能である (この延長を，$a_{\alpha}j,(w,z)\in a((\mathbb{R}+i]-d,d[)\cross W)$ と書く $)$ .
$\bullet$ すベての $aj,a$ は $t$ 変数に関して $w$-周期的である．

このとき，$P$ は $U:=D^{1}+i$] $-d$,d[上の $d(V)\rho_{L^{\infty}}$ に対する $\omega$-周期的な type $\{0\}$ の作用素と

なる．

したがって，上記の $P$ に対して，$f\in \mathscr{B}d(\mathbb{R}\cross V)$ が $t$ 変数について $\omega$-周期的のとき，定理 42

から次が導かれる．

系 4.4. $Pu=f1$こ $t$ 変数に関して $\omega$-周期的な $\mathscr{B}d(\mathbb{R}\cross V)$-解があるための必要十分条件は，
$(^{d(V)}\mathscr{B}_{L}\infty)_{+\infty}$-解が存在することである．

\S 43. 無限遅れの作用素

type $K=[-\infty,b]$ の作用素 これまでは $\mathbb{R}$ 内の有界閉区間 $K$ を考えてきたが，ここでは $b\in \mathbb{R}$

をひとつとり，$K=[-\infty,b]$ とする．開集合 $V\subset D^{1}+i\mathbb{R}$ に対して，有界閉区間の場合と同様
に $V+K$ がうまく定義され，また開集合となる．

定義 4.5. 写像の族 $P=\{fi/:^{E}a_{L}\infty(V+K)arrow E\rho_{L^{\infty(V)\}_{V\subset U}}}$ が $U\subset D^{I}+i\mathbb{R}$ 上の $E\rho_{L^{\infty}}$ に

対する type $K=[-\infty,b]$ の作用素であるとは，$U$ 内の開集合 $V$ に対して恥．$Ea_{L^{\infty}}(V+K)arrow$

$Ea_{L}\infty(V)$ が連続線形写像で，また $V_{2}\subset V_{1}(\subset U)$ に対して

$E\rho_{L^{\infty(V_{1}+K)}}arrow^{P\dagger!_{1}}E\rho_{L^{\infty(V_{1})}}$

$\downarrow$ $\downarrow$

$E_{\infty(V_{2}+K)}arrow^{f\dagger_{2}\prime}E_{\beta_{L^{\infty}}(V_{2})}$

が可換となることをいう．

$K=[-\infty,b]$ の場合，type $K$ の作用素 $P$ はもはや十 $\infty$ における茎には作用しない．

$P:E\mathscr{B}_{L^{\infty}}(D^{l})arrow(^{E}\mathscr{B}_{L}\infty)_{+\infty}$
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が well-defined なので，$f\in(^{E}\mathscr{B}_{L^{\infty)}}+\infty,$ $u\in^{E}\mathscr{B}_{L}\infty(D^{1})$ について $Pu=f$ が $+\infty$ における芽

として成立するとき，$u$ を $Pu=f$ の $+\infty$ における $E\mathscr{B}_{L}\infty-g_{ip}^{jD}$
” と呼ぶ．しかしこのとき，$u$ は

$+\infty$ における芽ではなく大域切断であり，また $f$ が $+\infty$ のある近傍 $\Omega$ で定義された $E\mathscr{B}_{L^{\infty}}$

の切断であるとしても $Pu$ と $f$ は $\Omega$ 全体で一致するとは限らず，$+\infty$ の (-般にはより小さ

な $)$ 近傍で一致するだけであることに注意する必要がある．

$(FM)$ 条件をみたす type 「 $-\infty$ ,司の作用素 我々は，$P$ にさらなる仮定を置く．これは，日野-
村上-内藤 [7] で研究されている (uniform) fading memory space の概念に関連するものと考え
られる．

定義 4.6 (FM). $P=\{P\}_{l}\}v\subset u$ を $U\subset D^{1}+i\mathbb{R}$ 上の $E_{\beta_{L^{\infty}}}$ に対する type $[-\infty,b]$ の作用素

とする．$P$ が条件 (FM) をみたすとは，次を満たすことと定める．

$\forall L\Subset\forall M\Subset\forall V\subset U,\forall p\in \mathcal{N}(E),\exists q=qL,M,p\in \mathcal{N}(E)$ ,

$\forall\epsilon>0,$ ョ$K^{0}=K_{L.M,p_{8}}^{0},\Subset K\cap \mathbb{R},$ョ$C=C_{L,M,p},\epsilon>0$ ,

$\forall f\in^{E}\theta_{L}\infty(V+K),\Vert P\nu(f)\Vert_{L,p}\leq C\Vert f\Vert_{M+K}0_{q}+\epsilon\Vert f\Vert_{M+K,q}$.

この報告では詳細を省くが，条件 (FM) をみたす作用素 $P$ は，一般の作用素に比べ強い連続
性をもっ．

\S 44. 主結果 2

$(FM)$ をみたす方程式に対する主定理 $K=[-\infty,b]$ とし，$w,$ $d$ を正の定数とする．また，$P$

は $D^{1}+i]-d,d[$ 上の $Ee_{L^{\infty}}$ に対する $\omega$-周期的な type $K$ の作用素で，$f\in E\mathscr{B}_{L}\infty(D^{1})$ は $\omega$-周

期的であるとする．

定理 4.7. $E$ は Montel property (切をみたし，$P$ は (FM) をみたすものとする．このとき，
$Pu=f$ が $\omega$-周期的な $E\mathscr{B}(\mathbb{R})$-解をもつことと，$+\infty$ における $E\mathscr{B}_{L}\infty$ -解をもつこととは同値で

ある．

$(FM)$ をみたす作用素の例 条件 (FM) はわかりにくいが，Volterra 型積分作用素を典型例と

して含む．この報告では特に積分核が通常の函数となっているものについて，例示しよう．
$d$ を正の数とし，$K;=[-\infty,0],$ $U:=D^{1}+i]-d,d[$ とする．

例 4.8 (Volterra 型積分作用素). $\mathbb{C}\cross \mathbb{R}$ 内の開集合

$(U\cap \mathbb{C})\cross(K\cap \mathbb{R})=\{(w,s)\in \mathbb{C}\cross \mathbb{R};|{\rm Im} w|<d,s<0\}$

上で定義された連続函数 $K(w,s)$ は，次の条件をみたすものとする．
$\bullet$ 変数 $w$ について正則かつ $\omega$-周期的．
$\bullet$ $U\cap \mathbb{C}=\mathbb{R}+i]-d$ ,d[内の任意のコンパクト集合 $L$ に対して，変数 $s$ の函数 $s\mapsto sup|K(w,s)|w\in L$

が，$K\cap \mathbb{R}=]-\infty,0]$ 上で可積分．
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(第 1の条件より $K$ は $w$ に関して $\omega$-周期的だから，第 2の条件における $L$ としてはコンパクト

集合ではなく $\mathbb{R}+i$] $-d’$ ,d’ $[$ ($0<d’<$ のという部分帯領域の族をとっても構わない).

$V\subset U$ について，線形写像轟: $a_{L}\infty(V+K)arrow a_{L}\infty(V)$ を，$f\in a_{L}\infty(V+K)$ に対して

$h(f)(w)= \int_{-\infty}^{0}K(w,s)f(w+s)ds$

によって定める．

すると，$P=\{h\}_{V\subset U}$ は，$U$ 上晩。。に対する type $K$ の作用素となり，(FM) をみたす．
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