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1. はじめに

直方体の 1つの面を、その面の 1辺の方向に一定速度で移動させるこ

とによって起こる、 直方体中に閉じ込められた流体の運動、 いわゆるキ

ャビティ流れについては数多くの研究がされている．これは最も単純な

幾何学的形状をもつ閉じた系内で，非常に興味深い様々な流体力学的現

象が観察され，それらについての知識が理論面でも応用面でも重要なた

めである．(ちなみに、 2次元キャビティ流れの高レイノルズでの流れの

分岐現象についても近年、何人かの研究者によって論じられている．)

3次元キャビティ流れを決めるパラメータは，立方体の幅，深さ，スパン

をそれぞれ H, D, L とすると，幾何学的無次元パラメータであるアスペ

クト比 $\Gamma=D/H$ とスパンアスペク ト比 $\Lambda=L/H$ の 2つと，移動する

面の速さを $U$ , 運動粘性率を $v$ とした，流れの無次元パラメータの

Reynolds 数 ${\rm Re}=$ HU $/v$ の 3つである．

以前の研究で，Ishi $i$ 達 (1, 2) は立方体キャビティ $(\Gamma=\Lambda=1)$ 内の 3

次元粘性非圧縮性体定常流を解析した．この非圧縮性定常流は，実空間

内での流体の質量保存を力学系での位相空間内の体積保存と対応させる

ことにより，1.5 次元の力学系と見ることができる．このとき，ある流

線が固定面を横切った位置を点としてその面に描くことで得られる

Poincar\’e 断面は，位相空間の Poincar\’e 断面と同等となる．Ishii 達は ${\rm Re}$

$=100-300$ では流れ方向の中央断面を Po $i$ ncar\’e 断面にしたとき，トーラ

ス状の流線，島構造やカオス的流線による点が存在することを示した．

${\rm Re}=335$ 付近では島構造が見られるが，さらに Reynolds 数を増大させる

と，閉じた流線による構造は見出されないことを示した．

一方，著者達 (3 4) は ${\rm Re}=$ S50 において，正方キャビティでスパンア
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スペクト比を A $=3,4,5$ と変化させたときの定常な流れ場の様子を研
究した．$\Lambda\leqq 4$ では，キャビティ内の流れは全領域でカオス的流線をも

つが，$A\approx 5$ を越えるとキャビティの対称面付近の中心領域に閉じた流

線によるセル構造があることも確認できた．A $=6.55$ の場合に確認され

たセル構造の存在は Albensoeder 達 (5) による実験結果と一致している．

さらに，数値シミュレーションではキャビティの中心軸に沿ったカオス

的流線が広い領域に存在することを見出し，スパンアスペクト比が大き

い場合でもキャビティ内の 3次元流れへの端壁効果は無視できないこと

を示した．しかし，立方体キャビティで調べた低いレイノルズ数での流

れ構造に対する端壁効果についての解析は行わなかった。 本研究では長

スパンの正方キヤビテイ $(\Gamma=1, \Gamma=6.55)$ 内の粘性非圧縮性流体の 3

次元的運動の数値シミュレーションを行い，流線を用いて流れの構造を

調べ，端壁効果の影響を調べる．

2 問題設定と計算方法

ここで取り扱うキャビティ流はスパンアスペクト比 A $=6.55$ の正方

キャビティ $(\Gamma=1)$ 内の流れである．図 1に座標系と面の運動で起こさ

れる流れの方向を示す．キャビティの上面 $(y=1)$ が $x$ 軸の正の向きに一

定の速さ U で移動する．キャビティ内の流体は壁の動きにより，図のよ

うなキャビティを回る動きを引き起こされるが，実際にはこの流れにス

パン方向の流れ，角での二次流れなどが重なり複雑な流れになる．

図 1 座標系と面の運動の概略図
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支配方程式は以下の 3次元非圧縮性 Navier-Stokes 方程式である．

$\frac{\partial u}{\partial t}=-u\cdot\nabla u-\nabla p+\frac{1}{Re}\nabla^{2}u$ , $\nabla\cdot u=0$

ここで $u,$ $p$ はそれぞれ，流れの速度，圧力である．物理量は $H,$ $U$ , 密

度 $\rho$ を用いて無次元化されている．粘着境界条件は移動面 $(y=\cdot 1)$ 上で $u=$

$(1,0,0)$ , 他の面上では $u=0$ である．これらの境界条件と連続の式から，

壁面で速度の法線成分の法線方向微分はゼロである．

この支配方程式の数値解法には $Marker-and$-Cell 法を用い，圧力に対

する Po $i$ sson 方程式を解いた．キャビティ内においては様々な空間スケ

ールをもつ流れが存在するので，高精度，高解像度のスキームを用いる

ことが必要とされる．そこで，本研究では Nihei と Ishi $i^{(6)}$が開発した高

精度高解像度結合コンパクト差分法を用いて，方程式中の空間微分を求

めた．

関数 $f(x)$ の $i$ 番目の格子点上での値，その 1階，2階，3階微分をそ

れぞれ $f_{i}’,f_{i}^{t\prime},f_{i}^{11}$’とする．格子点間隔 $h$ は一定であるとする．結合コン
パクト差分法は隣接する 3つの格子点におけるこれらの関係式を与える．

その関係式は行列を用いると次のように表される．

$[B_{1}0A000$ $c_{0}AB001$

$BC0$

.

$AC0000$.
$AB0^{\cdot}$

$A_{n}CB000$
$B_{n}C0000\Vert_{x_{n}}^{X}x_{2}=x_{3}x_{i,}1^{\backslash }\{\begin{array}{l}d_{1}d_{2}d_{3}|d_{i}|d_{n}\end{array}\}$

行列 $A_{J}B_{J}$ $C$ とべクトル $x_{J}$ $d$は次式の形で与えられる．
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$A=[-a_{2}a_{3}a_{1}$ $-b_{3}-b_{1}b_{2}$ $-c_{3}c_{1}c_{2})$ $B=(\begin{array}{lll}1 0 00 1 00 0 1\end{array})$

$C=[_{a_{3}}^{a_{1}}a_{2}$ $b_{2}b_{3}b_{1}$ $c_{2}c_{3}C_{1})$

,

$x_{i}=\{\begin{array}{l}hf_{i}^{l}h^{2}f_{i}^{\dagger\dagger}h^{3}f_{i}^{\dagger\dagger\dagger}\end{array}\}$

,

$d_{i}=(d_{2}(d_{3}d_{1}f_{i+1}((f_{i+1}-f_{i-1})$

このスキームの精度は係数 a, b, c, d によって決まる．精度を到達でき

る最高次より低くすると，係数のうちのいくつかを自由なパラメータと

することができる．そこで，スキームが高解像度となるように，自由な

パラメータの値を決定する．

本研究で用いた結合コンパクト差分法は 2個の自由なパラメータをも

ち，スキームの精度は区間内点では 1階，2階，3階微分に対して，それ

ぞれ 8次，6次，4次である．境界点上では，関数値とその 1階微分値が

与えられたとき，2階微分の精度は 5次となる．2つの自由なパラメータ
を $d_{2},$ $d_{3}$ とすると，他の係数は次のように与えられる．

$a_{1}= \frac{8d_{3}+195}{240},b_{1}=-\frac{16d_{3}+255}{1200},c_{1}=\frac{4d_{3}+45}{1800},d_{1}=\frac{8d_{3}+315}{240}$

$a_{2}$
一 $\frac{11d_{2}-15}{16},b_{2}=-\frac{3d_{2}-7}{16},c_{2}=\frac{d_{2}-3}{48}$
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$a_{3}=d_{3},b_{3}=- \frac{8d_{3}+15}{20},c_{3}=\frac{4d_{3}+15}{60}$

パラメータの値は $d_{2}=9.12992,$ $d_{3}=-6.014S6$ とした．

シミュレーションにおいては，上記のブロック 3重対角行列を効率的

に解くために並列化を実行した．3 重対角行列の場合には，格子点を N

ブロックに分けたとき，2つのブロックの境界に隣接した 2(N-1)個の点

における未知数についての連立方程式が得られる．この連立方程式を全

てのプロセッサにおいて解き，得られた結果を用いて各ブロック内の点

における未知数を各プロセッサで求めることができる．詳しい説明は文

献 (7) に譲る。

結合コンパクト差分法を用いて得られた格子点上の速度と速度の空間

1階微分のデータに基づく 2次精度の補間により，キャビティ内の速度場

を求める．この速度場を用いて，ある点から出発した流線を求める．

3. .計算結果

スパンアスペクト比 A $=6.55$ の正方キャビティ内の定常流について

の数値計算結果を示す．シミュレーションでは格子点数 $121\cross 121\cross 787$

の等間隔格子を用いた．

以下の図 2, 3, 6にキャビティ左半分にある 42流線が描く Poincar\’e 断

面の端壁近傍部分を示した．図の左側が端壁であり，右側が $z=0.75$ であ

る．スパン長の半分は $z=3.275$ であるため，図中で Poincar\’e 断面の多数

の点として現われている流線は 20程度である．これらの図に描かれた点

は上流側面と下流側面の中間の $x=0.5$ 面を上面の移動と逆の向き (紙

面の裏から表) に横切る流線の交点である．

長スパンのキャビティ内定常流の流線による Po $i$ ncar\’e 断面においても

立方キャビティの場合と同様に，端壁近くの領域で $Re=100,200,300$
では閉じた流線による構造があるが，$\sqrt e=400$ ではその構造は見られず，

カオス的な運動に対応した点のみがある．
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$b$ 0.$l$

$Re=100$

$\Phi.5\frac{\ovalbox{\tt\small REJECT}\wedge}{00}$

$Re=200$

$0$ $0.s$

$Re=300$ $Re=400$

図 2 Poincar\’e sections for $Re=100,200,300$ and 400

図 2において，$Re=100$ では多数の閉曲線と共鳴軌道である 7点の周

りを回る軌道がつくる島がある．$Re=200,300$ では閉曲線の数が少なく

なり，閉曲線の存在する領域は Reynolds 数が大きくなるにつれて縮む．

Poincar\’e 断面上の閉曲線は 1本の流線によるものであり，この流線が
1つのトーラス上にあることを意味する．このとき，流線に沿った運動は

2つの振動数をもつ．1つは $x-.v$面内の基本的運動の振動数 $a)_{1}$ であり，

他はその運動に垂直な面内の運動の振動数 $a)_{2}$ である．トーラス上を流体
粒子が運動するときには，2つの振動数比は無理数である．$Po$ incar\’e 断
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面上の周期的な点や共鳴の点は振動数比が有理数である運動の流線に対

応する．

立方キャビティにおいては，$Re=100$ で多数の閉曲線と 1つの固定点，

$\omega_{1}:\omega_{2}$が 5:1と約 6: 1の流線による 5つの周期点と 6つの島が見出された．

一方，図 2で示された $Re=100$ の Poincar\’e 断面には，振動数比約 7: 1に

対応する 7つの共鳴の島があり，立方キャビティに比べ周波数比が少し

大きくなっている．同じ形状のキャビティ流でレイノルズ数が小さいと

きの方が比は大きいため，立方キャビティのレイノルズ数が小さな

${\rm Re}<100$ の流れに似た流れができていると考えられる．

$\phi$ $\phi$.
$Re=240$

$0$ ’.,

$Re=2\backslash S0$

$\not\in$ $0.$.
$Re=24\backslash S$

$0$ $0.$
,

$Re=260$

図 3 Poincar\’e sections near the 3:1 resonance
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$(\cdot)\iota=-0.6$ (b) $=-0.\ell$

$(\cdot)l\iota-218$
$(b)R\ell\Leftrightarrow 219$

$(c)e=0$ $(d)\epsilon\Leftarrow+1.0$

$(c)R\epsilon-225$
$(d)R\epsilon-2*5$

$Pi_{C}uie6$ . Phase portraits rrear the 3: 1 resonance obtained by the normd $Bi_{l}ue6$ . $Po\dot{n}rightarrow\ell r\prime \mathfrak{i}orn*u$ the 3:lrcsoxence
fom Hamiltonirn $ff_{*}$ for $B=1$ and $F*1$ . $(\ln$ the left 10 $verqu\cdot\ uO)$ .

図 4. 理論的な 3:1共鳴の位相図 図 5. 立方体キャビテイの

の変化 (2) 3:1共鳴 (2)

振動数比 3:1の共鳴については，スパンアスペク ト比 A $=6.55$ の正方

キャビティにおける $Re=240,245,250,260$ の Poincar\’e 断面を図 3に，自
由度 2の場合のハミルトン系の 3:1共鳴の図を図 4に、立方体キャビティ
の場合の対応する図を図 5に示した．$Re=250$ の前後で構造の変化があ

ること，特に $Re=250$ では中心部にトーラスがほとんど存在しないこと

がわかる．これらの Poincar\’e 断面は，立方キャビティの場 $\hat$

,
, $2)_{\text{の図}5}$ と

同様に，Arnold 達 (8)による Hamilton 系の非線形共鳴理論から得られた位

相図 4とよく対応している．図 5の立方キャビティにおける $Re=218$ ,

219, 225, 235の Poincar\’e 断面が本研究の上記の 4つの Poincare 断面に対

応するものであり，本研究の長スパン正方キャビティの方が，Reynolds

数が 25程度大きくなっている．
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$Re=340$

Q. $0$

$Re=3_{\backslash }s0$

図 6 Poincar\’e sections near the 2:1 resonance

$(\cdot)t--0J$ $(b)\delta-0$コ

$Pi*\cdot re*\cdot Ph\cdot po\iota 1\dot{r}\prime_{l}*er$ he 1: 1 $r$ amce $obI\dot{m}\cdot db\gamma$ the nooml
$\{i_{R}n_{m}n\iota\iota ih\cdot E_{*}hrA-1\cdot*d\cdot-1/l$ .

図 7. 理論的な 2:1共鳴の位相図

の変化 (2)

$(\cdot)R\cdot-2$ $(b)R*-f$

$Fi\varphi e7$. Poincar\’e sections $nc\cdot\iota$ the 2: $1*rnuce$.

図 8. 立方体キャビテイの

2:1共鳴 (2)

レイノルズ数をより大きくした振動数比 2:1 の共鳴についても，

Poincar\’e 断面と共鳴 Hamilton 系の位相図 7はよく一致する．図 6で示し

た $\Lambda=6.55$ の正方キャビティの場合には $Re=340$ と 350で構造の違いが

あり，$Re=350$ では 1周期の閉じた流線が不安定になり，2周期の閉じた

流線の周りの島構造が見えている．図 8の立方キャビティの $Re=325$ と

335の Poincar\’e 断面に対応する構造が現れている．2: 1共鳴についても，

本研究の長スパン正方キャビティの方が，Reynolds数が 15程度大きい．

4. まとめ

流線を用いて，端壁の流れ場に及ぼす影響を $Re=100-400$ の範囲でス
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パンアスペク ト比 $\Lambda=6.55$ の正方キャビティ内の 3次元粘性非圧縮性流

について調べた．種々の空間スケールをもつ流れを計算するために高精

度高解像度の結合コンパクト差分法を採用した．

$Re=100,200,300$ の Poincar\’e 断面の端壁近傍では，トーラス上の流線

により描かれる閉曲線や共鳴の島が存在する．立方キャビティの場合と

同様に，Reynolds 数が増大するとこれらの閉曲線の領域は小さくなる．

$Re=400$ では閉曲線や共鳴の島は見られず，全ての点はカオス的運動に

よるものとなる．

本研究の長スパン正方キャビティにおいても，立方キャビティの場合

と同様に，振動数比 3:1と 2:1の共鳴の Poincar\’e 断面は Hamilton 系の非

線形共鳴理論から得られた位相図とよく対応する．本研究で 3:1と 2:1の

共鳴が観測された Reynolds 数はそれぞれ $Re=250,350$ 付近であり，立
方キャビティの場合よりそれぞれレイノルズ数が 25,15程度だけ大きく，

3:1と 2:1の共鳴が観測されるレイノルズ数は立方キャビティ流とほぼ同

じであることがわかる．
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