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1 Arakelov 幾何
Arakelov幾何では，$\mathbb{C}$ 上の射影代数多様体，サイクル，直線束の代わりに，大ざっぱに
言って，$\mathbb{Z}$ 上の「算術多様体」，「算術的サイクル」，「エルミート直線束」 (定義は以下) を

考える．

定義 1. (1) $f$ : $\mathcal{X}arrow$ SpecZ が射影的な算術多様体とは，$\mathcal{X}$ が整スキームで，$f$ が射影

的かつ平坦なときにいう．
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(2) $\mathcal{X}_{\mathbb{C}}$ $:=\mathcal{X}\cross Spec\mathbb{Z}Spec\mathbb{C}$ とおく．簡単のため，掩は非特異と仮定する．$\mathcal{X}$ の余

次元 $p$ の算術的サイクルとは，組 $(Z,g)$ で $Z$ は $\mathcal{X}$ の余次元 $p$ のサイクル，$g$

は $\mathcal{X}(\mathbb{C})$ の $(p-1,p-1)$ 型実カレントで，ある $C^{\infty}(p,p)$ 形式 $\omega$ が存在して，
$dd^{c}g+\delta_{Z(C)}=[\omega]$ となるものである．ただし，$g$ は複素共役 $F_{\infty}$ : $\mathcal{X}(\mathbb{C})arrow \mathcal{X}(\mathbb{C})$

に対して，$F\infty*g=(-1)^{p-1}g$ をみたすと仮定する．

(3) $\mathcal{L}_{\mathbb{C}}:=\mathcal{L}\otimes_{\mathbb{Z}}\mathbb{C}$ とおく．$\overline{\mathcal{L}}=(\mathcal{L}, \Vert\cdot\Vert)$ が $\mathcal{X}$ 上の C$\infty$-エルミート直線束とは，$\mathcal{L}$

は $\mathcal{X}$ 上の直線束で，$\Vert\cdot\Vert$ は $\mathcal{L}_{\mathbb{C}}$ の C$\infty$ -エルミート計量で複素共役で不変なもので
ある．

Gillet-Soul\’e ([27], [28], [29] など) によって，算術的サイクルの交点理論が作られ，
「エルミートベクトル束」の算術的 Chem 類が定義され，最終的に算術的リーマン．ロッ
ホの定理が確立された．

詳しくは，例えば，Soule [55] や森脇 [46] を参照されたい．

2Bogomolov 予想を中心に
アーベル多様体上の Bogomolov 予想をまず述べたい．この予想は Ullmo[581 と

Zhang[65] によって Arakelov 幾何を用いて証明された，

定理 2(Ullmo, Zhang). $K$ を代数体，$\overline{K}$ を $K$ の代数閉包とする．$A$ を $K$ 上のアーベ

ル多様体，$Y$ を $A_{\overline{K}};=A\cross SpecK$ SpecK の部分多様体とする．$\hat{h}_{NT}$ : $A(\overline{K})arrow \mathbb{R}$ を

Ne’ron-Tate 高さとする．このとき，次は同値である．

(1) $Y$ はトーション，すなわち，$Y=B+t(B$ は $A_{\overline{K}}$ の部分アーベル多様体で，
$t\in A(\overline{K})$ はトーション点) の形をしている．

(2) { $y\in Y(\overline{K})|y$ はトーション点} は $Y$ で Zariski 稠密である．
(3) ある $\epsilon>0$ が存在して，$\{y\in Y(\overline{K})|\hat{h}_{NT}(y)<\epsilon\}$ は $Y$ で Zariski 稠密である．

注意 3. (1) ならば (2) が成り立つのはすぐに分かる．また，トーション点と，N\’eron-Tate
高さが O の点は一致するので，(2) ならば (3) が成り立つ．従って，定理 2は実質的には
「(3) ならば (1) が成り立つこと」を述べている．なお，「(2) ならば (1) が成り立つこと」

は，Manin-Mumford 予想 (Raynaud の定理) とよばれる．従って，$B$ ogomolov 予想は
Manin-Mumford 予想よりも強いことを述べている．

問題 1(関数体上の Bogomolov 予想 $***$ ). 上の定理で，代数体 $K$ を $\mathbb{C}$ 上の一変数関数体
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に変えた問題を考える．

注意 4. 関数体の Bogomolov 予想 (問題 1) については多くの結果が知られているが，ま
だ完全には解決されていない．$K$ を $\mathbb{C}$ 上の一変数関数体とする．例えば，$\mathbb{C}$ 上のアー

ベル多様体 $A_{0}$ が存在して，$A=A_{0}\cross s_{pec\mathbb{C}}SpecK$ になっているときには，すべての
$z\in A_{0}(\mathbb{C})$ について，$\hat{h}_{NT}(z)=0$ になるので，関数体の Bogomolov 予想の場合には $A$

や $Y$ に何らかの仮定を置く必要がある．$\dim Y=1$ のときには，$Y/K$ が non-isotrivial
という条件をおくのが一般的である．

(1) $\dim Y=1$ のときは，森脇 ([421, [431, [44] など) によって多くの場合に正しいこ

とが示されている (いくつかの場合は，$K$ が代数体のときも含めて，条件 (3) の $\epsilon$

を具体的に与えている). 最近，Cinkir [17] によって，$\dim Y=1$ のときは正しい

というプレプリントが出た．

(2) Gubler [31] によって，$Y$ が totally degenerate reduction をもつときには正しいこと

が示されている．Gubler の証明は Berkovich 空間とトロピカル幾何を使う．
(3) 山木 [59] によって，Gubler [31] よりも弱い $Y$ の条件で，関数体の Bogomolov 予
想が正しいことが示されている．

定理 2は，アーベル多様体の 2倍射に関する部分多様体の性質を述べていると見なせ

る．アーベル多様体 $A$ と 2倍射 [2] : $Aarrow A$ を，より一般に，ある性質 (次の定義を参

照 $)$ をみたす代数多様体 $X$ と射 $f$ : $Xarrow X$ に変える．Zhang は，この一般の状況で，定
理 2の類似が成り立つだろうという予想を述べている．以下，説明したい．

定義 5(偏極力学系). $K$ を体，$X$ を $K$ 上の射影代数多様体，$f$ : $Xarrow X$ を射，$L$ を $X$

上の豊富な直線束とする．$(X, f, L)$ が $K$ 上の偏極力学系 (polarized dynamical system)

とは，$f^{*}L\cong L^{\otimes d}$ となる整数 $d\geq 2$ が存在するときにいう．

例 6. (1) $A$ をアーベル多様体，[2] : $Aarrow A$ を 2倍射，$L$ を豊富で $[-1]^{*}L\cong L$ となる

直線束とすれば，$(A, [2], L)$ は偏極力学系である．実際，このとき，$[$2$]^{*}L\cong L^{\otimes 4}$

となる．

(2) $\mathbb{P}^{N}$ を射影空間，$f$ : $\mathbb{P}^{N}arrow \mathbb{P}^{N}$ を線形写像でない射，$O_{P^{N}}(1)$ を超平面に付随する

直線束とすれば，$(\mathbb{P}^{N}, f, O_{P^{N}}(1))$ は偏極力学系である．

$A$ がアーベル多様体のとき，$A$ の部分多様体 $Y$ がトーションであるという条件は，集
合として $[2]^{m}(Y)=[2]^{n}(Y)$ となる $m>n>0$ が存在するという条件と同値である．一
般に，$(X, f, L)$ が偏極力学系のときに，$X$ の部分多様体 $Y$ が前周期的 (preperiodic) と
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は，集合として $f^{m}(Y)=f^{n}(Y)$ となる $m>n>0$ が存在するときにいう．

また，$(X, f, L)$ が代数体 $K$ 上の偏極力学系のときは，Neron-Tate 高さに対応するもの
として，標準的高さ $\hat{h}_{f}$ : $X(\overline{K})arrow \mathbb{R}$ が存在する ([11], [64] 参照).

Zhang [64] は，定理 2で，$(A, [2], L)$ を一般の偏極力学系 $(X, f, L)$ に，トーションを
前周期的に，ネロンテイト高さを標準的高さに変え，力学系 Bogomolov 予想をたてた．

問題 2(Zhang による力学系 $B$ogomolov 予想 $***$ ). $K$ を代数体，$\overline{K}$ を $K$ の代数閉包とす

る．$(X, f, L)$ を $K$ 上の偏極力学系，$Y$ を $X_{\overline{K}}:=X\cross SpecKSpec\overline{K}$ の部分多様体とす

る．$\hat{h}_{f}$ : $X(\overline{K})arrow \mathbb{R}$ を $f$ に関する標準的高さとする．

(1) このとき，次は同値だろう．
(i) ある $\epsilon>0$ が存在して，$\{y\in Y(\overline{K})|\hat{h}_{f}(y)<\epsilon\}$ は $Y$ で Zariski 稠密である．
(ii) { $y\in Y(\overline{K})|y$ は $f$ に関する前周期点} は $Y$ で Zariski 稠密である．

(2) さらに，(i) にある具体的な条件 (詳しくは [61] 参照) を課したものは，次と同値
だろう．

(iii) $Y$ は $f$ に関して前周期的．

注意 7 (1) 最初のバージョン ([64]) には，(2) の具体的な条件がなかった．そのバー
ジョンには反例 (Ghioca-Tucker による) があった．

(2) 力学系 Bogomolov 予想は，$(X, f, L)$ が群構造を持つものからきている場合 $(G_{m}^{n}$

とアーベル多様体) を除くと，ほとんど確かめられていないと思う．ただし，Mimar
[40] によって，次の場合は，力学系 Bogomolov 予想が正しいことが示されている :
$X=\mathbb{P}^{1}\cross \mathbb{P}^{1},$ $f=(f_{1}, f_{2}),$ $L=\mathcal{O}_{P^{1}}(1)$図 $O_{P^{1}}(1)$ で，$f_{1}$ : $\mathbb{P}^{1}arrow \mathbb{P}^{1}$ と $f_{2}$ : $\mathbb{P}^{1}arrow \mathbb{P}^{1}$

は異なるジュリア集合をもつ．

3 代数数論力学系では

$f$ : $Xarrow X$ を体 $K$ 上に定義された代数多様体 $X$ からそれ自身への射とする．代数

数論力学系では，大ざっぱに言って，$f$ の反復合成に関する性質を，より代数的な視点か
ら調べる．また，$K$ として，実数体 $\mathbb{R}$ や複素数体 $\mathbb{C}$ ではなく，代数体や，関数体，非ア
ルキメデス付値体，有限体などを考えることが多い．

このノートに問題として挙げないが，Zhang の概説 [66] には，上で挙げた力学系
Bogomolov 予想の他にも，様々な興味深い予想が挙げられている．また，Fakhruddin [25]
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にも様々な興味深い予想が挙げられている．

代数数論力学系へのアプローチは，大きく 2つの方向があるように思われる．

(A) アーベル多様体 $A$ と 2倍射の組 $(A, [2])$ のもつ数論的性質を，より一般の代数多
様体 $X$ と射 $f$ : $Xarrow X$ (より一般に支配的な有理写像 $f$ : $X-*X$) の組 (X, f)
に変えて考える．

(B) $\mathbb{C}$ 上の複素力学系のもつ性質を，非アルキメデス付値体上の力学系に変えて考え

る．さらに，adelic な力学系を考える．

なお，(A) と (B) のどちらであるかはっきりと分けられない結果も多い．例えば，Yuan
[60] は，偏極力学系 $(X, f, L)$ の標準的高さの小さい点に関する等分布定理を示した．こ
の結果は，(A) から見れば $Szpiro-Ullmo-Zhang[56]$ のアーベル多様体上の等分布定理の

偏極力学系のバージョンと考えられ，(B) から見れば，$f$ から定まる最大エントロピー

測度の性質 (Briend-Duval [10], Dinh-Sibony [22] など) の数論的なバージョンと考えら

れる．

とはいえ，やや強引に (A) と (B) に分けて，少し詳しく見ていきたい．

(A) Zhang による力学系 Bogomolov 予想 (問題 2) は，(A) の方向の問題と思えるだろ

う．さて，アーベル多様体上の部分多様体に関する数論的性質の大きな結果に，Faltings
による Mordell-Lang 予想の解決がある．力学系 Mordell-Lang 問題というもの (命名は

Ghioca, Tucker によると思う) があるので，紹介したい．
$A$ を $\mathbb{C}$ 上に定義されたアーベル多様体とし，$V$ を $A$ の閉部分多様体とする．$\gamma\in A(\mathbb{C})$

をトーションでない点とし，$f$ : $Aarrow A$ を $\gamma$ による平行移動とする．

$I_{f^{V}},(0)=\{i\in \mathbb{Z}_{>0}|f^{i}(0)=i\gamma\in V(\mathbb{C})\}\subset \mathbb{Z}>0$

とおく．$\Gamma$ を $\gamma$ で生成された $A$ の部分群とする．Faltings の定理の絶対版により，$I_{f,V}(0)$

は無限集合なら，$V$ は $A$ の部分アーベル多様体の $\gamma$ による平行移動を含む．Denis [20]

は，$\mathbb{P}^{N}$ の射についてこの類似を調べている．

問題 3(力学系 Mordell-Lang 問題 ( $*$印は場合に応じて変わる $?$), Bell, Ghioca, Tucker
$)$ . $X$ を $\mathbb{C}$ 上に定義された代数多様体とし，$V$ を $X$ の閉部分多様体，$f$ : $Xarrow X$ を

射，$P\in X(\mathbb{C})$ とする．

$I_{f^{V}},(P)=\{i\in \mathbb{Z}_{>0}|f^{i}(P)\in V(\mathbb{C})\}\subset \mathbb{Z}>0$

5

179



とおく．このとき，$I_{f^{V}},(P)$ は $i$ に関する有限個の等差数列と有限集合の和だろう，

すなわち，$(k_{1},l_{1}),$
$\ldots,$

$(k_{p},\ell_{p})\in \mathbb{Z}_{>0}\cross \mathbb{Z}_{>0}$ と $m_{1},$ $\ldots$ , $m_{q}\in \mathbb{Z}_{>0}$ とが存在して，
$I_{f^{V}},(P)= \bigcup_{j=1}^{p}\{k_{j}n+P_{j}|n\geq 1\}\cup\bigcup_{i=1}^{q}\{m_{i}\}$ となるだろう．

力学系 Mordell-Lang 問題はいくつかの場合に正しいことが証明されている．例えば，
$Bell-Ghioca-Tucker[5]$ は $f$ が非分岐ならば，力学系 Mordell-Lang 問題が正しいことを
示した．

また，力学系Mordell-Lang 問題の 2つの射に関するバージョンとして，Ghioca-Tucker-
Zieve [30, Theorem 1.1] は次の定理を示した．

定理 8 $(Ghioca-Tucker-Zieve[30])$. $f,g\in \mathbb{C}[x]$ を次数 2以上の多項式とする．$P,$ $Q\in \mathbb{C}$

とする．もし
$\{f^{k}(P)|k\geq 1\}\cap\{g^{k}(Q)|k\geq 1\}$

が無限集合ならば，正の整数 $m$ と $n$ が存在して $f^{m}=g^{n}$ となる．

力学系 Mordell-Lang 問題では，証明には $Skolem-Mahler$-Lech の定理 $(f(n)$ が標数 $0$

上の体上の線形漸化式で与えられた数列とするとき，$f(m)=0$ となる $m$ の集合は，$m$

に関する有限個の無限等差数列と有限集合の和である) が使われることが多い．

$Skolem-Mahler$-Lech の定理は，標数 $p>0$ の体上ではそのままでは成り立たない．し

かし，Derksen [19] は，p-nested集合を用いて，$Skolem-Mahler$-Lech の定理の標数 $p>0$

の体上での類似 $(f(n)$ が標数 $0$ 上の体上の線形漸化式で与えられた数列とするとき，
$f(m)=0$ となる $m$ の集合は，有限集合の差を除いて，$m$ に関する有限個の無限等差数

列と有限個の初等 p-nested 集合の和である) を与えた．

ここで，$\mathbb{Z}_{\geq 0}$ の部分集合 $S$ が初等 p-nested 集合とは，ある整数 $e\geq 1$ と整数 $d\geq 1$ と

有理数 $c_{0},$
$\ldots,$

$c_{d}\in \mathbb{Q}$で，$(p^{e}-1)c_{i}\in \mathbb{Z}(i=0,\cdot\ldots, d)$ かつ $c_{0}+c_{1}+\cdots+c_{d}\in \mathbb{Z}$ かつ

$c_{i}\neq 0(i=1, \ldots, d)$ をみたすものが存在して，

$S=\{c_{0}+c_{1}p^{k_{1}e}+\cdots+c_{d}p^{k_{d}e}|k_{1}, \ldots, k_{d}\in \mathbb{Z}_{\geq 0}\}\cap \mathbb{Z}\geq 0$

と表されるときにいう．

問題 4(標数 $p>0$ の体上での力学系 Mordell-Lang 問題 ( $*$印は場合に応じて変わる $?$ ),

Bell [4] に非明示的に問題として挙げられている). 問題 3の状況で，$\mathbb{C}$ を標数 $p>0$ の体

に変える．このとき，$I_{f}$ , $v(P)$ は有限集合の差を除いて，$m$ に関する有限個の無限等差数

列と有限個の初等 p-nested 集合の和であるか．
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注意 9. 標数 $0$ の体上で正しいと証明されている力学系 Mordell-Lang 問題の状況で，体
を標数 $p>0$ するとどうなるかという問題は考えられるかもしれない．ただし，私が知ら
ないだけで，すでに分かっていることかもしれない．

(B) 非アルキメデス付値体 $\mathbb{C}_{v}$ 上の力学系については，$\mathbb{P}^{1}$ のときは多くの結果がある．

例えば，Hsia [32], $B$enedetto [6], [7] や $J$ . Rivera-Letelier [50], [51], [52] などがある．

非アルキメデス付値体の上での力学系を解析的な性質を調べるには，$\mathbb{C}_{v}$ 上で考えるよ

りも，$B$ erkovich 空間で考える方が良いと考えられている．

高次元の複素力学系では，pluri-potential 理論が非常に強力に使われている．高次元の
非アルキメデス的力学系でも，もし pluri-potential 理論が存在すると，様々なことが導か
れると思われている．次の問題は，高次元の非アルキメデス的力学系を考える上で，さま
ざまな人が大切な問題と思っていると思う (まだ知られていないと思う).

問題 5 $(^{***})$ . $2$ 次元以上の $B$erkovich 空間上で，pluri-potential 理論があるか．

注意 10. 1次元の $B$ erkovich 空間の potential 理論には $B$ aker-Rumely [31, Thuillier [57] な

どがある．Chambert-Loir [12] によって，$B$erkovich 空間 $X$ において，cl $(\overline{L})$ は定義され

ていないが，測度 $\wedge^{\dim X}c_{1}(\overline{L})$ は構成されている．

また，漠然としているが，Berkovich 空間とトロピカル曲線 (無限辺のある metric グラ
フ $)$ の関係はそれほど分かっていないように思われる (もっとも，私が知らないだけか
もしれない). 先に挙げた，Gubler [31] では，totally degenerate reduction をもつアーベル

多様体のときに，$B$ erkovich 空間からトロピカル曲線への写像を考えている．Zhang [62]

では有限 metric グラフ上での因子の交点数を，$B$ aker-Norine [21では有限グラフ上での

Riemann-Roch の定理 (そのトロピカル曲線版は [38], [26] などを参照) を示している．

これらの $B$erkovich 空間での対応物があるのかは，私はよく知らない．

4 周期点の有限性，無限性

$f$ : $\mathbb{P}^{N}-*\mathbb{P}^{N}$ を $K$ 上に定義された支配的な有理写像とする．$I(f)$ を $f$ の不定点のな

す部分代数的集合とする．$K$ の代数閉包 $\overline{K}$ を固定する．

定義 11. (1) $x\in \mathbb{P}^{N}(\overline{K})$ が，$f$ に関する周期点 (periodic) とは，すべての整数 $k\geq 0$

に対して $f^{k}(x)\not\in I(f)$ で，さらに整数 $m\geq 1$ が存在して $f^{m}(x)=x$ となるとき

にいう．
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(2) $x\in \mathbb{P}^{N}(\overline{K})$ が，$f$ に関する前周期点 (preperiodic) とは，すべての整数 $k\geq 0$ に

対して $f^{k}(x)\not\in I(f)$ で，さらに整数 $m>n\geq 1$ が存在して $f^{m}(x)=f^{n}(x)$ とな

るときにいう．

$L(\subseteq\overline{K})$ を $K$ の拡大体とする．

Per$(f,L):=\{x\in \mathbb{P}^{N}(L)|x$ は $f$ の周期点 $\}$ ,

PrePer$(f, L)$ $:=\{x\in \mathbb{P}^{N}(L)|x$ は $f$ の前周期点 $\}$

とおく．

事実 12. $K$ を代数体，$L/K$ を有限次拡大体とする．

(1) $f$ が射のとき，PrePer $(f, L)$ は有限集合である ([11] 参照).

(2) $f$ が正則多項式同型のとき，PrePer $(f, L)$ は有限集合である ([36] 参照).

問題 6 $(^{**})$ . $K$ を代数体とする．任意の有限次拡大体 $L/K$ に対して，PrePer$(f, L)$ が有

限集合となる $f$ をたくさん見つけよ．

注意 13. (1) 問題 7が正しいような $f$ のクラス (射と正則多項式同型以外で non-trivial
なクラス) を私はよく知らない．

(2) 簡単そうな $f$ でも，PrePer $(f, \mathbb{Q})$ が有限集合かどうかを確かめるのは，非常に難
しい場合がある．例えば，

$f;\mathbb{P}^{2}-*\mathbb{P}^{2}$ , $(x:y;z)\mapsto(x^{2}+yz;yz;z^{2})$

という (簡単そうな?) 有理写像について，PrePer $(f, \mathbb{Q})$ が有限集合かは知られて

いない．実際，PrePer $(f, \mathbb{Q})$ の有限性は，2次多項式の有理周期点の一様有界予想
([41] 参照) と同値で，後者はこの分野ではよく知られた未解決の予想である．

(3) パラメーター $\epsilon$ の値を変えると，力学系の性質が変わる族として，

$f_{\epsilon}:A^{2}-*A^{2}$ , $(x, y)\mapsto(y+1-\epsilon,$ $x \frac{y-\epsilon}{y+1})$

が $\mathbb{C}$ 上では良く調べられている ([1], [21] など). この族に対して，有理周期点など
算術的性質を調べるのは面白いかもしれない (Cantat 氏から言われたことがある).

事実 14. (1) $\mathbb{Q}$ の拡大体 $L(\subseteq\overline{K})$ で，$[L:\mathbb{Q}]=\infty$ だが，同型でない任意の射
$f$ : $\mathbb{P}^{N}arrow \mathbb{P}^{N}$ について，PrePer$(f, L)$ は有限集合である興味深い例を Dvomicich-
Zannier [23], [24] が構成し，Narkiewicz の長い間の問題への解答を与えた．
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(2) $K$ が $\mathbb{Q}$ 上の有限生成体のとき，同型でない任意の射 $f$ : $\mathbb{P}^{N}arrow \mathbb{P}^{N}$ について，

PrePer$(f, K)$ は有限集合である ([45] 参照).

問題 7 $(^{*})$ . $\mathbb{C}$ の部分体 $L$ で次の性質をもつ面白いものを見つけよ．

同型でない任意の射 $f$ : $\mathbb{P}^{N}arrow \mathbb{P}^{N}$ について，PrePer $(f, L)$ は有限集合である．

注意 15. $L$ が代数体，$\mathbb{Q}$ 上の有限生成体，あるいは Dvornicich-Zannier が構成した体は

上の性質をもつ．$\mathbb{Q}$ 上の有限生成体から始めて，Dvornicich-Zannier が構成したような方

法で上の性質をもつ体を作ることはほとんど翻訳していけばできると思うので，それでは

面白くないかもしれない．

5 双有理 Arakelov 幾何
$\mathcal{X}$ を射影的算術多様体，$\overline{\mathcal{L}}=(\mathcal{L}, \Vert\cdot\Vert)$ を $\mathcal{X}$ 上のエルミート直線束とする．Gillet-Soul\’e

の Arakelov 幾何の理論では，主に，C$\infty$ -エルミート直線束 (特に算術的に豊富なもの) を

扱うことが多い．双有理 Arakelov 幾何のはっきりとした定義はないと思われるが，双有

理 Arakelov幾何では，$C$0-エルミート直線束 (特に算術的にネフまたはビッグなもの), と

きには ( $C^{0}$ とは限らない) 特異エルミート直線束も扱う．例えば，Yuan [60], Moriwaki
[47], [48], Chen [13], [14] の結果は，この範疇に入ると思われる．
以下では森脇氏から教えてもらった問題を挙げたい．詳しくは，[49] を参照されたい．
$\mathcal{X}$ を正規な射影的算術多様体，$\overline{D}=(D,g)$ を $\mathcal{X}$ 上の $C^{0}$ -型の算術的 $\mathbb{R}$-因子とする．

$\overline{D}$ が pseudo-effective とは，算術的にビッグな $C^{0}$ -型の任意の $\mathbb{R}$-因子五に対して $\overline{D}+\overline{A}$

もビッグになるときにいう．また，$\varphi_{1}$ , . .. , $\varphi_{l}\in$ Rat $(\mathcal{X})_{\mathbb{R}}^{\cross}$ が $\overline{D}$ に関して近似的に最小切

断の乗法生成系であるとは次の条件をみたすときにいう．任意の $\epsilon>0$ に対して，ある

$n0\in \mathbb{Z}>0$ が存在して，$H^{0}(\mathcal{X}, nD)\neq 0$ である任意の $n\geq n_{0}$ に対して，$a_{1},$ $\ldots,$
$a\iota\in \mathbb{R}$

で，$D+(\varphi_{1}^{a_{1}}\cdots\varphi_{l}^{a_{l}})_{\mathbb{R}}\geq 0$ かつ

$\Vert\varphi_{1}^{a_{1}}\cdots\varphi_{l}^{a\iota}\Vert_{ng,\sup}\leq e^{\epsilon n}\min\{\Vert\phi\Vert_{ng,\sup}|\phi\in H^{0}(\mathcal{X}, nD)\backslash \{0\}\}$

となるものが存在する．

問題 8(森脇 $*$ ). $\overline{D}$ は pseudo-4ffective ならば，ある $\varphi\in$ Rat $(\mathcal{X})_{\mathbb{R}}^{\cross}$ が存在して，$\overline{D}+\hat{(\varphi)}_{R}$

は effective となるか．
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問題 9(森脇 $*$ ). $D_{\mathbb{Q}}$ がビッグのとき，$\overline{D}$ に関する近似的に最小切断の乗法生成系が存在す

るか．

注意 16. 研究集会では，高山氏が問題 8, 9に対して，難しさ ( $*$印) はどうですかと尋ね

て，森脇氏は $*$にしておいてというように返事をした．しかし，私は問題 8, 9は $*$印一つ

ではないと思う．

森脇 [49] は，$D_{\mathbb{Q}}$ が数値的に自明であると仮定すると，問題 8が正しいことを示した．
また，問題 9は，$D_{\mathbb{Q}}$ がビッグのときの問題 8に関連している．

この他に，双有理 Arakelov 幾何に関連する問題をいくつか挙げたい．次の問題は，基

本的に見える．

問題 10 ( $*$印は場合に応じて変わる $?$). $\mathcal{X}$ を $d+1$ 次元の射影的算術多様体，$\overline{\mathcal{L}}_{1},$ $\ldots,\overline{\mathcal{L}}_{d+1}$

を $\mathcal{X}$ 上の特異エルミート直線束とする．$\overline{\mathcal{L}}_{1},$ $\ldots,\overline{\mathcal{L}}_{d+1}$ にどのくらいの仮定をおくと，算
術交点数 $\hat{c}_{1}(\overline{\mathcal{L}}_{1})\cdots\hat{c}_{1}(\overline{\mathcal{L}}_{d+1})$ が定義できるか．

注意 17. 例えば，以下の場合には，算術交点数が定義されている．まず，Gillet-Soul\’e の

算術交点理論 [27] により，$\overline{\mathcal{L}}_{i}$ が C$\infty$ -エルミート直線束のときには，$\hat{c}_{1}(\overline{\mathcal{L}}_{1})\cdots\hat{c}_{1}(\overline{\mathcal{L}}_{d+1})$

が定義される．より一般に Zhang[63] は，$\overline{\mathcal{L}}_{i}$ が 2つのネフな CO-エルミート直線束の差

で書ける場合に，$\hat{c}_{1}(\overline{\mathcal{L}}_{1})\cdots\hat{c}_{1}(\overline{\mathcal{L}}_{d+1})$ が定義されることを (Gillet-Soul\’e の算術交点理論

の極限をとることで) 示している．Maillot [35] は，多重劣調和かつ CO-エルミート直線

束に対して，より直接的に，算術交点数が定義されることを示している．算術曲面 (つま

り $d=2)$ については，Bost [9]が，$\overline{\mathcal{L}}_{i}$ が $L_{1}^{2}$ というクラスの特異エルミート直線束の場

合に算術交点数を定義し，Lefschetz の定理の算術版を示している．また，Chen[15] は，
$\overline{\mathcal{L}}$ がビッグな CO-エルミート直線束のときに，positive intersection product $\langle\hat{c}_{1}(\overline{\mathcal{L}})^{d+1}\rangle$ を

定義している．次に挙げる問題とも関連するが，Chinburg-Lau-Rumely [16’, \S 4] には，ど
のような範囲の $\overline{\mathcal{L}}_{i}$ に対して，算術交点数 $\hat{c}_{1}(\overline{\mathcal{L}}_{1})\cdots\hat{c}_{1}(\overline{\mathcal{L}}_{d+1})$ が定義されると望ましいか

が書かれている．

次の問題も，双有理 Arakelov 幾何と関連しているように思われる．
$X$ を代数体 $K$ 上に定義された非特異な射影代数多様体とし，$L$ を $X$ 上の直線束で，$K$

の各付値 $v$ に対して計量 $\Vert\cdot\Vert_{v}$ が与えられているものとする．このとき，$(L, \{\Vert\cdot\Vert_{v}\}_{v})$ を

adelically metrized 直線束という．Zhang [63] によって，計量 $\Vert\cdot\Vert_{v}$ が，(大ざっぱに言っ
て $)$ $X$ と $L$ の整数環上のモデルの一様極限として得られる場合 (integrable とよばれる)

には，adelically metrized 直線束の adelic 交点理論が作られている．
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問題 11 (Chinburg-Lau-Rumely $(*$印は場合に応じて変わる $?$)). integrable とは限らない

場合にも，adelically metrized直線束の adeltc 交点理論を定義する．

注意 18. Soul\’e [55, Introduction 1.51には，Arakelov 幾何の adelic 版としての adelic
geometry の構成が課題として挙げられている．[16, \S 41には，算術的 capacity 理論の立

場から，どのような計量 $\Vert\cdot\Vert_{v}$ の adelically metfized 直線束に対して，adelic 交点理論を
定義されると望ましいかが書かれている．

6 射のモジュライ

射のモジュライについてまとめる．詳しくは [54] や以下に挙げる原論文を参照された

い．$d\geq 1,$ $N\geq 1$ とする．$k$ を代数閉体とし，$\varphi=$ $(\Phi_{0}:...:\Phi_{N})$ : $\mathbb{P}^{N}arrow \mathbb{P}^{N}$ を $k$ 上に

定義された (代数) 次数が $d$ の射とする．つまり，$\Phi_{i}\in k[X_{0}, \ldots, X_{N}]$ は次数 $d$ の斉次

多項式で，$\Phi_{0},$
$\ldots,$

$\Phi_{N}$ の共通零点は $(0, \ldots, 0)$ のみとする．このような射の集合を

$Mor_{d}^{N}:=\{\varphi= (\Phi_{0}:. . . :\Phi_{N}):\mathbb{P}^{N}arrow \mathbb{P}^{N}|\varphi$ は射 $\}$

とおく．$M=(N+1)(\begin{array}{l}d+NN\end{array})-1$ とおく．$\Phi_{i}$ の係数を一斉に並べることで，

$Mor_{d}^{N}arrow r\mathbb{P}^{M}$

と射影空間に埋め込める．$\Phi_{0},$ $\ldots,$
$\Phi_{N}$ の終結式を $R$ とおく．$R$ は $\Phi_{i}$ の係数の多項式で，

$Mor_{d}^{N}$ は $\mathbb{P}^{M}$ から $R=0$ で定まる超曲面を除いたものなっている．特に，$Mor_{d}^{N}$ は $\mathbb{P}^{M}$

の Zariski 開集合となり代数多様体の構造が入る．
$SL_{N+1}$ は $Mor_{d}^{N}$ に共役で作用する :

$\varphi^{\mu}:=\mu^{-1}0\varphi 0\mu$ .

この作用は，$SL_{N+1}$ の $\mathbb{P}^{M}$ への線形作用の $Mor_{d}^{N}$ への制限になる．従って，Mumford の
GIT が使える状況になっている．$SL_{N+1}$ の $\mathbb{P}^{M}$ へのこの作用に関して，$(\mathbb{P}^{M})^{s}$ で安定点

の集合，$(\mathbb{P}^{M})^{ss}$ で半安定点のなす集合を表す．$(\mathbb{P}^{M})^{s}$ と $(\mathbb{P}^{M})^{ss}$ の $SL_{N+1}$ による商を，
$\overline{M_{d}^{N^{s}}}$ と $M_{d}^{\overline{N}^{ss}}$ で表す．

$SL_{N+1}$ の $Mor_{d}^{N}$ への共役での作用が力学系で良いものの理由の一つは，$(\varphi^{m})^{\mu}=$

$(\mu^{-1}0\varphi 0\mu)^{m}$ なので，$\varphi$ による反復合成に関する性質はたいてい共役の作用で保たれる

ことにある．いくつかの知られている結果をまとめる．詳しくは，それぞれの原論文を参
照されたい．
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定理 19 (McMullen[37], Milnor[39], Silverman[53], DeMarco[18], Levy[34], $\ldots$ ).

(1) (LeVy) Mor$dN\subseteq(\mathbb{P}^{M})^{s}$ である．よって，geometric quotient $M_{d}^{N}=$ Mor$dN/SL_{N+1}$

が存在する．$(\mathbb{P}^{M})^{s}$ と $(\mathbb{P}^{M})^{ss}$ の $SL_{N+1}$ による商を，$\overline{M_{d}^{N^{s}}}$ と $M_{d}^{\overline{N}^{ss}}$ で表す．

(2) 以下 $N=1$ とする．

(a) (Silverman) $d$ が偶数のときに限り，$(\mathbb{P}^{M})^{s}=(\mathbb{P})^{ss}$ となる．

(b) (LeVy) $M_{d}^{1}$ は有理的である．

(c) (Milnor, $S$ ilverman) $\varphi$
$\in$ $Mor_{2}^{1}$ とする．$\varphi$ の 3つの固定点の multi-

plier $\lambda_{1}(\varphi),$ $\lambda_{2}(\varphi),$ $\lambda_{3}(\varphi)$ に対して，$\sigma_{1}(\varphi)$ $=\lambda_{1}(\varphi)+\lambda_{2}(\varphi)+\lambda_{3}(\varphi)$ ,

$\sigma_{2}(\varphi)=\lambda_{1}(\varphi)\lambda_{2}(\varphi)+\lambda_{2}(\varphi)\lambda_{3}(\varphi)+\lambda_{3}(\varphi)\lambda_{1}(\varphi)$ とおく．このとき，$\varphi$ に

$(\sigma_{1}(\varphi), \sigma_{2}(\varphi))$ を対応させる写像は，同型射 $f=(\sigma_{1}, \sigma_{2})$ : $M_{2}^{1}arrow A^{2}$ を導く．

(d) (Silverman) 自然な埋め込み $A^{2}arrow \mathbb{P}^{2}$ について，上の $f$ は同型射 $\overline{M_{2}^{1^{S}}}=$

$M_{2}^{\overline{1}^{ss}}arrow \mathbb{P}^{2}$ を導く．

(e) (McMullen) $\varphi\in$ Mor$d1$ とする．(C) で $\varphi$ の固定点のかわりに，素周期 $n$ の周

期点を用いて，同様の写像 $f_{n}$ : $M_{d}^{1}arrow A^{L}$ を作ることができる．このとき，$n$

が十分大きくて平方数でなければ，$f_{n}$ は有限写像である．$n$ が十分大きくて

平方数のときは，Latt\‘es の写像 (楕円曲線から導かれる写像) が定める $M_{d}^{1}$ の

軌跡を除くと，$f_{n}$ は有限写像である．

(f) (DeMarco) $[\varphi]\in M_{d}^{1}$ に $[\varphi^{m}]\in M_{d^{m}}^{1}$ を対応させる射 $M_{d}^{1}arrow M_{d^{m}}^{1}$ は，

$M_{d}^{\overline{1}^{ss}}-*M_{d}^{\overline{1_{m}}^{8S}}$ へは射として拡張されない (不定集合がある). $M_{d^{m}}^{1}$ のコン

パクト化 (代数的とは限らない) で，$[\varphi]\mapsto[\varphi^{m}]$ がそのコンパクト化した上で

いたるところ定義されるものを，GIT の方法と最大エントロピー測度の方法で

構成できる．

$N\geq 2$ のときの，$M_{d}^{N}$ の性質はほとんど知られていないように思われる．調べると面
白い問題がいろいろとあるかもしれない．

$M_{d}^{N}$ の $\overline{\mathbb{Q}}$ 上での擬距離については，次の問いが考えられる．

問題 12 ([33] $(*$または $**$?)). $d,e,$ $\geq 2$ とし，$\varphi_{1}\in Mor_{d}^{N}$ , $\varphi_{2}\in Mor_{e}^{N}$ が $\overline{\mathbb{Q}}$ 上に定義さ

れているとする．$\hat{h}_{\varphi:}$ を標準的高さとし，$\overline{d}([\varphi_{1}], [\varphi_{2}]):=\inf_{\mu\in SL_{N+1}(\overline{\mathbb{Q}})}\Vert\hat{h}_{\varphi_{1}}-\hat{h}_{\varphi_{2}^{\mu}}\Vert_{sup}$

とおく．このとき，inf をとる $\mu$ は存在するか．$\overline{d}$ : $M_{d}^{N}\cross M_{e}^{N}arrow \mathbb{R}$ は Northcott 型の有

限性の性質をもつか．$M_{d}^{\overline{N}^{ss}},M_{e}^{\overline{N}^{ss}}$ に拡張して同じようなことが考えられるか．

問題 13 ( $*$または $**$ ?). もっと素朴に，$\overline{h}([\varphi]):=\inf_{\mu\in SL_{N+1}(\overline{\mathbb{Q}})}h(\varphi^{\mu})$ とおいて，上のよ
うな問題を考えるとどうか．
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