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1. 序

スミス問題は，ホモトピー球面上のなめらかな有限群作用で，丁度 2個の固定点集合を
もつとき，その固定点上の接空間は，表現として同値であるかという問題である ([Smi60]).
多くの有限群に対し，表現として同値でない，接空間をもつホモトピー球面上の作用があ
ることが知られている．Petrie ([Pet79, PR85]) によって，4つ以上の巡回群ではないシロー
群をもつ奇素数位数の可換群に対して，はじめて存在が示された．$Z/4n$ でも存在するとい
う Chappell-Shaneson ([CS82]) の結果には驚く．その理由に，Sanchez ([San76]) の結果から，
任意の奇素数 $p$ に対し，シロー $p$-部分群に制限すると，2つの接表現は同型でなければな
らないからである．つまり，2べき位数の群への制限のみが同型でない可能性があるわけで
ある．
さて，スミス集合 $Sm(G)$ を定義しよう．丁度 2個の固定点集合 $\{x,y\}$ をもつ球面 $\Sigma$上のなめ

らかな $G$-作用で，2つの接表現 $T_{X}(\Sigma),$ $T_{y}(\Sigma)$ の差から定まる実表現環の元 $[T_{X}(\Sigma)]-[T_{y}(\Sigma)]$ た
ちのなす集合を $Sm(G)$ とする．特に，自明でない有限群 $G$ に対して，$\mathbb{R}$ でない既約表現 $\xi$ を

とり，$G$-不変な内積をいれ，ノルム 1以下の集合 $D(\xi)$ を 2つ境界で貼りあわせてできる球面
は，2つの固定点をもち，ともに接表現は，$\xi$ に同型である．よって，$0=[\xi]-[\xi]\in Sm(G)$

である．スミス問題は，$Sm(G)=\{0\}$ かどうかということであるが，Pawalowski-Solomon
([PS02]) の結果以降，多くの有限群に対し決定されてきた．スミス集合の部分集合である
$CSm(G)$ (定義は後述) に対しては，Laitinen-Pawalowski ([LP99]) によって決定されている．
このノートの目的は，単純群 $G$ に対するスミス集合 $Sm(G)$ が決定できるかを調べることで
ある．

2. 有限巡回群

有限巡回群に対するスミス問題について述べる．位数 $k$ の巡回群を $C_{k}$ と表す．Atiyah-Bott
$([AB66])$ により，$Sm(C_{p})=\{0\}$ ($p$ 素数) がまず示された．その後，Sanchez $([San76])$ によ

り，$Sm(C_{p^{a}})=\{0\}$ ($p$ 奇素数) が示された．その一方，Chappell-Shaneson ([CS82]) により，
$Sm(C_{4k})\neq\{0\}(k\geq 2)$ が示された．奇数位数の巡回群 $G$ についても、 $Sm(G)\neq\{0\}$ なるもの
が存在することが知られている ([DP85]). また，初等的な表現論によって，$Sm(C_{4})=\{0\}$ が

わかる．2つの相異なる素数の積である位数をもつ巡回群ではどうであろうか．Morimoto
([Mor08]) により，$Sm(Z/2k)\subset RO(Z/k)$ がわかる．自然な射影 $\pi:Z/2karrow \mathbb{Z}/k$ に対し，

$Sm(\mathbb{Z}/2k)\supset\pi^{*}Sm(\mathbb{Z}/k)\cong Sm(Z/k)$

が成り立つが，これ以上のことは (筆者の知る限りでは) 知られていない．
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3. ある特別な作用

Petrie $([Pet83])$ の記号を用いる．2つの表現空間 $U,$ $V$ に対して，$U,$ $V$ が Smith 同値，す
なわち，丁度 2個の固定点集合をもつ球面上の作用で，各接表現が $U,$ $V$ と同型であるとき，
$U\sim V$ と表す．$Sm(G)=\{[U$」 $-[\eta\in RO(G)|U\sim V)$ である．20世紀の Smith 同値の研
究には，[DW89], [MP85], [DS921, [LP991があり，21世紀に入り，[PS02], $[Mor07]$ , $[Xia07]$ ,
$[Sum07]$ , $[MQ08]$ , [Sum08], [MQ09], $[Sum09]$, [Mor10] と研究が進んでいる．

$U,$ $V$ 力 $\grave\grave$ s-Smith 同値であるとは，丁度 2個の固定点集合をもつ球面 $\Sigma$ 上の作用で，各接
表現が $U,$ $V$ と同型であり，かつ，任意の $G$ の部分群 $K$ に対し，$\Sigma^{K}$ がホモトピー球面であ
るときにいう．そのとき，$U\approx V$ と表す．$sSm(G)=\{[U]-[\eta\in RO(G)|U\approx V\}$ と定める．
Sanchez ([San76]) により，$G$ の位数が奇数であれば，$sSm(G)=\{0\}$ である．さらに，これ
から，$sSm(G)\neq\{0\}$ ならば，$G$ の位数は 4で割り切れなければならないと Petrie $([Pet83])$

は指摘している．Pawalowski-Solomon ([PS02]) によって，奇数位数のオリバー群 $G$ に関し
て，$Sm(G)\neq\{0\}$ が示されているため，s-Smith equivalence は非常に強い条件と思われる
が，$sSm(G)=\{0\}$ とは限らない．s-Smith equivalence に関しては，[Pet83], [Dov84], [PR85],
[Cho851, [DP85], [CS85], [Suh85], [Cho88] などの研究がある．

4. $CSm(G)=Sm(G)$ をみたす有限群

まず，$RO(G)$ の可換群としての部分群を定義する．$RO(G)$ の部分集合詔と，$G$ の部分群
の集合 $\mathcal{F}_{1}$ , 勇に対して，

$\bullet$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathcal{F}\iota}=\cap ker({\rm Res}_{P}^{G}:RO(G)arrow RO(P))\cap ffl$

P$\in$グ. $9i^{r_{2}}=\cap ker(Fix^{L}:RO(G)arrow RO(N_{G}(L)/L))\cap$ JA
ムく $r_{2}$

$oJA_{r_{I}}^{T_{2}}=\ovalbox{\tt\small REJECT}_{F_{1}}\cap\ovalbox{\tt\small REJECT}^{F_{2}}=\cap ker{\rm Res}_{P}^{G}\cap\cap kerFix^{L}\bigcap_{\iota}fl$

$P\in r_{1}$ $L\in \mathcal{T}_{2}$

とおく．$P(G)$ を，素数ベキ位数である $G$ の部分群全体のなす集合とする．
Bredon $([Bre69])$ の結果により，有限群 $C_{2^{a}}$ -作用において，球面の次元が，群の位数 $2^{a}$ に比

べ，十分に大であれば，2つの接表現は同型になる．よって，$Sm(C_{2^{a}})$ は一般に可換群になら
ず，$0\geq 3$ ならば有限集合である．よって，群によっては，$U\sim V$であっても，$U\oplus W\sim V\oplus W$

であるとは限らない．Cappell-Shaneson ([CS82]) の結果から，

$Sm(G\cross C_{8})_{P(GxC_{8})}\neq Sm(G\cross C_{8})$

が成り立つ．$P_{o}(G)$ を，位数 1,2,3,4,及び，奇数ベキである $G$ の部分群のなす集合とすると，

$Sm(G)_{\mathcal{P}_{\text{。}}(G)}=Sm(G)\subset RO(G)_{\mathcal{P}_{\text{。}}(G)}$

が成り立つ．$CSm(G)$ を，. $\Sigma^{G}=\{x,y\}$

$\bullet$ 任意の素数べき位数の部分群 $P$ に対し，$\Sigma^{P}$ は連結である

を満たす球面 $\Sigma$ 上のなめらかな $G$-作用で，2つの接表現の差から定まる実表現環の元全体
のなす集合を $CSm(G)$ とする．$G$ が素数べき位数でなければ，$0\in CSm(G)$ であるが，素数
べき位数のとき $CSm(G)$ は空集合である．

$CSm(G)\subset RO(G)_{\mathcal{P}\langle G)}$

がなりたつ．
$Sm(G)=CSm(G)$ となる場合を，完全群を中心に考察する．
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$(g)\cup(g^{-1})$ を $g\in G$ の実共役類とよび，素数べき位数でない元で代表される実共役類の個
数を $0_{G}$ で表す．$a_{G}=$ rank $RO(G)_{\mathcal{P}(G)}$ が成り立つ．

Theorem 4.1 ([LP99]). 次が成立する．
$a_{G}\leq 1$ ならば $CSm(G)=\{0\}$ .. 完全群 $G$ に対し，$0_{G}\geq 2\Leftrightarrow CSm(G)\neq\{0\}$.

次は容易に分かる．

Proposition 4.2. $Sm(G)=CSm(G)$ ならば，$Sm(G)_{P(G)}=Sm(G)$ である．

$CSm(G)$ と $Sm(G)$ の違いは，群 $G$ の位数 2 ベキの元の存在の状況に依存するように思わ
れる．Pawalowski-Sumi ([PS09]) によって，$Sm(G)=CSm(G)$ となる十分条件が与えられて
いる．$i_{G}$ を次で定義する．$g\in G$ に対し，

$i_{G}(g)$ $:=\#\{V\in Irr(G)|\dim V^{g}=0\}$

とおき，
$i_{G}$ $:= \max(\{i_{G}(g)||g|=2^{k}, k\geq 3\}\cup\{0\})$

と定義する．

Theorem 4.3 ([PS09]). $i_{G}\leq 1$ ならば $Sm(G)=Sm(G)_{\mathcal{P}(G)}$ が成立する．

オリバー群とは，ディスク上の固定点なしの作用をもつ群のことであり，代数的には，$P$,
$G/H$は素数べき位数で，$H/P$ は巡回群となるような $P\triangleleft H\triangleleft G$ は存在しないことと同値であ
る ([Oli96]).
上記定理から，次の系が直ちに従う．

Corollary 4.4. $i_{G}\leq 1$ を満たす，オリバー群 $G$ に対して，次は同値である．
$a_{G}\leq 1$. $CSm(G)=\{0\}$. $Sm(G)=\{0\}$

4.1. Simple groups. 単純群 $G$ は，{1}, $G$ 以外正規部分群をもたない群のことである．単純
群は，以下のクラスに分けられる．

(1) 素数位数の群
(2) 古典リー群から得られる群ん，$PSL(n, q),$ PS $U(n,q)$ など
(3) 散在単純群

これらの各クラスについて，わかっていることを記す．

(1) 素数位数の有限群は巡回群であり，$Sm(C_{p})=\{0\}$ である ([AB66]).

(2) 古典リー群から得られる群:

Theorem 4.5 (cf. [PS09]). すべての位数 2 ベキの元 $g$に対し，$g\langle g\rangle\subset(g)^{\pm}$ が成り立つならば，
$i_{G}=0$ である．

よって，$i_{4_{n}4}=0$ であるから，Theorem 4.3より次がいえる．

Theorem 4.6. $CSm(A_{n})=Sm(A_{n})=RO(A_{n})_{\mathcal{P}(\Lambda_{n})}^{|A_{n}|}$

その他の古典リー群から得られる群に関しては，すべてを調べつくせていないが，以下の
群について，指標を用いて ([Ada02], [SF73]), $CSm(G)=Sm(G)$ が成り立つことがわかる．
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$\bullet$ Ree群 $Ree(3^{2n+1})$

$\circ$ 鈴木群 $Sz(2^{2\prime+1})$

$\bullet PSL(2, q)$. $PSL(3, q)$. PS $U(3, q^{2})$

(3) 散在単純群については，$M_{11},$ $M_{12},$ $M_{22},$ $M_{23},$ $M_{24}J_{1},$ $J_{2},$ $J_{3},$ $J_{4},$ $Co_{3},$ $Co_{2},$ $Co_{1},$ $Fi_{22},$ $Fi_{23}$ ,
$Fi_{24}’,$ $Suz,$ $HS,$ $M^{c}L$ , He, $HN$, Th, $O’N,$ $Ly,$ $Ru,$ $B,$ $M$ と表されることが多く，26個存在する．
すべての散在単純群について，$CSm(G)=Sm(G)$ が成り立つ．
その他，位数 10OOO以下の完全群 (極めて少ないが) について調べてみた．それらでは，

以下が成り立っていた．
$Z(G)=\{1\}\Leftrightarrow i_{G}=0$

4.2. Automorphism groups of simple groups. 単純群の自己同型群に対し，幾つか調べて
みた．

Theorem 4.7. $CSm(S_{n})=Sm(S_{n})=RO(S_{n})_{\mathcal{P}(S_{n})}^{|\Lambda_{n}|}$ で，これは，ランク

$\{\begin{array}{ll}0, n=2,3,4,51, n=6a_{S_{n}}-2(\geq 3), n\geq 7\end{array}$

の自由アーベル群である．

Theorem 4.8 ( $[$Sum09]). $CSm(PGL(2, q))=Sm(PGL(2, q))=RO(PGL(2,q))_{\mathcal{P}(PG\text{ム}(2q))}^{(PSL(2q)\}}$

$G=PGL(3,q)$ についても，$CSm(G)=Sm(G)$ が成り立ち，Morimoto-Qi ([MQ09]) の結果
を用いると，

$Sm(G)=RO(G)_{P(G)}^{|G|}$

が成り立つ．
Atlas $([CCN^{+}85])$ の記号を用いる．有限群 $K$, 自然数 $m,$ $n$ に対し，$m.K$ を

$1arrow C_{m}arrow m.Karrow Karrow 1$

なる拡大で与え，m.K.n を

$1arrow m.Karrow m.K.narrow C_{n}arrow 1$

なる拡大で与える．

Theorem 4.9. 以下の有限群 $L$ に対して，$L\geq G\geq L^{ni1}$ なる有限群 $G$ は $CSm(G)=Sm(G)$ を
満たす．

3. $McL.2,3.J_{3}.2,3.Fi_{24}’.2,3.O’N.2.2.M_{12},$ $M_{12}.2,2.J_{2},$ $J_{2}.2$ ,

2.$HS$ , HS.2, 2 $Ru,$ $2.Co_{1},6.Fi_{22}.2,3.S$ uz.2, 6. $M_{22}.2$, He.2, HN.2

中心拡大では，$i_{G}>1$ となることが多かった．また，$GL(n, q)$ ([Ste51], [Gre55]) を調べて
みても，中心の存在が影響を与えるように思える．以上の考察から，$Z(G)=\{1\}$ である完全
群 $G$ に対し，$i_{G}=0$ が成立すると期待されるが，$i_{G}>1$ の場合に，Bredon $([Bre69|)$ の結果
と同様なことが成立するであろうか．
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