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1 はじめに

KETpic は数式処理システム (Computer Alge-
bra System, 略して CAS) に付属するマクロバッ
ケージであり，CAS の計算機能を生かしっつ，
$B^{r}Ipc$文書中に正確で美しい図を手軽に挿入する
ためのものである．2006年にはじめて Maple版
KJpicが開発され ([2], [10]), 現在では，Math-
ematica版，Maxima版，$Risa/Asir$版，Scilab版，
Matlab版，$R$版が開発されている ([3]). l–竃 TPic
を用いて作成された描画には以下の特徴がある．

$\bullet$ モノクロ線画である (図 1参照).
$\bullet$ 正確で表現に富んでいる．
$\bullet$ 平面図形だけでなく，立体図形の投影図も
描画できる (図 2参照).

以上のことから，K封 T-pic は数学教育用図入り
配付教材の作成に適している ([4], [5], [6], [7],
[11] $)$ . 各 CAS版 KETpic のパッケージは

より無料でダウンロード可能である．
$I\Phi r_{P}ic$ は次の手順 $(I\Phi r_{P}ic$ Cycle$)$ で利用で

きる (図 3参照).

http:$//ketpic.com/$

図 1. 平面図形の描画
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図 2. 空間図形の描画
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(I) CAS を立ち上げ，KJpic を読み込み，描
画のプロットデータ (Plot Data) を作成
する．

(II) $Iqr_{P}ic$ を用いて，プロットデータから BTffi
用描画コード (Tpic specials) を生成し，
図ファイル (Figure file) に書き出す．

( $I$ II) $I\#^{r}IEX$ コマンド $\yen$ input により，$I4TEX$ 文
書 (BTEX document) に図ファイルを挿
入する．

(IV) BTffi をコンパイルし，プレビューアー 図 3. l亀 Tpic Cycle
(Dvi または PDF) で確認する．修正があ
れば，CAS に戻り，(I) から作業を繰り返す．

本論文では，Scilab版 K冠 Tpic を用いて，教材作成という視点 $\delta$.]ら，K可 pic への Sym-
bolic Thinkingの適用や，それによる数学の理解との関わりについて論じる．

2 CAS と Scilabの比較-教材作成の視点から-
Scilab は，本来の CAS ではなく，数値計算 (Numerical Computation) や 2D&3D グ

ラフィックスの能力は有しているが，数式処理 (Symbolic Calculation) の能力はない
(表 1参照). しかし，$Iqr_{P}ic$ を付属するには十分な能力を有している．数式処理の主
な能力には以下の 2つがある．. 数式を代数的に処理する能力 (Symbolic Manipulations). 数式を象徴記号として表象する能力 (Symbolic Representation)
教材作成をする際 ユーザーに利用しやすい $I\Phi r_{P}ic$ の環境を構築するためには，数式
処理の能力すべてが必要であるとこれまで考えられていた．しかし，最近，ユーザーが
Symbolic Thinklingできる能力を備えていれば，ユーザーに利用しやすい $Iqr_{P}ic$ の環
境として十分であることがわかってきた (Symbolic Thinkingの定義は次節で与える).

表 1. CAS と Scilab の違い
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ユーザーが Symbolic Thinkingできる能力としては，上記 2つの能力のうち，「数式を象
徴記号として表象する能力」である．この能力を付加するには，$Iqr_{P}ic$ コマンドの表
象で十分対応できるため，Scilab本体に何かを付加することなく，ユーザーに利用しや
すい KIJpic の環境を構築することが可能である．

3 Symbolic Thinking とは
教材作成の視点からみると，数学的な概念形成や数学の理解の成立は重要であり， こ

れらの過程に焦点をあてる必要がある．抽象と一般化は数学的な概念形成において決定
的な役割を果たしており，認識論的視点からみても，これらの統合を図らなければ，数
学的認識の更新や数学的な知の発見などありえない．1986年に D\"orfler は数学的活動の
一般化モデルを提唱した ([9], 図 4参照). D\"orfler によると，数学における具体的な活
動 (ここでは，教材作成による数学的な概念理解) がそのシステムの反省やその活動要
素の記号化によって数学的対象に変換され，数学的操作の特性である外延的一般化を通

図 4. D\"orflerの一般化モデル
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して，記号そのものが対象化される．この過程を構成的抽象という．さらに，対象化さ
れた記号の特性である外延的一般化を通して，数学的対象の内包的一般化が成立する．
内包的一般化はさらなる数学的活動を誘発し，参照領域を拡張し，数学的活動の一般化
が繰り返される．つまり，教材作成による数学的な概念理解が深まり，より良い教材を
作成できるようになる．
このように，D\"orfierの一般化モデルにおいて，数学的な概念理解を深めるために記号

が重要な役割を演じている．Peirce は幾何図形の記号に対して以下の 3つの記号レベル
を提唱した ([1]).

(1) 類似記号 (Icon)

記号そのものに表意作用があり，記号と対
象 (Object) が直接結びっく．

(2) 指標記号 (Index)

記号そのものに表意作用はなく，記号と対
象の対応関係が意味を与える． 図 5. 象徴記号の意味

(3) 象徴記号 (Symbol)
記号と対象の対応関係によって意味が成立するわけではなく，記号と対象の

間に解釈 (Interpretation) が入り，その解釈に基づいて意味が生起する．ただ
し，その解釈は習慣に依存するため，「わたし」の解釈ではなく，「われわれ」に
共有の解釈となる．そのため，共有された意味は外延を持っ (図 5参照).

D\"orfler の一般化モデルに現れる記号のレベルは象徴記号であり (記号の対象化), それ

らの共有された意味は外延を持つため，内包的一般化に到達できる．これは，前節で述
べた数式処理の能力のうち，「数式を象徴記号として表象する能力」で達成できる．
では，D\"orfler の一般化モデルにおける構成的抽象や内包的一般化に到達することを

推進しているものは何だろうか．それは，概念理解におけるメタ認知である．ここで，
メタ認知とは，「認知についての思考 (thought about cognition) 」 または 「考えること
について考えること (thinking about thinking) 」 である．1979年に Skemp は，概念理
解におけるメタ認知をディレクターシステムとして特徴づけている ([8]). 図 6のよう

に，直観的知能 $\triangle_{1}$ によって，数学的対象から情報の享受 (information) や数学的活動
(action) により，心的対象 (schema) を変容する．さらに，反省的知能 $\triangle_{2}$ によって，

$\Delta_{1}$ の機能を最も効果的にすると特徴づけている．しかし，D\"orfler によると，$\triangle_{2}$ の活動

する対象は $\triangle_{1}$ の心的対象に限らず，外的環境にある対象もあり得る．例えば，授業中
に学生自らが考えっかなかった数学的な概念が現れたとき，学生に内在する $\Delta_{2}$ はこの

action $\underline{action}$
$\triangle_{2}$

information

$\triangle_{1}$

$\overline{\inf ormation}$
Environment

図 6. Skempのディレクターシステム
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概念 (外的環境) と情報の享受や数学的活動を直接行う．つまり，D\"orfler の一般化モデ
ルにおいて，構成的抽象を推進するには内心理的メタ認知として $\triangle_{1}$ が必要であり，外
延的一般化を推進するには間心理的メタ認知として $\triangle_{2}$ が必要である．

Symbolic Thinking とは，CAS 上で象徴記号そのものを使用してプログラムを組むこ
とにより，ユーザーが数学の概念理解に関わる本質的な思考 $\triangle_{2}$ (間心理的メタ認知) に

集中できるようにすることである．

4 Scilab版 $I\Phi^{r}pic$への Symbolic Thinkingの適用
Symbolic Thinklng に基づく教材作成を促進するために，Scilab版 l亀 Tpicでは以下の

3つの能力を備えたコマンドを用意している．
(1) 数式のための象徴記号
(2) 象徴記号による計算
(3) 描画のための象徴記号

これらの能力について，例示しながら紹介しよう．

(1) 数式のための象徴記号
2次関数 $y=x^{2}$ のグラフをかくには，$\mathfrak{M}PiC$ コマンド Plotdata を用いればよい．

Scialb コマンド deffで関数 $y=x^{2}$ を定義して，グラフをかくと

deff $(’ y=F(x) ‘ , ’ y=x^{-}2’)$ ;
$Gl=Plotdata(F, ’ x’)$ ;

Windi sp (Gl)

となり，図 7が表示される．しかし，上記 2行目の F で

は，関数の式が直接表示されていないため分かりにくく，
教材作成のための Symbolic Thinking の妨げとなる．そ
こで

Gl $=$Plotdata $(’ X^{-2’}X’)$ ; 図 7. $y=x^{2}$ のグラフ

Windisp (Gl)

とすることにより，関数の式 $x^{-}2$ が明確になり，教材作
成のための Symbolic Thinkingがしやすくなる．

(2) 象徴記号による計算
関数 $y=ax^{2}+bx+c$の係数 $b$ を変化させると，グラフはどのように変化するかを調

べるには，K揮 pic コマンド Assign を用いて，係数 $a,$ $b,$ $c$ に数値を割り当てればよい．

$a=c=1$ とするとき，$b=-2,0,2$ と変えてグラフをかくと

$A=1;C=1$ ;
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$Gl=list()$ ;
for $B=[-2,0,2]$

Tmpl$=PIotdata(Assign(A*x^{-}2+B*x+C’,$ $\ldots$

’ $A’,A,$ $’ B’,B$ , ’ $C$ ‘, $C$ $)$ , ’ $x’)$ ;
$Gl=lstcat$ (Gl, Tmpl);

end;

Windisp (Gl)

となり，図 8が表示される．K可 pic コマンド Assign
によって，変数を代入するイメージが生起し，教材作
成のための Symbolic Thinkingがしやすくなる 図 8. $y=ax^{2}+bx+c$のグラフ

(3) 描画のための象徴記号
微分方程式 $y’=y$ の解を求めるためには，Scilab コマンド ode を用いればよい．

function ydot$=f$ (t,y)

ydot$=y$ ;

endfunction.
$yO=1;tO=0;t=0:0.5;5$ ;

$y=ode(yO,tO, f, f)$ ;
$G1=[0,1]$ ;

for $N=2:100$

$G1=[G1;N*O.05,y(N)]$ ;

end;

Windisp (Gl)
図 9. ode による解曲線

とすると，図 9が表示される．しかし，微分方程式の
形もわかりづらく，左側半分も表示させるにはどうし
たらよいかわかりづらいため，教材作成のための Sym-
bolic Thinking の妨げになる．
一方，$Iqr_{P}ic$ コマンド Deqplot を用いて，微分方

程式の解を求めることができる．

$Gl=Deqplot$ $(’ y^{\backslash }=y’, ’ x’,0,1, ’ N=100’)$ ;

Windisp (Gl)

とすると，図 10が表示される．埒乙 pic コマンド De-
qplot では，微分方程式の形 $y^{\backslash }=y$ や初期条件「x $=0$

のとき $y=1_{\lrcorner}$ が明確であるため，教材作成のための 図 10. Deqplot による解曲線
Symbolic Thinkingがしやすくなる．
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5 まとめと今後の課題
$Iqr_{P}ic$ を利用すると，$BT_{F}X$文書に正確で美しい図をたやすく挿入できることや，線
画で表現するため大量に印刷しても画質が低下しないことから，KJpic が数学教育用
印刷配付教材の作成に適しているといえる．教材作成の際に K}探 pic を利用するとき，
CAS の数式処理 (Symbolic Calculation) の能力すべてが必要であるとこれまで考えら
れていた．しかし，最近では，数式処理の能力のうち，「数式を象徴記号として表象する
能力」が備わっていれば十分であることがわかってきた．そのため，教材作成において
は，本来の CAS ではない Matlab, Scilab, $R$ などのマクロパッケ $-\backslash \nearrow^{\backslash }\backslash \backslash$である K-lJpic で
も，Ma le, Mathematica, Maxima などの本来の CAS版 $\Phi r_{P^{ic}}$ と遜色なく利用できる．
このことを認知科学的側面から分析するため，Symbolic Thinking という概念を提唱
した．教材作成において，教師が数学的な概念理解を深め，より良い教材を作成してい
くことが求められている．この作成過程を表したモデルのーつとして，D\"orflerの一般化
モデルを紹介した．D\"orfler によると，教材の題材となる数学的対象を Peirce の提唱し
た象徴記号で表現し (構造的抽象), 象徴記号を対象とすることで数学的対象に関する
概念理解が深まり (内包的一般化), 参照領域を拡張し，さらに構造的抽象と内包的一
般化が繰り返され，概念理解が深まっていく．この一般化の過程を推進していくものは，
概念理解におけるメタ認知である．概念理解のメタ認知システムとして紹介した Skemp
のディレクターシステムに基づいて，教材作成過程のメタ認知システムを考察すると，
構造的抽象を推進するのは直観的知能 (内心理的メタ認知) であり，内包的一般化を推
進するのは反省的知能 (間心理的メタ認知) であることがわかる．以上のことを踏まえ
ると，Symbolic Thinking を次のように定義できる :

Symbolic Thinking とは，CAS 上で象徴記号そのものを使用してプログラムを組
むことにより，ユーザーが数学の概念理解に関わる本質的な思考 (すなわち，間
心理的メタ認知) に集中できるようにすることである．

我々は，Symbolic Thinking を深く行えば行うほど，教師が数学の概念理解を深められ
ると考えて，次のスローガンを提唱している．

The More Symbolic Thinking, the Better Understanding.

実際に Scilab版 K重 pic を用いて，$Iqr_{P}ic$ コマンドが Symbolic Thlnking しやすい環境
を提供している 3つの事例を紹介した．
最後に，今後の課題を列挙すると以下の通りである．
1. 教材作成のための Symbolic Thinking しやすい環境が構築できるように，$Iqr_{P}ic$

コマンドをどのような象徴記号で表象していくべきか検討する．
2. Symbolic Thinking に基づく教材作成によって，教師がより高度な数学的な概念理
解を獲得していく過程の詳細を明らかにする．

3. Symbolic Thinking に基づく教材作成により作成された教材を通して，学生がより
高度な数学的な概念理解を獲得していく過程を明らかにする．
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