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1 はじめに

本稿では，まず，部分放電現象のもっとも単純な数理モデルであるコン
デンサーモデルが，二重回転写像という写像に帰着できることを紹介する．
二重回転写像のふるまいは複雑であり，結果としてコンデンサーモデルの
ふるまいも複雑なものとなる [1].

また，タンク制御システムを考え，このシステムのサンプル値制御もま
た二重回転写像に帰着できることを紹介する．
この二重回転写像は数学的にも興味深いふるまいを示す．二重回転写像

は Boshemitzan と Komfeld [2] によって提案された ITM (interval transla-
tion mappings) のサブクラスをなしており，パラメータ空間内に自己相似
的な構造を持つ [3]. 不連続な力学系としてはもっとも単純な力学系のひ
とつであることから，不連続性の生み出すカオス的なふるまいを調べるた
めに適していると考えられる．

2 部分放電モデルの複雑な挙動

2.1 部分放電現象とコンデンサーモデル

絶縁体の内部に空隙が存在するとき，高電圧が印加されると空隙内での
み放電が起きることがある．このような放電を部分放電という．空隙内で
起きる部分放電は，徐々に絶縁体を劣化させ，放置すると絶縁破壊を引き
起こすことから，その解析・診断は重要である．
部分放電現象のもっとも単純な数理モデルがコンデンサーモデルであ

る [4]. コンデンサーモデルは，3つのコンデンサーと放電ギャップから構
成される．コンデンサー $c_{g}$ は部分放電の起きる空隙に対応し，コンデン
サー $c_{a}$ および $c_{b}$ はそれぞれ空隙に並列および直列に位置している絶縁
体に対応している．放電ギャップ $G$ はギャップ間の電位差が放電電圧 $V_{i}^{+}$
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を越えると，電位差が残留電圧 $V_{i}^{+}$ になるまで瞬間的に通電し，電荷を移動
させるような素子である．放電は逆方向にも起き，電位差が $V_{i}^{-}$ に達する

と同様に通電し，電位差は $v_{i}^{-}$ になる．放電電圧 $v_{i}^{+}$ で起きた放電を正の放

電，放電電圧町で起きた放電を負の放電ということにする．
時刻 $t$ にギャップにかかっている電圧を実電圧 $u(t)$ といい，ギャップで放

電が一切起きないと仮定したときにギャップにかかるであろう電圧のこと
を印加電圧 $v(t)$ ということにする．連続する二つの放電の間は，$u(t)$ と $v(t)$

の差が一定であるが，$u(t)$ が $V_{i}^{\pm}$ に達したときにのみ，放電が起きて $u(t)$ の

値が瞬時に $v_{r}^{\pm}$ に変化する．正の放電・負の放電は，それぞれ $dv/dt\geq 0$ の

とき，$dv/dt\leq 0$のときにしか起きない．また，$v(t)$ は回路に印加された正弦
波の交流電圧に比例しているから，その振幅を $v$ として，$v(t)=V\sin\omega t$ と

おくことにする．ただし，$v$ は放電が起き続ける程度に大きいものと仮定
する．
現実の部分放電現象においては，必ずしも正確に放電電圧で放電が開始
し，残留電圧で放電が停止するとは限らないため，パラメータ $V_{i}^{\pm}$ と咋を
定数と考えることはできない．むしろ，これらのパラメータの揺らぎは部
分放電現象において無視できないものである．さらに，放電箇所における
電荷の漏れの効果も無視することはできない．しかしながら，本論文では，
コンデンサーモデルのもっとも基本的なふるまいを調べるため，パラメー
タ $V_{i}^{\pm}$ と $V_{r}^{\pm}$ を定数と仮定し，揺らぎや漏れなどの効果を考慮しないこと
にする．

2.2 コンデンサーモデルのダイナミクス

この仮定の下では，コンデンサーモデルのふるまいは完全に決定論的で
ある．時刻 $t_{0}$ で正の放電が起きたとすると，もし $V-v(t_{0})\geq V_{i}^{+}-V_{r}^{+}$ ならば
続けて正の放電が起き，そうでないならば次は負の放電が起きる．次の放
電は，$V_{i}^{\pm}$ を次の放電の放電電圧とすれば，$v(t_{1})-v(t_{0})=V_{i}^{\pm}-V_{r}^{+}$ を満たす
時刻 $t_{1}$ に起きる．このようにして，$v(t_{1})$ の値を $v(t_{0})$ の値からユニークに決
定することができる．最初に負の放電が起きたときも次の放電の正負と時
刻を同様に決定できるから，このモデルのふるまいは，以下に示すような
力学系によって表現できる．ここで，$V_{i}^{\pm}$ と $V_{r}^{\pm}$ のすべてに一定値を加えて
もモデルのふるまいが変わらないことから，パラメータとして $V_{i}^{\pm}$ と $V_{r}^{\pm}$ を

用いるのは冗長である．そこで，代わりに新しいパラメータ $\Delta^{+}=V_{i}^{+}-V_{r}^{+}$ ,

$\Delta_{r}=V_{r}^{+}-V_{r}^{-},\Delta^{-}=V_{r}^{-}-V_{i}^{-}$ を用いてこの力学系を表現することにする．
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$X=[-V,V]\cross\{+,-\}$ とおき，時刻 $t$ における正の放電を $(v,+)\in X$ , 負の
放電を $(v,-)\in X$で表現することにする．ただし $v=v(t)$ である．このとき，
次の放電は以下の写像 $g$ によって定まる値 $g(v,+)$ もしくは $g(v,-)$ で表現
される:

$g(v,+)=\{\begin{array}{l}(v+\Delta^{+}, +) if (v,+)\not\in I_{+}(v-\Delta^{-}-\Delta_{r},-) if (v,+)\in I_{+},\end{array}$ (1)

$g(v,-)=\{\begin{array}{l}(v-\Delta^{-}, -) if (v,-)\not\in I_{-}(v+\Delta^{+}+\Delta_{r},+) if (v,-)\in I_{-}.\end{array}$ (2)

ただし，$I_{+}$ と $I_{-}$ は以下のように定義される $x$ 内の区間である:

$I_{+}=\{(v, +)\in X|0\leq V-v<\Delta^{+}\}$ , (3)

$I_{-}=\{(v, -)\in X|0\leq V+v<\Delta^{-}\}$ . (4)

っぎに，$g$ の $I$
- 上での誘導変換を考える．誘導変換 $g|_{l_{-}}:I_{-}arrow I_{-}$ は，

$(v, -)\in I_{-}$ から $g^{\tau}(v, -)$ への写像として定義される．ここで，$\tau$ は $g^{\tau}(v, -)\in$

$1_{-}$ を満たす最小の正整数である．放電が起き続けるという仮定から，写像 $g$

においては，そのような $\tau$ を必ずみつけることができる．また，必要ならば
モデルの正負を入れ換えることによって，一般性を失うことなく $\Delta^{-}\leq\Delta^{+}$

と仮定することができる．このとき，不連続点での挙動を無視すれば，誘導
変換 $g|_{I_{-}}$ は，写像 $h(x)=(\Delta^{-}x-V,-)$ によって，以下の写像と同型である:

$h^{-1}\circ g|_{I_{-}}\circ h(x)=\{\begin{array}{ll}\{x+\alpha\} if x\in[0, c]\{x+\beta\} if x\in(c, 1),\end{array}$ (5)

ただし $\{x\}$ は $x$ の小数部分 $x-\lfloor x\rfloor$ を意味する．パラメータ $\alpha,\beta,$ $c$ の値は
以下の通りである:

$\alpha=\{k_{V}\Delta^{+}/\Delta^{-}\}$ ,

$\beta=\{(k_{V}-1)\Delta^{+}/\Delta^{-}\}$ , (6)

$c=(2V-\Delta_{r}-k_{V}\Delta^{+})/\Delta^{-}$ .

ただし $k_{V}=\lfloor(2V-\Delta_{r})/\Delta^{+}\rfloor$ である．ここで $c\geq 1$ ならば，この写像は回転
写像 $x\mapsto\{x+\alpha\}$ である．
この力学系の状態 $x$が区間 $[0,c]$ および区間 $(c, 1)$ にあることは，それぞ

れ印加電圧の 1 サイクルの間に $k_{V}$ 回および $k_{V}-1$ 回の正の放電が起きて
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いることを意味している．式 (6) において $\Delta_{r}$ の値は $v$ に対するバイアスと
なっているから，すべてのコンデンサーモデルは $\Delta_{r}=0$ とおいたモデルに

変形できることがわかる．$\Delta_{r}=0$ は部分放電現象を考えるときにしばしば
用いられる仮定である．
写像 $g$ から導出された誘導変換 (5) は二重回転写像 [3] というファミ

リーに属している．二重回転写像 $f_{(\alpha\beta,c)}$ : $[0,1)arrow[0,1)$ は $(\alpha,\beta,c)\in[0,1)\cross$

$[0,1)\cross[0,1]$ に対して以下のように定義される :

$f_{(\alpha\beta,c)}(x)=\{\begin{array}{ll}\{x+\alpha\} if x\in[0,c)\{x+\beta\} if x\in[c, 1).\end{array}$ (7)

二重回転写像は，区分等長変換であり，ITM (interval translation mappings)

[2] のサブクラスである．コンデンサーモデルは回転写像もしくは二重回
転写像に帰着できることが式 (5) と式 (7) からわかる．

っぎに，二重回転写像 $f_{(\alpha\beta,c)}$ の初期値 $x\in[0,1)$ に対する放電数 $q_{(\alpha\beta,c)}(x)$

を，以下の極限が存在するとき，その値で定義する:

$q_{(\alpha\beta,c)}(x)= \lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\sum_{i=0}^{n-1}\chi_{lc,1)}(f_{(\alpha\beta,c)}^{i}(x))$. (8)

ただし $x$ は定義関数である．パラメータ $\alpha$ と $\beta$を固定したとき，$c$ の関数と
しての $q_{(\alpha\beta,c)}(x)$ のグラフは複雑で，悪魔の階段のような形状をしている．
この二重回転写像の複雑なふるまいは，コンデンサーモデルが複雑にふ

るまうことを意味している．パラメータ $\Delta^{+},\Delta_{r},\Delta^{-}$ が定数であると仮定し，
振幅 $v$ だけを変化させることを考える．すると，式 (6) より $k_{V}$ が変化しな

い間は $\alpha$ も $\beta$ も定数であり，$c$ だけが $v$ に線形に依存していることがわか
る．これは，$c$ がコンデンサーモデルの印加電圧の振幅に対応しているこ
とがわかる．ここで，系の状態が区間 $[0,c)$ および区間 $[c, 1)$ にあることは，

それぞれ $k_{V}$ 回および $k_{V}-1$ 回の連続した正の放電が 1 サイクルの中で起
きることを意味していたから，コンデンサーモデルが二重回転写像 $f_{(\alpha\beta,c)}$

に帰着できたならば，1 サイクルあたりの正の平均放電回数 $\rho_{+}$ は

$\rho_{+}=k_{V}-q_{(\alpha\beta,c)}(x)$ (9)

によって与えられる．このように，正の平均放電回数は放電数と同じ意味
の量であることがわかる．すなわち，$v$ の関数としての $\rho+$ のグラフも悪魔
の階段のような形状となることがわかる．さらに，$\Delta^{+}\rho_{+}=\Delta^{-}\rho_{-}$ であるこ

とから，負の平均放電回数 $\rho$-
は $\rho_{+}$ に比例している．
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また，この力学系のアトラクタも自己相似的な構造を持っており，部分
放電データのフラクタル的な複雑性を説明することができる [1].

3 タンク制御システムの複雑な挙動

3.1 タンク制御システム

次に，ヒステリシスを持つ on-off制御を用いた極めて単純な制御システ
ムについて考える．サーモスタットなどの身近な例からもわかるように，
ヒステリシスを持つ on-off制御は様々な制御システムにおいて広く使わ
れている．一般にサーモスタットは，過度な on-offの切り替えを避けるた
めにヒステリシスを利用している．
以下，最も単純な on-off制御システムとして，あるタンクの水位を制御

することを考える．タンクに注ぐ水のバルブが開いているときタンクの水
位は一定の速度で上昇し，バルブが閉じているとき水位は一定の速度で下
降する．あらかじめ決めておいた二つの閾値の間に水位を保つように，制
御器はこのバルブを制御する．水位が下の閾値を下回ったらバルブを開け，
水位が上の閾値を上回ったらバルブを閉じるという，単純な規則に従って
制御するのである．このとき，水位は二つの閾値の間を上下し続け，その時
間変化は周期的であり，その挙動に疑問を差し挟む余地はない．
本稿では，サンプル値制御を考える．すなわち，制御器が水位を一定間

隔でサンプルし，その離散的なサンプル時刻においてのみ，バルブを制御
することを考える．このとき，時間の離散化によってスイッチの切り替え
に遅れが生じ，水位は不規則に閾値を上回ったり下回ったりするようにな
る．このときの時間変化は，もはや元の連続時間のシステムとは異なった
ものとなる．

3.2 タンク制御システムのダイナミクス

まず，連続時間の制御システムの挙動から順に考える．前述のように，タ
ンクに流入する水はバルブを開閉することにより制御可能であるが，バル
ブの状態は開閉の二値であり，開いているときには一定の流量でタンクに
水が流入するものとする．また，タンクからは常に一定の流量で水が流出
し続けているものとする．ここで，バルブが開いている場合と閉じている
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場合の水位の変化の速度を，それぞれ $r_{0}>0$ と $r_{1}>0$ で表す．すなわち，水
位 $u(t)$ の変化は以下の方程式で記述される．

$\frac{du(t)}{dt}=\{\begin{array}{ll}-r_{0} if v(t)=0ff,+r_{1} if v(t)= on.\end{array}$ (10)

ただし，$v(t)$ は時刻 $t$ におけるバルブの状態である．適切な水位を保つため，
水位が高くなりすぎた場合および低くなりすぎた場合にのみバルブを制
御する．これら二つの閾値を $h_{0}$ と $h_{1}$ とする $(h_{0}<h_{1})$ . これらの閾値の間
は不感帯と呼ばれる．バルブの制御は以下のように記述される．

$v(t+0)=\{\begin{array}{ll}on if u(t)<h_{0},v(t) if h_{0}\leq u(t)<h_{1},off if h_{1}\leq u(t).\end{array}$ (垣)

このタンク制御システムは，状態が連続変数 $u\in \mathbb{R}$ および離散変数 $v\in$

{on, off} によって記述されるハイブリッドカ学系 [51である．状態空間は二
つの直線 $\mathbb{R}\cross\{0ff,$ on$\}$ によって構成される．前述のように，任意の初期値に
対して，有限時間内に状態は周期軌道に落ち込む．$u$ が二つの閾値のいず
れかに等しい瞬間にしか $v$ の状態変化は起きない．
次に，サンプル値制御を考える．水位の変化を記述する式 (lO) 自体は

変わらないものの，式 (11) で記述される状態遷移は一定間隔のサンプル
時刻にしか起きないことになる．ここではその間隔が 1単位時間である
ものとすると，時刻 $t$ における状態 $(u(t),v(t))$ から時刻 $t+1$ における状態

$(u(t+1),v(t+1))$ への写像は以下のようになる．

$u(t+1)=\{\begin{array}{ll}u(t)-r_{0} if v(t+1)=0ff,u(t)+r_{1} if v(t+1)= on,\end{array}$ (12)

$v(t+1)=\{\begin{array}{ll}on if u(t)<h_{0},v(t) if h_{0}\leq u(t)<h_{1},off if h_{1}\leq u(t).\end{array}$ (13)

ここで，状態が onから offに変化するのは水位 $u$ が区間 $I_{1}=[h_{1},h_{1}+r_{1})$

内にあるときであり，状態が offから on に変化するのは水位 $u$ は区間 $I_{0}=$

$[h_{0}-r_{0},h_{0})$ 内にあるときである．任意の初期値からの軌道は，$I_{0}$ および $I_{1}$

を訪れることになる．すなわち，漸近的挙動としては，$I_{0}$ および $I_{1}$ を訪れ
た以後の軌道を考えればよい．
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状態遷移時刻における水位の列に着目する．$u\in I_{1}$ に対して，次の状態
遷移時刻における水位を $P_{0}(u)\in I_{0}$ とする．また，$u\in I_{0}$ に対して，次の状
態遷移時刻における水位を $P_{1}(u)\in I_{1}$ とする．すなわち，

$P_{0}(u)=u-\tau_{0}(u)r_{0}$ および $P_{1}(u)=u+\tau_{1}(u)r_{1}$ (14)

である．ただし，$\tau_{0}(u)$ および $\tau_{1}(u)$ は次の状態遷移までの時間

$\tau_{0}(u)=\lfloor(u-h_{0})/r_{0}\rfloor+1$ および $\tau_{1}(u)=-\lfloor(u-h_{1})/r_{1}\rfloor$ (15)

である．

さらに，$I_{0}$ 上の回帰写像

$P(u)=P_{0}\circ P_{1}(u)=u+\tau_{1}(u)r_{1}-\tau_{0}(P_{1}(u))r_{0}$ . (16)

を考える．ここで，$r_{0}\leq r_{1}$ であるものと仮定する (必要ならば $P$ の代わり
に $P_{1}\circ P_{0}$を考えればよい). このとき，k $=\lfloor$(hl-hO $+$ rO)/rl」とすれば，$\tau_{1}(u)$
は $k$ または $k+1$ である．よって，

$P(u)=\{\begin{array}{ll}u+(k+1)r_{1} if u<h_{1}-kr_{1},u+kr_{1} if u\geq h_{1}-kr_{1}.\end{array}$ $(mod r_{0})$ (17)

である．状態空間 $I_{0}$ を $[0,1)$ に正規化すれば，

H一 $1_{oPoH(x)=}\{\begin{array}{ll}\{x+\alpha\} if x<c,\{x+\beta\} if x\geq c,\end{array}$ (18)

を得る．ただし，パラメータは

$\alpha=\{\frac{(k+1)r_{1}}{r_{0}}\}$ , $\beta=\{\frac{kr_{1}}{r_{0}}\}$ , $c= \frac{h_{1}-h_{0}+r_{0}-kr_{1}}{r_{0}}$ , (19)

である．

このように部分放電モデルから得られた写像と同じものが得られる．
なお，$c$ を動かすことは不感帯の幅を動かすことに対応し，放電数はバル

ブの切替頻度に対応している．
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4 区分等長変換
放電数のふるまいからわかるように，二重回転写像は見掛けが単純であ
るにもかかわらず，複雑なふるまいを示す．パラメータ空間内には，以下に
示すような自己相似的な構造があり，いくつかの性質が明らかになってい
る [3].

パラメータ空間 $D=[0,1)\cross[0,1)\cross[0,1]$ 内に領域 $D_{e,j}(e\in\{0,1\},$ $j\in$

{1,2,3} $)$ を定める:

$D_{0,1}=\{(\alpha,\beta, c)\in D|\alpha<\beta, c\leq 1-\beta\}$ ,

$D_{1,1}=\{(\alpha,\beta, c)\in D|\alpha>\beta, c\leq\beta\}$ ,

$D_{0,2}=\{(\alpha,\beta, c)\in D|\alpha<\beta, 1-\beta<c<1-\alpha\}$ ,

$D_{1,2}=\{(\alpha,\beta, c)\in D|\alpha>\beta,\beta<c<\alpha\}$ ,

$D_{0,3}=\{(\alpha,\beta, c)\in D|\alpha<\beta, 1-\alpha\leq c\}$ ,

$D_{1,3}=\{(\alpha,\beta, c)\in D|\alpha>\beta, \alpha\leq c\}$ ,

また，$e\in\{0,1\},$ $j\in\{1,3\}$ に対して，写像 $T_{(e,j)}:D_{e,j}arrow D$ を

$T_{(0,1)}( \alpha,\beta, c)=(\{\frac{\alpha}{1-\beta}\},$ $\{\frac{\beta}{1-\beta}\},$ $\frac{c}{1-\beta})$ ,

$T_{(1,1)}( \alpha,\beta,c)=(\{\frac{\alpha-1}{\beta}\},$ $\{\frac{\beta-1}{\beta}\},\frac{c}{\beta})$ ,

$T_{(0,3)}( \alpha,\beta,c)=(\{\frac{\alpha-1}{\alpha}\},$ $\{\frac{\beta-1}{\alpha}\},$ $\frac{c+\alpha-1}{\alpha})$ ,

$T_{(1,3)}( \alpha,\beta,c)=(\{\frac{\alpha}{1-\alpha}\},$ $\{\frac{\beta}{1-\alpha}\},$ $\frac{c-\alpha}{1-\alpha})$ ,

と定め，$(\alpha,\beta,c)\in D_{e,j}$ に対して，$j\in\{1,3\}$ ならば $T(\alpha,\beta,c)=T_{(e},r)(\alpha,\beta,c)$

と定義する．また，$(\alpha,\beta,c)\in D_{e,j}$に対して，$I_{(\alpha\beta,c)}$ を以下のように定める:

$l_{(\alpha\beta,c)}=\{\begin{array}{ll}[0,1-\beta) if (\alpha,\beta, c)\in D_{0,1},[c+\beta-1, c+\alpha) if (\alpha,\beta, c)\in D_{0,2},[1-\alpha, 1) if (\alpha,\beta, c)\in D_{0,3},[0, c)\cup[c+1-\beta, 1) if (\alpha,\beta, c)\in D_{1,1},[0,\beta)\cup[\alpha, 1) if (\alpha,\beta, c)\in D_{1,2},[0, c-\alpha)\cup[c, 1) if (\alpha,\beta, c)\in D_{1,3}.\end{array}$
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このとき，パラメータ $(\alpha,\beta, c)\in D_{e,\dot{J}}$ を持つ二重回転写像は他の (二重)

回転写像に帰着できる．具体的には，$j\in\{1,3\}$ のとき，誘導変換 $f_{(\alpha\beta,c)}|_{I_{(\alpha\beta.c)}}$

は $f_{T(\alpha\beta,c)}$ と同型である．また，$j=2$ のとき，$f_{(\alpha\beta,c)}$ の $I_{(\alpha\beta,c)}$ への制限は，
$e=0$ならば回転写像 $R_{\alpha/(1+\alpha-\beta)}$ と，$e=1$ ならば回転写像 $R_{\beta/(1-\alpha+\beta)}$ と，それ
ぞれ同型である．
以下，$\alpha,\beta$が $\mathbb{Q}$上一次独立であるように取る．このとき $c$のパラメータ空

間 $[0,1]$ の部分集合 $\Gamma$ を $\Gamma=\{c\in[0,1]|\forall i\in \mathbb{N}, T^{i}(\alpha,\beta, c)\in D_{e,j}, j\in\{1,3\}\}$

と定める．すなわち，$\Gamma$ は回転写像に帰着されることのない $c$ の集合であ
るが，$\Gamma$ は Cantor集合で，その測度は $0$ である．なお，この Cantor集合以外
の $c$ に対しては，二重回転写像は回転写像に帰着されるため，放電数が定
まる．

5 おわリに

本稿では，部分放電のコンデンサーモデルおよびタンクシステムのサン
プル値制御がいずれも二重回転写像に帰着できることを紹介した．また，
二重回転写像は自己相似的な構造を持ち，その複雑さがこれらのモデルの
ふるまいを複雑にしていることを紹介した．
区分等長変換などの単純なハイブリッドカ学系における複雑な挙動に

関しては，文献 [5] をご参照頂きたい．
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