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1. はじめに
コマ (heavy toP) は重力下における固定点をもつ剛体で，古典力学における基礎的かつ重要な

問題である．その運動方程式は、Euler, Lagrange, Kovalevski, Goryachev-Chaplygin の名前が

付けられた，4つの場合のみ可積分であることが知られている [1-3]. 特に，Euler のコマは重心

が固定点，あるいは等価的に重力の影響がない場合であり，Lagrangeのコマは剛体が対称で固定
点が対称軸上に存在する場合である．

Holmes と Marsden [4] は，それまでの彼らの結果 [5, 6] に基づき，Melnikov $[7|$ の方法を拡張

し，Lagrange のコマに摂動が加わった，非対称コマのモデルである 2自由度ハミルトン系におい
て，周期軌道の横断的ホモクリニック軌道が存在し，そのダイナミクスに馬蹄写像が埋め込まれ

ていることを主張した．しかしながら，彼らの取扱いは不適切で，運動方程式の特異性が十分に

考慮されていない．さらに，彼らの理論はその後修正され，拡張されているが [8,9], このような

特異性の適切な取扱いは不可能であり，非対称コマにおける馬蹄力学 (カオス) の存在証明は未解
決の問題となっている．

本報告では，非対称コマにおける馬蹄力学の存在証明を与える．まず，運動方程式の特異性を
除去するため，固定点に傾いた平面を導入する．そのため，解析モデルは 1つの付加的な第 1積
分を有する 3自由度ハミルトン系となり，鉛直軸まわりの自転に対応した周期軌道の 3次元安定/
不安定多様体を解析する必要がある．新たに開発された Melnikov型の手法の概略を与えた後，そ
の手法を用いて，4次元レベル集合上でその周期軌道に対する横断的ホモクリニック軌道の存在を

証明する．このとき，Smale-Birkhoffのホモクリニック定理 [8, 10] により，そのダイナミクスに
馬蹄写像が埋め込まれていることになる．さらに，計算機ツール AUTO97 [11] を用いた安定/不
安定多様体の数値計算結果を与え，周期軌道の横断的ホモクリニック軌道が存在することを数値

的に確認する．なお，詳細については文献 [12] を参照されたい．

2. 数学モデル

図 1に示されるような，角度 $\delta(<\frac{1}{4}\pi)$ だけ傾いた平面上に固定点をもつコマを考える．平面の
傾き $\delta$ はコマのダイナミクスに影響しないことを注意する．図 1(a) において $xy$平面は水平面を表

し，重力は $z$ 軸の負の方向に作用するものとする．$x’y$平面は水平面から角度 $\delta$ だけ傾き，$z’$軸は

その面に垂直である．図 1(b) に示すように，オイラー角 $(\theta, \phi, \psi)$ を $x’yz’$ 座標系に導入する．ま
た，$\xi,\eta$ および $\zeta$ 軸はコマの主軸方向を表し，固定点と重心は $\zeta$ 軸上と仮定する．このとき，コマ
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図 1. コマ: (a) 角度 $\delta$ だけ傾いた平面; (b) オイラー角 $(\theta, \phi, \psi)$

のハミルトン関数は次式で与えられる．

$H= \frac{1}{2}\{\frac{[(p_{\phi}-p_{\psi}\cos\theta)\sin\psi+p_{\theta}\sin\theta\cos\psi]^{2}}{I_{1}\sin^{2}\theta}$

$+ \frac{[(p_{\phi}-p_{\psi}\cos\theta)\cos\psi-p_{\theta}\sin\theta\cos\psi]^{2}}{I_{2}\sin^{2}\theta}+\frac{p_{\psi}^{2}}{I_{3}}\}+mg\ell(\cos\delta\cos\theta+\sin\delta\sin\theta\cos\phi)$ (1)

ここで，$p_{\theta},p_{\phi}$および $p_{\psi}$ は，それぞれ，$\theta,\phi$および $\psi$ に対する共役な角運動量を表し，$I_{j},j=1,2,3$ ,
は主軸まわりの慣性モーメントである．

以下では，$I_{1}\approx I_{2}$ の場合を考え，$0<\epsilon\ll 1$ として $I_{1}=(1+\epsilon)I_{2}$ とおき，時間と角運動量を
$tarrow I_{1}t,$ $p_{\theta,\phi,\psi}arrow p_{\theta,\phi,\psi}/I_{1}$ と変換すると，コマの運動方程式はハミルトン関数が $H=H_{0}+\epsilon H_{1}$

で与えられるハミルトン系となる．ここで，$\beta_{1}=I_{1}/I_{3},$ $\beta_{2}=2mg\ell/I_{1}$ として

$H_{0}= \frac{1}{2}\{(\frac{p_{\phi}-p_{\psi}\cos\theta}{\sin\theta})^{2}+p_{\theta}^{2}+\beta_{1}p_{\psi}^{2}\}+\frac{1}{2}\beta_{2}(\cos\delta\cos\theta+\sin\delta\sin\theta\cos\phi)$ ,

(2)

$H_{1}=- \frac{1}{2}(\frac{(p_{\phi}-p_{\psi}\cos\theta)\cos\psi-p_{\theta}\sin\theta\cos\psi}{\sin\theta})^{2}$

である．$\delta=0$ の場合が文献 [4] で取り扱われた．

3. 対称コマ
$\epsilon=0$の対称コマの場合を考える．ハミルトン方程式が次式で与えられる．

$\dot{\theta}=p_{\theta}$ , $\dot{\phi}=\frac{p_{\phi}-p_{\psi}\cos\theta}{\sin^{2}\theta}$ , $\dot{\psi}=\beta_{1}p\psi-\frac{(p_{\phi}-p_{\psi}\cos\theta)\cos\theta}{\sin^{2}\theta}$,

$\dot{p}_{\theta}=\frac{(p_{\phi}\cos\theta-p_{\psi})(p_{\phi}-p_{\psi}\cos\theta)}{\sin^{3}\theta}+\frac{1}{2}\beta_{2}(\cos\delta\sin\theta-\sin\delta\cos\theta\cos\phi)$ , (3)

$\dot{p}_{\phi}=\frac{1}{2}\beta_{2}\sin\delta\sin\theta\sin\phi$ , $\dot{p}\psi=0$ .
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図 2. 固有値: (a) $\beta_{2}>\frac{1}{2}p_{\psi}^{2}/\cos^{2}\delta;(b)2p_{\psi}^{2}(1-\cos^{2}\delta)<\beta_{2}<\frac{1}{2}p_{\psi}^{2}/\cos^{2}\delta;(c)0<\beta_{2}<2p_{\psi}^{2}(1-\cos^{2}\delta)$

$\psi$ は循環座標であるから，$p_{\psi}$ は定数となり，相空間は 4次元 $(\theta, \phi,p_{\theta},p_{\phi})$ -空間に縮約できる．

さらに，$\delta=0$の場合，$\phi$ も循環座標となり $p_{\phi}$ は定数となる．$p_{\phi}=p\psi\in(O, \sqrt{2\beta_{2}})$のとき，$(\theta,p_{\theta})$

平面上で原点は双曲型鞍点で，4次元相空間には周期軌道 $( \theta, \phi,p_{\theta},p_{\phi})=(0, \frac{1}{2}p\psi tmod 2\pi, 0,p_{\psi})$

が存在する．Holmes と Marsden [4] のアプローチに従うと，$\delta\neq 0$ が微小な場合，非摂動周期軌
道の近傍に周期軌道が存在し，横断的ホモクリニック軌道が存在するという結果が得られる．し
かしながら，対称コマは可積分であるから，この結果は明らかに誤りである．これは，$p_{\phi}\neq p_{\psi}$ の

とき非摂動ハミルトン．ベクトル場が $(\theta,p_{\theta})=(O, 0)$ で特異となることによる．

実際，$\delta\neq 0$ の場合には，鉛直軸まわりの自転に対応した平衡点

$(\theta, \phi,p_{\theta},p_{\phi})=(\delta,0,0,p_{\psi}\cos\delta)$ (4)

が存在し，ヤコビ行列の固有値は

$\lambda=\pm\sqrt{\frac{1}{2}(\beta_{2}-p_{\psi}^{2}\pm\sqrt{p_{\psi}^{2}(p_{\psi}^{2}-2\beta_{2}\cos^{2}\delta)})}$

と求められる．これらの固有値の配置を図 2に示す．特に，$\beta_{2}>\frac{1}{2}p_{\psi}^{2}/\cos^{2}\delta$のとき，この平衡点
は双曲的鞍点となる．また，第 1積分

$F( \theta, \phi,p_{\theta},p_{\phi},p_{\psi})=p_{\phi}-\tan\delta(p_{\theta}\sin\phi+\frac{p_{\phi}\cos\theta-p_{\psi}}{\sin\theta}\cos\phi)$ (5)

が存在する．
$\delta=0$ のときのオイラー角と共役な運動量を $(\overline{\theta},\overline{\phi},\overline{\psi},\overline{p}_{\theta},\overline{p}_{\phi},\overline{p}_{\psi})$ によって表す．容易に次の関係

が存在することがわかる．

$\theta=$ arccos $(\cos\delta\cos\overline{\theta}-\sin\delta\sin\overline{\theta}\cos\overline{\phi})$ , $\phi=$ arccos $( \frac{\mathfrak{X}n\delta\cos\overline{\theta}+\cos\delta\sin\overline{\theta}\cos\overline{\phi}}{\sin\theta})$ (6)

文献 [4] の 3節で与えられているように，$\gamma=2\beta_{2}-\overline{p}_{\psi}^{2}>0$のとき，$(\overline{\theta},\overline{p}_{\theta})$-平面上にホモクリニッ

ク軌道
$\overline{\theta}^{h}(t)=$ arccos $(1- \frac{\gamma}{\beta_{2}}sech^{2}\frac{\sqrt{\gamma}}{2}t)$ , $\overline{p}_{\theta}^{h}(t)=\frac{d}{dt}\overline{\theta}^{h}(t)$
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図 3. $\beta_{2}=3,p\psi=\overline{p}\psi\cos\delta=2$ のときの非摂動ホモクリニック軌道: $(a)\delta=0;(b)-(d)\delta=0.1$

が存在する．このホモクリニック軌道に沿った，$t=0$ からの $(\overline{\phi},\overline{\psi})$ の変化量は

$\overline{\phi}^{h}(t)=\frac{1}{2}t-\frac{1}{\overline{p}_{\psi}}$ arctan $( \frac{\sqrt{\gamma}}{\overline{p}_{\psi}}\tanh(\frac{\sqrt{\gamma}}{2}t))$ ,

(7)
$\overline{\psi}^{h}(t)=\overline{p}\psi[(\beta_{1}-\frac{1}{2})t-\frac{1}{\overline{p}_{\psi}}$ arctan $( \frac{\sqrt{\gamma}}{\overline{p}_{\psi}}\tanh(\frac{\sqrt{\gamma}}{2}t))]$

と求められる．式 (3) の第 1式と第 2式および (6) を用いると，$\delta\neq 0$ の場合の平衡点 (4) に対す
るホモクリニック軌道が次のように得られる．

$\theta_{\pm}^{h}(t)=$ arccos $(\cos\delta\cos\overline{\theta}^{h}(t)\mp\sin\delta\sin\overline{\theta}^{h}(t)\cos(\overline{\phi}^{h}(t)+\phi_{0}))$ ,

$\phi_{\pm}^{h}(t)=\pm$ arccos $( \frac{\sin\delta\cos\overline{\theta}_{\pm}^{h}(t)+\cos\delta\sin\overline{\theta}_{\pm}^{h}(t)\cos\overline{\phi}_{\pm}^{h}(t)}{\sin\theta_{\pm}^{h}(t)}I,$ (8)

$p_{\theta,\pm}^{h}(t)=\dot{\theta}_{\pm}^{h}(t)$ , $p_{\phi,\pm}^{h}(t)=\dot{\phi}_{\pm}^{h}(t)\sin^{2}\theta_{\pm}^{h}(t)+p_{\psi}\cos\theta_{\pm}^{h}(t)$

ここで，$\phi_{0}\in[0,2\pi)$ は任意定数である．$\delta=0$ および $\delta\neq 0$ の場合の非摂動ホモクリニック軌道

の例を図 3に示す．図 $3(b)-(d)$ において実線と破線は，それぞれ，$\phi$o $=1$ と $0$ に対するホモクリ

ニック軌道であり，図 3(c) において記号 ‘.” は平衡点 (4) の位置を表す．

4. Melnikov理論
本節では，付加的な第 1積分を有する，一般的な 3自由度ハミルトン系に対するMelnikov理論

を与える．類似の場合が文献 [8] で取り扱われているが，付加的な第 1積分が存在する点が異なっ
ている．前節での表記を違う意味で用いることにする．
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次の一般的な形の 3自由度ハミルトン系を考える．

$\dot{x}=JD_{x}H_{0}(x, I)+\epsilon JD_{x}H_{1}(x, I, \psi)$ ,

$\dot{I}=-\epsilon D_{\psi}H_{1}(x, I, \psi)$ , $(x,I, \psi)\in \mathbb{R}^{4}\cross \mathbb{R}\cross S^{1}$ , (9)

$\dot{\psi}=D_{I}H_{0}(x, I)+\epsilon D_{I}H_{1}(x, I, \psi)$

ここで，$J$ は 4次のシンプレティック行列

$J=(\begin{array}{llll}0 0 1 00 0 0 1-1 0 0 00 -l 0 0\end{array})$

であり，$H_{0},$ $H_{1}$ : $\mathbb{R}^{4}\cross \mathbb{R}\cross S^{1}arrow \mathbb{R}$ は $C^{r+1}$ 級 $(r\geq 2),$ $S^{1}$ は長さ $2\pi$ の円周を表す．$I_{j}\in \mathbb{R},j=$

$1,2$ , を $Il<I_{2}$ を満たすある定数として，以下のことを仮定する: まず，$\epsilon=0$ のとき，任意の
$I\in J=[I_{1}, I_{2}]$ に対して

(Hl) 式 (9) の $x$ 成分は独立な第 1積分 $F_{1}(x, I)=H_{0}(x, I)$ と $F_{2}(x, I)$ を有する，すなわち，
$D_{x}F_{1}(x, I),D_{x}F_{2}(x, I)$ は線形独立で，$D_{x}F_{1}(x, I)\cdot JD_{x}F_{2}(x, I)=0$ を満たす．ここで，‘.
は内積を表す．

(H2) 式 (9) の $x$成分において双曲型鞍点 $x=x_{0}(I)$ が存在し，ホモクリニック軌道の 1 パラメー
タ族 $x^{h}(t;I, \alpha),$ $\alpha\in d=(\alpha_{1}, \alpha_{2})$ , を有する．

(H3) $D_{I}H_{0}(x_{0}(I), I)\neq 0$

さらに，$\epsilon\neq 0$ のとき，

(H4) 式 (9) は独立な第 1積分 $G_{1}(x, I, \psi;\epsilon)=H_{0}(x, I)+\epsilon H_{1}(x, I, \psi),$ $G_{2}(x, I, \psi;\epsilon)$ を有し，

$G_{2}(x, I, \psi;0)=F_{2}(x, I)$ を満たす．

$(x, I, \psi)$ -相空間において，鞍点 $x_{0}(I)$ は双曲型周期軌道 $\gamma_{0}(I)$ に対応し，3次元安定/不安定多
様体 $W^{s,u}(\gamma_{0}(I))$ が存在する．さらに，2次元不変多様体認 b $=\{\gamma_{0}(I), I\in J\}$ が存在し，4次元
安定/不安定多様体 $W^{s,u}( \mathscr{M}_{0})=\bigcup_{I\in J}W^{s,u}(\gamma 0(I))$ を有する．$I_{1}<I_{1}’<I_{2}’<I_{2},$ $J’=[I_{1}’, I_{2}’]$

とし，

$U_{\delta}=\{(x,$ $I,$ $\psi)||x-x_{0}(I)|<\delta,$ $I\in J’\}$ , $W_{1oc}^{s,u}$ $($諺 b$)=W^{s,u}$ $($諺 b$)\cap U\delta$

と定める．次の命題が成立する (normally hyperbolic不変多様体については，例えば文献 [13] を

参照せよ).

命題 1 $0<\epsilon\ll\delta\ll 1$ となる十分小さな $\epsilon,$

$\delta$ に対して，次の性質を満たすような，2次元 nomally

hyperbolic不変多様体 $\mathscr{M}_{\epsilon}$ と 4次元局所安定/不安定多様体 $W_{1oc}^{s,u}(\mathscr{M}_{\epsilon})$が存在する．

(i) $\mathscr{M}_{\epsilon}$ は $\mathscr{M}0$ の $\theta(\epsilon)$ -近傍に存在する ;

(ii) $\mathscr{M}_{\epsilon}$ は周期軌道からなる ;
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図 4. 2次元平面 $\Pi_{(I,\psi,\alpha)}$

(iii) $W_{1oc}^{s,u}(\mathscr{M}_{\epsilon})$ は $W_{1oc}^{s,u}(\mathscr{M}_{0})$ の $\theta(\epsilon)$ -近傍に存在する ;

(iv) $W_{1oc}^{s,u}(\mathscr{M}_{\epsilon})$上の軌道 $y_{\epsilon}^{s,u}(t)$ に対して，$tarrow\infty$ または一 $\infty$ のとき $|y_{\epsilon}^{s,u}(t)-\mathscr{M}_{\epsilon}|arrow 0$ となる．

通常の方法により，局所的な安定/不安定多様体 $W_{1oc}^{s,u}(\mathscr{M}_{\epsilon})$ から大域的な安定/不安定多様体
$W^{s,u}(\mathscr{M}_{\epsilon})$ を定義する．$\Pi_{(I,\psi,\alpha)}$ を点 $(x^{h}(0;I, \alpha), I,\psi)$ において 2つのベクトル

$(x, I, \psi)=(D_{x}F_{j}(x^{h}(0;I, \alpha), I), 0,0)$ , $\cdot$ $j=1,2$ ,

で張られる 2次元平面とする (図 4を参照). $W^{s,u}(\mathscr{M}_{0})$ は $\Pi_{(I,\psi,\alpha)}$ に交差するから，十分小さな
$\epsilon>0$ に対して $W^{s,u}(\mathscr{M}_{\epsilon})$ も交差する．

$c_{2}=G_{2}(x_{\epsilon}^{s,u}(0;I, \alpha), I, \psi)$ とおき，

$\mathscr{G}_{c_{2}}=\{(x,I, \psi)|G_{2}(x, I,\psi;\epsilon)=c_{2}\}$

とする．$\Pi_{(I,\psi,\alpha)}$ 口艦 2上での $W^{s}(\mathscr{M}_{\epsilon})$ と $W^{u}(\mathscr{M}_{\epsilon})$ の距離を

$d_{\epsilon}(\psi;I, \alpha)=D_{x}H_{0}(x^{h}(0;I, \alpha), I)\cdot(x_{\epsilon}^{s}(0;I, \psi, \alpha)-x_{\epsilon}^{u}(0;I, \psi, \alpha))$

と定める．Melnikov 理論の標準的なアプローチ (例えば，文献 [8, 10] を参照) により，次式が得
られる．

$d_{\epsilon}(\psi;I, \alpha)=\epsilon M^{I,\alpha}(\psi)+\theta(\epsilon^{2})$ (10)

ここで，

$M^{I,\alpha}( \psi)=\int_{-\infty}^{\infty}(D_{x}H_{0}\cdot JD_{x}H_{1}-D_{I}H_{0}D_{\psi}H_{1})(x^{h}(t, I, \alpha), I, \psi^{h}(t)+\psi)dt$

$+ D_{I}H_{0}(x_{0}(I), I)\int_{-\infty}^{\infty}D_{\psi}H_{1}(x^{h}(t, I, \alpha), I, \psi^{h}(t)+\psi)dt$ (11)

であり，慣例に従い，Melnikov関数と呼ぶ．$c=(c_{1}, c_{2})\in \mathbb{R}^{2}$ に対して 4次元レベル集合

$\mathfrak{X}_{c}=\{(x, I, \psi)\in \mathbb{R}^{4}\cross J’\cross S^{1}|G_{j}(x, I,\psi;\epsilon)=c_{j}\}$

を定義する．

101



定理 2ある $(I, \alpha)\in J’\cross$ 〆に対して，$M^{I,\alpha}(\psi)$ が単純な零点 $\psi=\psi_{0}$ を有するものとする :

$M^{I,\alpha}(\psi_{0})=0$ , $\frac{\partial}{\partial\psi}M^{I,\alpha}(\psi_{0})\neq 0$

このとき，十分小さな $\epsilon>0$ に対して $W^{s}(\mathscr{M}_{\epsilon})$ 寡 $\mathfrak{X}_{c}$ と $W^{u}(\mathscr{M}_{\epsilon})$ 寡 $\mathfrak{X}_{c}$ は 4次元レベル集合 $\mathfrak{X}_{c}$ 上

で横断的に交差する．ここで，$c_{1}=H_{0}(xo(I), I)+a(\epsilon),$ $c_{2}=F_{2}(x_{0}(I), I)+\theta(\epsilon)$ である．特に，
$\mathscr{P}_{c}$ において $\mathscr{M}_{\epsilon}$ 口鵡上の周期軌道に対する横断的ホモクリニック軌道が存在する．

5. 横断的ホモクリニック軌道の存在証明
$0<\epsilon\ll\delta\ll 1$ として，前節のMelnikov理論を式 (2) で与えられる系に適用する．まず，$\epsilon\neq 0$

の場合も式 (5) の関数 $F$ は第 1積分となり，仮定 $(H1)-(H4)$ が成り立つ．また，任意の $p\psi\in \mathbb{R}$ に

対して
$\gamma_{p\psi}=\{(\theta, \phi,p_{\theta},p_{\phi})=(\delta, 0,0,p_{\psi}\cos\delta), \psi=\beta_{1}p_{\psi}t, \}$

は周期軌道であり，定数 $p_{\psi 1}<p_{\psi 2}$ に対して，

$\mathscr{M}=$ $\cup$
$\gamma_{p_{\psi}}$

$p_{\psi}\in[p_{\psi 1},p_{\psi 2}]$

は 2次元不変多様体となる．さらに，式 (8) により，$0<\delta\ll 1$ のとき

$(\theta_{\pm}^{h}(t), \phi_{\pm}^{h}(t), \psi_{\pm}^{h}(t),p_{\theta,\pm}^{h}(t),p_{\phi,\pm}^{h}(t))=(\pm\overline{\theta}^{h}(t),\overline{\phi}^{h}(t)+\phi_{0},\overline{\psi}^{h}(t), \pm\overline{p}_{\theta}^{h}(t),p_{\psi})+\theta(\delta)$

となり，Melnikov 関数は
$M^{p_{\psi},\phi_{0}}( \psi)=\frac{1}{4}A(p_{\psi})\sin 2\psi+a(\delta)$

と求められる．ここで，

$A(p_{\psi})= \int_{-\infty}^{\infty}\{p\psi[(\frac{p_{\psi}^{2}}{(1+\cos\overline{\theta}^{h}(t))^{2}}-\beta_{2})(1-\cos\overline{\theta}^{h}(t))-(\overline{p}_{\theta}^{h}(t))^{2}]\cos 2\overline{\psi}^{h}(t)$

$-( \frac{2p_{\psi}^{2}}{1+\cos\overline{\theta}^{h}(t)}-\beta_{2})\overline{p}_{\theta}^{h}(t)\sin\overline{\theta}^{h}(t)\sin 2\overline{\psi}^{h}(t)\}dt$

である．積分 $A(p_{\psi})$ を計算することは一般的に困難であるが，$\rho^{-2}=\frac{1}{2}\beta_{2}-\frac{1}{4}\overline{p}_{\psi}^{2}\gg 1$ のとき

$A(p_{\psi})> \frac{9}{2p\psi\rho^{2}}+a(\rho^{-1})$

となることが示される (文献 [12] の付録 B を参照せよ). このようにして次の定理が証明される．

定理 3 $\beta_{2}=2mg\ell/I_{1}\gg 1,$ $I_{1}/I_{2}=1+\epsilon,$ $|\epsilon|\ll 1$ ならば，非対称コマのハミルトニアン (1) は

レベル集合 $\{H, F=$ 定数 $\}$ 上に周期軌道に対する横断的ホモクリニック軌道を有し，馬蹄力学が
存在する．
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図 5. $\hat{p}\psi=2,\epsilon=0.01,\delta=0.1,\beta_{1}=0.5,\beta_{2}=3$ のときの，断面 $\phi,$ $\psi=0$ 上における安定/不安定多様体
$W^{s,u}(\gamma_{p\psi}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}})$ の数値計算結果 $(a)(\theta,p_{\theta})$ -平面; (b) $(\theta,p_{\phi})$ -平面; (c) $(\theta,p\psi)$-平面への射影

6. 数値計算

最後に，文献 [14] と類似のアプローチを用いて周期軌道の安定/不安定多様体を数値的に求め
る．同様の方法は文献 [15] でも用いられている．

$z=(\theta, \phi, \psi, p\theta,P\phi,P\psi)$ と表す．定数 $\psi 0,\hat{p}\psi$ に対して $z_{\psi\text{。},\hat{p}_{\psi}}(t)=(\delta,$ $0,0,\hat{p}\psi\cos\delta,$ $\beta_{1\hat{p}\psi t}+\psi_{0,\hat{p}_{\psi})}$

は周期軌道
$\gamma_{\hat{p}_{\psi}}$ を表す．$Z_{\psi\text{。},\hat{p}_{\psi}}$ を線形方程式

$\dot{\zeta}=JD_{\zeta}^{2}H(z_{\psi\text{。},\hat{p}_{\psi}}(t))\zeta$ ,

のモノドロミー行列とし，$L_{\psi_{0},\hat{p}\psi}^{s,u}$ を，$Z_{\psi_{0},\hat{p}_{\psi}}$ の絶対値が 1以下あるいは 1以上の固有値に対する
固有行ベクトルからなる $2\cross 4$行列とする．安定多様体および不安定多様体上の軌道は，それぞ
れ，境界条件

$L_{\psi_{0},\hat{p}_{\psi}}^{s}(\zeta^{u}(0)-\zeta_{\psi_{0},p_{\psi}^{-}}(0))=0$ , $|\zeta^{u}(0)-\zeta_{\psi_{0},\hat{p}_{\psi}}(0)|=\epsilon_{u}$ ,

$(\psi^{u}(0),p_{\psi}^{u}(0))=(\psi_{0},\hat{p}_{\psi})$ , $z^{u}(T^{u})=z_{0}^{u}$

および

$L_{\psi_{0},\hat{p}_{\psi}}^{u}(\zeta^{s}(T^{s})-\zeta_{\psi_{0},\hat{p}\psi}(0))=0,$ $\{\zeta^{s}(T^{s})-\zeta_{\psi_{0},\hat{p}_{\psi}}(0)|=\epsilon_{s}$,

$(\psi^{s}(0),p_{\psi}^{s}(0))=(\psi_{0},\hat{p}_{\psi}),$ $z^{s}(0)=z_{0}^{s}$

の下で，式 (2) で与えられる系を解くことによって数値的に求められる．ここで，$\epsilon_{s,u}$ は微小な定数
であり，$\zeta^{s,u}(t)$ と $\zeta\psi_{0,\hat{p}_{\psi}}(t)$ は，それぞれ，$z^{s,u}(t)$ と $z_{\psi\text{。},\hat{p}\psi}(t)$ の $(\theta, \phi,p_{\theta},p_{\phi})$成分である．$z_{0}^{s,u}\in \mathbb{R}^{6}$

は安定/不安定多様体上の点を表し，その値を変化させて解の追跡を行うことにより，安定/不安
定多様体 $W^{s,u}(\gamma_{\hat{p}\psi})$ を計算することができる．これらの計算を AUTO97 [11] を用いて行った．
安定/不安定多様体の数値計算結果の 1例を図 5に示す．ここで，微小定数は $\epsilon_{s,u}=1\cross 10^{-4}$ と

した．図では，安定および不安定多様体が，それぞれ，実線および破線でプロットされている．ま
た，図 5(b) と (c) において，記号 “

$\bullet$

” はこれらの多様体の交差点を表している．

安定および不安定多様体は図 5(a) では横断的に交差している一方，図 5(b) と (c) では一致してい

るように見える．これは式 (5) によって与えられる付加的な第 1積分 $F$が存在することによる．この
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ように，定理 3で証明されたように，これらの多様体はレベル集合 $\{H=\frac{1}{2}(\beta_{1}\hat{p}_{\psi}+\beta_{2}), F=\hat{p}\psi\sec\delta\}$

上で横断的に交差していることがわかる．ここで，周期軌道 $\gamma_{\hat{p}_{\psi}}$ に対して，関数 $H$ と $F$は，それ
ぞれ，$\frac{1}{2}(\beta_{1}\hat{p}_{\psi}+\beta_{2})$ と $\hat{p}\psi\sec\delta$ に等しいことに注意する．
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