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1 はじめに

基本再生産数 (basic reproduction number) ( $R_{0}$ と表記される) の概念は、 すでに 19世紀において芽生え
ていたが ([28], [29])、シャープ、ダブリン、ロトカによる安定人口理論によって初めて理論的な基礎を得て以

来、 人口成長の閾値条件を与える人口学・個体群動態学におけるもっとも基本的で、重要な指標として発展し
てきた ([11], [24])”1。過去 20年間においては、人口学よりも感染症疫学において、 基本再生産数に関わる理
論が著しく発展してきており ([14])、 個体の異質性や環境の変動などを考慮の入れた基本再生産数の概念が提
案されてきている。特に、 Diekmann, Heesterbeek, Metz ([8]) による年齢構造や生存状態等の個体の異質性
を考慮した個体群ダイナミクスにおける基本再生産数の定義は、感染症疫学や個体群動態学に非常に大きな影
響を与えた。 その定義においては、基本再生産数はある種の正積分作用素ないしは正行列のスペクトル半径と

して与えられる。 この作用素ないし行列を次世代作用素 (next generation operator: NGO) ないし次世代行
列 (next generation matrix: NGM) とよぶ ([9], [10])。

Diekmann 等による $R_{0}$ の定義は、 理論的にも実践的にも非常に有効であることが証明されてきたが、 それ

は定常的環境における線形人ロダイナミクスにおける閾値条件を定式化するものであって、環境が時間的に
変動する場合に、 同様な指標が定義できるかどうかが、大きな問題であった。そこで、 1990年代半ばから、

まず周期的環境において基本再生産数を定義する試みがなされるようになってきた $([1]-[6],$ $[12],$ $[13],$ $[33]$ ,
[34] $)$。いくつかの同値な閾値条件を導く定義がありうるが、 なかでも Bacaer と Guernaoui([1]) による定義
は最も重要である。 というのも Bacaer and Ait Dads ([5], [6]) が示したよう．に、彼らの定義による埼は、継
続する世代の人 $\square$サイズの漸近的な比になっており、生物学的に意義のある解釈を与え、定常環境下における
Diekmann 等による定義の直接的な拡張になっているからである。
本研究では、周期系を超えてより一般の変動環境において人口成長の閾値を与える基本再生産数の新たな定

義を提案する。 この新たな基本再生産数は、時間パラメータに依存する世代分布を次世代の分布に変換するあ
る種の正積分作用素 (世代推進作用素 :generation evolution operator: GEO) によって生成される世代分布

の列の収束条件として定義される。 この作用素 GEO は、時間も状態変数とみなした拡張された状態空間にお

$*1R_{0}$ や内的成長率は進化生物学においては、 しばしば侵入生物ないし突然変異体の適応度と解釈され、感染症疫学では感染症の侵
入条件を定量化するものと見なされる．

数理解析研究所講究録
第 1751巻 2011年 43-53 43



ける人口の世代分布に作用するために、 生物学的意味が明快であり、 かつ定常環境ないし周期的環境における

次世代作用素は時間に関して集計された世代分布に作用する作用素として、 この世代推進作用素から自然に導

かれる。

2 定常環境における基本再生産数の定義

はじめに定常環境下における基本再生産数の定義の再検討から始めよう。各個体は変数 $\zeta\in\Omega$ によって

記述されるとする。 これを個体状態変数 (h-state variable) とよぶ。 集合 $\Omega\subset R^{n}$ を個体状態空間とよぶ。
$A(\tau, \zeta, \eta)$ は状態 $\eta$ に生まれた個体が年齢 $\tau$ において状態 state $\zeta$ の個体を生む出生率とする。

$i(t, \zeta),$ $\zeta\in\Omega_{b}$ は時刻 $t$ }こおける新生児の状態別密度関数とする。 ここで $\Omega_{b}\subset\Omega$ は「出生状態」からなる

部分状態空間である。「出生状態」 はその状態に新生児が生まれる可能性がある状態である。 このとき、状態

別の新生児密度関数の時間発展は以下のような再生方程式で表される:

$i(t, \zeta)=g(t, \zeta)+\int_{0}^{t}\int_{\Omega_{b}}A(\tau, \zeta, \eta)i(t-\tau, \eta)d\eta d\tau$, $t>0$ (2.1)

ここで $g(t, \zeta)$ は初期人口から生まれる新生児の時刻 $t$ における密度分布関数である。
$E_{+}:=L_{+}^{1}(\Omega_{b})$ を新生児の密度関数の属する関数空間としよう $*2$ . $E+$ 上の正線形積分作用素 $\Psi(\tau)$ を以下

のように定義しよう:

$( \Psi(\tau)f)(\zeta):=\int_{\Omega_{b}}A(\tau, \zeta, \eta)f(\eta)d\eta$ , $f\in E+$

このとき純再生産作用素 $\Psi(\tau)$ は、新生児の状態別分布を、 それらが $\tau$ 時間後に生み出す新生児の状態別分布

へ写す作用を表している。

時刻 $t$ における新生児分布を $E+$ 値関数 $i(t):=i(t.\cdot)$ とすれば、 (2.1) は抽象的な再生方程式として書か
れる :

$i(t)=g(t)+ \int_{0}^{t}\Psi(\tau)i(t-\tau)d\tau$ , $t>0$ (2.2)

$\hat{\Psi}(\lambda)$ を作用素 $\Psi$ のラプラス変換としよう $: \hat{\Psi}(\lambda):=\int_{0}^{\infty}e^{-\lambda\tau}\Psi(\tau)d\tau$. 作用素の議論 ([15], [17]) から、適当
な条件のもとで実数 $\lambda_{0}$ が存在して、 $r(\hat{\Psi}(\lambda_{0}))=1^{*3}$であり、 初期データ $g$ に依存する正数 $\alpha(g)$ が存在して、

$i(t)\sim\alpha(g)e^{\lambda_{()}}{}^{t}\psi_{0}$ , $tarrow\infty$ (2.3)

がなりたつ。 ここで $\psi_{0}$ は $\hat{\Psi}(\lambda_{0})$ の固有値 1に属する正固有ベクトルである。 さらに以下の関係が成り立っ :

sign $(\lambda_{0})=$ sign $(r(\hat{\Psi}(0))-1)$ (2.4)

Diekmann-Heesterbeek-Metz の定義においては、次世代作用素 (next generation operator: NGO) が以

下のように定義される:

$K_{E}:= \hat{\Psi}(0)=\int_{0}^{\infty}\Psi(\tau)d\tau$ (2.5)

このとき基本再生産数 (basic reproduction number $R_{0}$ ) はそのスペクトル半径で与えられる :

$\lim_{marrow\infty}n\sqrt[t]{\Vert K_{E}^{m}\Vert_{\mathcal{L}(E)}}=r(K_{E})=R_{0}$ (2.6)

$*2$ もし状態変数が離散的であれば $E_{+}=R\mp$ であり、 そのノルムを $\Vert x\Vert:=\sum_{k=1}^{n}|x_{k}|,$ $x=(x_{1}, x_{2}, .., x_{n})\in R^{n}$ とする．
$*3r(A)$ は作用素 $A$ のスペクトル半径を表す．
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ここで $||$ . $\Vert_{\mathcal{L}(E)}$ は $E$ 上の有界作用素の作用素ノルムである。 このとき (2.4) は sign $(\lambda_{0})=$ sign $(R_{0}-1)$ を

示すから，定義 (2.6) は人口成長の閾値を与えるという基本再生産数の特性をよく表している。
一方、世代ごとに人口成長を見た場合の基本再生産数の意義を確認しておこう。初期条件 $\phi$ に対して、世代

ごとに見た幾何学的成長率は $r\sqrt[n]{\Vert K_{E}^{m}\phi\Vert_{E}}$ で与えられるが、一般には $\lim_{marrow\infty}\sqrt[n]{\Vert K_{E}^{m}\phi\Vert_{E}}\leq r(K_{E})$ であ

る。 正作用素に関するペロンフロベニウス理論から、上記の不等号は適当な $K_{E}$ に関する条件のもとで実は

等号として成立することがわかる。 ただし、 $\Vert K_{E}^{m}\phi\Vert_{E}$ が $m$ 番目の世代サイズを表すという場合、分布 $\phi$ は時

間パラメータに依存した実時間における新生児の状態別分布 $*4$ とは異なるものであることに注意しておかなけ

ればならない。

次世代作用素が作用する関数空間の意味を明らかにするために、再生方程式 (2.1) へ戻ろう。継続する各世

代の状態別分布は以下のように計算される:

$i_{0}(t)=g(t)$ , $i_{m}(t)= \int_{0}^{t}\Psi(\tau)i_{m-1}(t-\tau)d\tau$, $m=1,2,$ $..$ , (2.7)

このとき再生方程式 (2.1) の解は以下で与えられる : $i(t)= \sum_{m=0}^{\infty}i_{m}(t)$ . ここで $i_{m}(t)\in E+$ は時刻 $tf$こ生

まれた $m$ 世代目の新生児の状態別分布 (世代分布 :generation distribution)*5である。 すなわち、 $i_{0}(t)$ は

初期人口から生まれた新生児の分布であり、 $i_{1}(t)$ は初期人口の孫世代の状態別分布である。生物学的意味か

ら、世代分布関数の属する関数空間は $i_{m}\in Y_{+}:=L_{+}^{1}(R_{+};E)=L_{+}^{1}(R_{+}\cross\Omega_{b})$ と仮定する。 ここで、 耳は
バナッハ束 $Y$ の正値錐であり、 そのノルムは

$\Vert i_{m}\Vert_{Y}$ $:= \int_{0}^{\infty}\Vert i_{m}(t)\Vert_{E}dt=\int_{0}^{\infty}\int_{\Omega_{b}}|i_{m}(t, \zeta)|d\zeta dt$ (2.8)

で与えられる。

時間変数 $t$ を状態変数とみなせば、 $R_{+}\cross\Omega_{b}$ が拡張された状態変数のなす空間であり、乳が拡張された状
態分布の関数空間となる。上記の定義において、 各世代の分布の $Y$ 空間ノルム $\Vert i_{m}\Vert_{Y}$ は $m$ 世代目として生

まれた新生児の総数を与えるから、 その漸近的な世代ごとの幾何学的成長率は $\lim_{marrow\infty}n\sqrt[\prime]{\Vert i_{m}\Vert_{Y}}$ で与えら

れる。

ここで $Y$ 空間の正値錐 $Y_{+}=L_{+}^{1}(R_{+};E_{+})$ を不変にする正積分作用素 $K_{Y}$ : $Yarrow Y$ を以下のように定義

しよう :
$(K_{Y}f)(t):= \int_{0}^{t}\Psi(\tau)f(t-\tau)d\tau$, $f\in Y+$ (2.9)

このとき世代分布の発展過程 (27) は乳における以下のような逐次的な過程と考えられる:

$i_{0}=g$ , $i_{m}=K_{Y}i_{m-1}$ (210)

そこで $K_{Y}$ を世代発展作用素 (generation evolution operator: GEO) とよぼう。
$f=f(t, \zeta)\in Y,$ $(t, \zeta)\in R+\cross\Omega_{b}$ にたいして、時間パラメータに関する集計作用素 $T$ : $Yarrow E+$ を以下

で定義する:

$(Tf)( \zeta):=\int_{0}^{\infty}|f(t, \zeta)|dt$ (2.11)

このとき $T$ は有界作用素であり、 以下が成り立っ :

$\Vert f\Vert_{Y}=\Vert Tf\Vert_{E}$ (2.12)

$*4$ 以 $\triangleright$ で定義する玩．
$*5$ 世代分布はロトカによってすでに検討されている ([22], [23]).
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したがって $T$ の作用素ノルムは 1である。 さらに $f\in Y_{+}$ に対して以下がなりたつ :

$TK_{Y}f=K_{E}Tf$ (2.13)

新生児は時間 $t$ と状態 $\zeta$ によって特徴付けられるが、定常的な環境では違う時刻に同じ状態に生まれた個

体は同じライフサイクルを経験する。 それゆえ、 時間パラメータに関して集計された世代状態分布を以下のよ

うに定義しよう : $\prime l^{1}i_{m}=\int_{0}^{\infty}i_{m}(t)dt\in E+\cdot$

(213) から $Y$ 空間の世代発展過程 (2.10) は $E$ 空間の反復プロセス

$Ti_{m}=\prime 1^{1}K_{Y}i_{m-1}=K_{E^{r}}1^{1}i_{m-1}$ (2.14)

を誘導することがわかる。 すなわち次世代作用素 $K_{E}$ は集計された世代分布の世代的発展を記述する作用素

であることがわかる i6.
正作用素の理論 $*$ 7から、 $K_{E}$ に関するコンパクト性と原始性 (primitivity) を仮定すれば，$r(K_{E})$ は正の固

有ベクトル $f_{E}\in E_{+}$ に対応する支配的な固有値になり、正の汎関数 $F_{E}\in E_{+}^{*}$ が存在して

$Ti_{m}=K_{E}^{m}\ulcorner 1^{\tau}i_{0}\sim\langle F_{E},$ $Ti_{0}\rangle r(K_{E})^{m}f_{E}$ , $marrow\infty$ (215)

となる。 ここで $E^{*}$ は共役空間であり、 $(F_{E}$ , $\phi\rangle$ は汎関数 $F_{E}$ の $\phi\in E$ における値を示す。

(2.12) から、 $\Vert Ti_{m}\Vert_{E}=\Vert i_{m}\Vert_{Y}$ を得る。 また (2.15) から、

$\lim_{marrow\infty}\sqrt[n]{\Vert i_{m}\Vert_{Y}}=\lim_{marrow\infty}-\sqrt{\Vert’1^{\urcorner}i_{m}\Vert_{E}}=r(K_{E})=R_{0}$ (2.16)

となる。 従って以下が示される :

定理 2.1 Diekmann-Heesterbeek-Metz による基本再生産数 $R_{0}$ の定義は、 以下のような意味で世代的解釈

を許す:
$R_{0}=r(K_{E})=marrow\infty hm\sqrt{\Vert i_{m}\Vert_{Y}}$ (2.17)

すなわち、世代分布偏の $Y$ ノルム、 あるいは集計された世代分布 $T$輪の $E$ ノルムは各世代の出生児総数を

あたえ、 それは漸近的に成長率 $r(K_{E})=R_{0}$ で幾何学的に成長する。

上記の世代的解釈 (2.17) と閾値性 sign $(\lambda_{0})=$ sign$(R_{O}-1)$ は基本再生産数のもっとも基本的な特性であ

り、 変動環境におけるその拡張においても維持されるべき性質である。

3 周期的環境下における基本再生産数の定義

次に周期的環境下における Baca\"er と Guernaoui による $R_{0}$ の定義を検討しよう。 ここでは $\theta>0$ を環

境と人口動態の周期であるとする。 したがって、人口の再生産プロセスは以下のような再生方程式で記述さ

れる :

$i(t)=g(t)+ \int_{0}^{t}\Psi(t, \tau)i(t-\tau)d\tau$ , $t>0$ (3.1)

$*6(2.14)$ はすでに [18] において、次世代作用素の解釈として使用されている。
$*7$ 正作用素の理論に関しては [25], [30], [26], [17], [31] 等を参照．
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ここで $\Psi(t, \tau)$ は $E_{+}$ 上の線形正作用素である : $( \Psi(t, \tau)f)(\zeta):=\int_{\Omega\iota)}A(t, \tau, \zeta, \eta)f(\eta)d\eta$. パラメータの周期
性から、 $\Psi(t+\theta, \tau)=\Psi(t, \tau)$ , $t\in R$ $\tau>0$ と仮定される o

Bacaer とその共同研究者 $([1]-[6])$ は周期系における基本再生産数は、以下の関係を満たすような $\theta$ 周期を

もっ正の連続 $E$ 値関数が存在するような正数 $R_{0}$ として定義される :

$R_{0}f(t)= \int_{0}^{\infty}\Psi(t, \tau)f(t-\tau)d\tau$ (3.2)

このとき、 $R_{0}$ は以下のように定義される正の積分作用素のスペクトル半径に他ならない :

$f arrow\int_{0}^{\infty}\Psi(t, \tau)f(t-\tau)d\tau$ , $f\in C_{\theta}(R;E)$ (3.3)

ここで、 $C_{\theta}$ は $\theta$-周期的な連続関数のなす関数空間である。
$\lambda$ を複素パラメータとして $K_{\theta}(\lambda)(\lambda\in C)$ を以下のように定義される $C_{\theta}$ 上の積分作用素とする :

$(K_{\theta}( \lambda)f)(t):=\int_{0}^{\infty}e^{-\lambda\tau}\Psi(t, \tau)f(t-\tau)d\tau$, $f\in C_{\theta}(R;E)$ (3.4)

そこで、 (3.3) で定義される $K_{\theta}(0)$ である。

周期的再生方程式に関する定理 ([32]) より、 (31) の解は漸近的に周期関数と指数関数の積で表現される:
$i(t)\sim e^{\lambda_{()}t}\psi_{0}(t),$ $(tarrow\infty)$。ここで、 $\psi_{0}\in C_{\theta}$ は $K_{\theta}(\lambda_{0})$ の固有値 1に属する正固有ベクトルであり、 漸近的
成長率 $\lambda_{0}$ は特性関係式 $r(K_{\theta}(\lambda_{0}))=1$ をみたす唯一の実数である。 さらにこのとき実軸上での $r(K_{\theta}(\lambda))$ の

単調性から、以下が成り立つ :
sign $(\lambda_{0})=$ sign$(r(K_{\theta}(0))-1)$ , (3.5)

上記の関係は Bacair-Guernaoui の定義 $R_{0}=r(K_{\theta}(0))$ が、 実時間における成長率という観点から妥当であ
ることを示している。 (3.5) の数学的証明は [27], [33], [20] 等においても与えられている。

しかしながら、定常的環境の場合と異なり、作用素 $K_{\theta}(O)$ が作用する関数空間は周期関数のなす空間であ
るから、 時間に関して単純に集計された世代分布がなす関数空間ではない。 そこで別の集計方法を考えよう。
新生児は出生時刻とその状態で特徴付けられるが、 周期的な環境においては周期 $\theta$ の整数倍の差をもつ時間

パラメータは状態変数としては同じものと見なせる。 というのも、 そのような $\theta$ を法として合同な出生時刻を

もつ個体は、環境の周期性によって全く同じライフサイクルを経験するからである。それゆえ、 次世代作用素
は周期関数の空間上の作用素として定義されると考えられる。 この場合、 時間パラメータは実時間を示すので

はなく、 出産時点における周期的な環境 (シーズン) を指示するパラメータと考えられる。
そこで、 $\theta$ 周期を持つ局所可積分な $E$-値関数のなす関数空間を $Y_{\theta}$ としよう。 そのノルムを

$\Vert f\Vert_{Y_{\theta}};=\int_{0}^{\theta}\Vert f(t)\Vert_{E}dt=\int_{0}^{\theta}dt\int_{\Omega_{b}}|f(t, \zeta)|d\zeta$

とする。 そこで次世代作用素 $K_{\theta}$ を以下のように定義しよう :

$(K_{\theta}f)(t):= \int_{0}^{\infty}\Psi(t, \tau)f(t-\tau)d\tau$ , $f\in Y_{\theta}$

一方、 周期系に対する世代推進作用素 (GEO) は以下のように定義される :

$(K_{Y}f)(t):= \int_{0}^{t}\Psi(t, \tau)f(t-\tau)d\tau$ , $f\in Y_{+}$ (3.6)
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従って、 (3.6) は再び乳における反復過程 $i_{m}=K_{Y}i_{m-1}$ と見なされる。 ここでは $K_{Y}$ は乳を不変にする
$Y$ 上の有界線形作用素である。

世代分布を集計するために、 以下のような周期化作用素 $U$ : $Yarrow(Y_{\theta})_{+}$ を導入しよう :

$(Uf)(t):= \sum_{n=-\infty}^{+\infty}|f^{*}(t+n\theta)|$ , $t\in R$ ,

ここで $f^{*}\in L^{1}(R\cross\Omega_{b})$ は $f$ の定義域を実数全体へ拡張したものであり、 $t\geq 0$ では声 $(t)=f(t)$ 、 $t<0$

では $f^{*}(t)=0$ である。 このとき周期化作用素 $U$ は世代分布 $f\in$ 乳とそれを $n\theta$ だけ時間軸上でシフトさせ

た分布 $f^{*}(t+n\theta)$ を同一視することによって、 世代分布を集計している作用であると考えられる。 このとき

以下が成り立つ (証明略):

補題 3.1
$\Vert f\Vert_{Y}=\Vert Uf\Vert_{Y},$, (3.7)

$UK_{Y}f=K_{\theta}Uf$ . $f\in Y+$ (3.8)

上記の補題によって、 $Y$ 空間上の世代推進過程 (3.6) は $Y_{\theta}$ 空間上の反復過程に移し替えられることになる。

実際、 $U$ を実時間における過程 $i_{m}=K_{Y}i_{m-1}$ に作用させれば、 (3.8) によって以下を得る :

$Ui_{m}=UK_{Y}i_{m-1}=K_{\theta}Ui_{m-1}$ (3.9)

このとき世代のサイズは保存されている $(\Vert i_{m}\Vert_{Y}=\Vert Ui_{m}\Vert_{Y_{\theta}})$ ことに注意しよう。 (3.9) から、集計された世

代分布に作用する $K_{\theta}$ を次世代作用素とみなすことができる。

正作用素の理論を適用するために、 もう一度集計をおこなおう。 周期性を利用すれば、 $K_{\theta}$ は $Z:=$

$L^{1}([0, \theta];E)^{*8}$上の積分作用素に還元される。 $Z$ 空間上の正作用素 $K_{Z}$ : $Zarrow Z$ を以下のように定義しよう :

$(K_{Z} \phi)(t):=\int_{0}^{\theta}\Pi(t, s)\phi(s)ds$ , $t\in[0, \theta)$ , $\phi\in Z$, (3.10)

ここで、

$\Pi(t, s):=\{\begin{array}{l}\sum_{n=0}^{\infty}\Psi(t, t-s+n\theta), t>s,\sum_{n=1}^{\infty}\Psi(t, t-s+n\theta), t<s.\end{array}$

である。 $V$ : $Y_{\theta}arrow Z$ は周期関数からその一周期分を切り出す作用素 $(Vf)(t)=f(t),$ $t\in[0, \theta]$ であるとしよ

う。 このとき以下がただちにわかる :

補題 32
$\Vert f\Vert_{Y_{\theta}}=\Vert Vf\Vert_{Z}$ (3.11)

$VK_{\theta}=K_{Z}V$ (312)

$V^{-1}$ : $Zarrow Y_{\theta}$ を $\phi\in Z$ をその周期化に写す作用とすれば、 $V$ は $Y_{\theta}$ から $Z$ への全単射になる。 それゆえ

$K_{\theta}=V^{-1}K_{Z}V$ であり、 以下が成り立っ :

補題 33
$r(K_{Z})=r(K_{\theta})$ (313)

$*8$ この還元は $[3|$ において示されているので詳しい証明は略する。
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(3.12) より、 反復過程 (3.10) は $Z$ 空間上の反復過程に還元されることがわかる :

$VUi_{m}=VK_{\theta}Ui_{m-1}=K_{Z}VUi_{m-1}$ (3.14)

関数空間 $Z$ においては時間パラメータがもはや経過時間ではなく、 出生が起きるシーズン (環境) の異質性

を指定するパラメータになっている。
$K_{Z}$ をコンパクトで原始的な正線形作用素と仮定すれば、ペロン・フロベニウスタイプの理論によって以下
が結論される:

$VUi_{m}=K_{Z}^{m}VUi_{0}\sim\langle F_{Z},$ $VUi_{0}\rangle r(K_{Z})^{m}f_{Z}$ , $marrow\infty$ (3.15)

ここで $f_{Z}\in z_{+\text{、}}F_{Z}\in Z_{+}^{*}$ は正固有値 $r(K_{Z})$ に対応する正固有ベクトル、正共役固有汎関数であり、 $\langle F_{Z},$ $\phi\rangle$

は $F_{Z}$ の $\phi\in Z$ における値である。 (3.7), (3.13), (3.15) から以下を得る :

$\lim_{marrow\infty}\sqrt[n]{\Vert VUi_{m}\Vert_{Z}}=r(K_{Z})=r(K_{\theta})$

(3.16)
$= \lim_{marrow\infty}\sqrt[n]{\Vert i7i_{m}\Vert_{Y_{\theta}}}=\lim_{marrow\infty}n\sqrt[1]{|i_{m}\Vert_{Y}}$

(3.5) と (3.16) は、 $r(K_{\theta})$ を基本再生産数として定義すれば、 実時間における成長率の閾値条件が定式化さ
れると同時に世代的解釈が成り立つことを示している:

定理 3.4 Bacair-Guernaoui による基本再生産数 $R_{0}$ の定義に関しては以下のような世代的解釈が成り立っ :

$R_{0}=r(K_{\theta})= \lim_{marrow\infty}\sqrt[m]{\Vert i_{m}\Vert_{Y}}$ (3.17)

4 一般変動環境における基本再生産数の定義

上述の議論から $Y$ 空間における発展過程; $i_{m}=K_{Y}i_{m-1}$ が基本再生産数を決定するために本質的な役割を
果たしていることがわかる。 そこで、 あらためて一般的な変動環境における世代発展作用素 (GEO) を定義し
ておこう:

定義 41 $\Psi(t, \tau)$ を純再生産作用素とする。 $\Psi(t, \tau)$ はバナッハ空間 $E=L_{+}^{1}(\Omega_{b})$ 上の正線形作用素であり、
正値錐 $E_{+}=L_{+}^{1}(\Omega_{b})$ を不変にする。 このとき世代発展作用素 (generation evolution operator: GEO) は拡

張された状態空間乳 $=L_{+}^{1}(R_{+};E_{+})=L_{+}^{1}(Rx\Omega_{b})$ 上の正線形作用素として以下のように定義される :

$(K_{Y}f)(t)= \int_{0}^{t}\Psi(t, \tau)f(t-\tau)d\tau$ , $f\in Y+$ (4.1)

世代発展作用素は、 $Y$ 空間における各世代 (子孫) の状態分布の系列 $\{i_{0}, i_{1}, i_{2}, \ldots\}\subset Y+$ を反復過程

妬 $=K_{Y}i_{m-1}$ によって作り出す。 このとき、 $\Vert i_{m}\Vert_{Y}$ は $m$ 世代目の新生児の総数を与える。 その漸近的な世
代サイズの成長率は、 その極限が存在する限り、 $\lim_{marrow\infty}\sqrt[m]{\Vert i_{m}\Vert_{Y}}$ で与えられるであろう。
任意の $t>0$ に対して、 時刻 $t$ における新生児の状態分布は形式的な世代展開で与えられる :

$i(t)= \sum_{m=0}^{\infty}(K_{Y}^{m}i_{0})(t)=\sum_{m=0}^{\infty}i_{m}(t)$ (4.2)

ここで、 $i_{0}\in$ 乳は初期人口からうまれる子供の分布である。上記の解は以下の再生方程式を満たしている :

$i(t)=g(t)+ \int_{0}^{t}\Psi(t, \tau)i(t-\tau)d\tau$ , $t>0$ (4.3)
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このとき証明を略するが、条件

$K^{c}:= \sup_{\tau\geq 0}\int_{0}^{\infty}\Vert\Psi(s+\tau, s)\Vert_{\mathcal{L}(E)}ds<\infty$ (4.4)

のもとで、$K_{Y}$ は $Y$ 上の正の有界線形作用素である。 さらにほとんどすべての $\tau\geq 0$ に対して $K_{\tau}(E+\backslash \{0\})\subset$

$E+\backslash \{0\}$ であれば、 $K_{Y}(Y+\backslash \{0\})\subset Y+\backslash \{0\}$ である。

$i_{m}(m=0,1,2, \ldots)$ は非負の可測関数であるから、 (4.2) から以下を得る :

$\Vert i\Vert_{Y}=\sum_{m=0}^{\infty}||i_{m}\Vert_{Y}$ (4.5)

このとき正数列に関するよく知られた Cauchy の収束条件から、

$\lim_{marrow}\sup_{\infty}\sqrt[m]{\Vert i_{m}\Vert_{Y}}<1$ $\Rightarrow||i\Vert_{Y}=\sum_{m=0}^{\infty}\Vert i_{m}\Vert_{Y}<\infty$ (4.6)

$\lim_{marrow}\sup_{\infty}\sqrt[n]{\Vert i_{m}\Vert_{Y}}>1\Rightarrow\Vert i\Vert_{Y}=\sum_{m=0}^{\infty}\Vert i_{m}\Vert_{Y}=\infty$ (4.7)

となることがわかる。

上記の観察から、一般の変動環境における恥の定義として以下を導入しよう :

定義 42世代推進作用素 $K_{Y}$ によって生成される世代の系列の基本再生産数を以下のように定義する :

$R_{0}= \lim_{marrow}\sup_{\infty}\sqrt[m]{\Vert i_{m}\Vert_{Y}}=\lim_{marrow}\sup_{\infty}\sqrt[n]{\Vert K_{Y}^{m}i_{0}\Vert_{Y}}$ (4.8)

以下では上記の定義による $R_{0}$ が人口増加の閾値になるかどうかを検討しよう。 もし $R_{0}<1$ であれば、 正

数 $r>0$ と番号 $m_{0}$ が存在して $m0<m$ となる番号に対して $\sqrt[m]{\Vert i_{m}\Vert_{Y}}<r<1$ となる。 したがって各世代

のサイズは幾何級数的に減衰するから、人口は消滅に向かう :

$\lim_{marrow\infty}\Vert i_{m}\Vert_{Y}\leq\lim_{marrow\infty}r^{m}=0$

このとき、 各時刻における人口が有限個の世代分布の和であることから、 各時刻の人口数も時間とともにゼロ

へ収束する。

一方、島 $>1$ であれば、正数 $r>0$ と番号 $m(k),$ $k=1,2,$ $.$ . が存在して $m(1)<m(2)<\cdotsarrow+\infty$ ,
$m(k\sqrt[)]{\Vert i_{m(k)}\Vert_{Y}}>r>1$ となる。 そこで、 任意の $m(k)$ に関して、

$\Vert i\Vert_{Y}\geq\Vert i_{m(k)}\Vert_{Y}\geq r^{m(k)}$

であり、 これは

$\lim_{karrow\infty}||i_{m(k)}\Vert_{Y}=+\infty$

を意味している。従ってサイズが発散する世代系列が存在して、 $\Vert i\Vert_{Y}=+\infty$ である。 このとき、将来まで発

生する新生児の総数が無限大になるが、必ずしも長期的な正の増加率をもつとは限らない。

もう一つ重要な点は、 上記の定義における $R_{0}$ が初期データ $i_{0}$ に独立であるかどうかである。 はじめに定

義 (48) は、比較可能な初期データに関してはユニークな値を与えることに注意しよう。一般の場合、 (43)

からわかるように、初期データ $i_{0}=g$ は時刻ゼロで与えられた初期人口分布から発生する新生児密度である。
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人口が一様に原始的 (uniformly primitive) な時間発展過程で推進されていれば、 二つの初期データから出発
した人口分布は、時間が十分経過した後にはお互いに比較可能になっている ([16], [20])。分布が比較可能に
なった時点にあらためて時間原点をとりなおせば、上述の議論が適用できる。 それゆえ、 実は比較可能な初期
条件のもとで得られた結論は一般の初期データに関しても成り立っことになる。すなわち、 (4.8) で与えられ
る $R_{0}$ は初期データに無関係に決まる。

つぎに新たな定義による埼と世代推進作用素のスペクトル半径の関係をみよう。

$\Vert i_{m}\Vert_{Y}\leq\Vert K_{Y}^{m}\Vert_{\mathcal{L}(Y)}\Vert i_{0}\Vert_{Y}$

から、 以下を得る :

$\lim_{marrow}\sup_{\infty}n\sqrt[\prime]{\Vert i_{m}\Vert_{Y}}\leq\lim_{marrow}\sup_{\infty}\sqrt[m]{\Vert K_{Y}^{m}\Vert_{L(Y)}}\lim_{marrow}\sup_{\infty}\sqrt[m]{\Vert i_{0}\Vert_{Y}}=r(K_{Y})$

それゆえ、

$R_{0}= \lim_{marrow}\sup_{\infty}\sqrt[n]{\Vert i_{m}\Vert_{Y}}\leq r(K_{Y})$ (4.9)

である。

上記の不等号において、等号が成り立っための一般的条件は未だ不明であり、 それゆえ 「世代推進作用素の
スペクトル半径が $R_{0}$ を与える」 とは主張できない。 また一般に (4.8) において” $\lim\sup$”が”lim” にょって置

き換えられるかどうかも不明であるから、 世代解釈が完全とはいえない。
しかしながら、 少なくとも定常環境と周期的環境においては、我々の定義はこれまでの定義の拡張になっ

ていて、 世代推進作用素のスペクトル半径 $r(K_{Y})$ は従来の次世代作用素のスペクトル半径として与えられる
$R_{0}$ に等しいことがわかる。 それゆえ、 世代解釈も完全に成り立つ (証明略) :

定理 43純再生産作用素 $\Psi$ が時間に依存しないのであれば、 以下が成り立っ :

$r(K_{Y})=r(K_{E})= \lim_{marrow\infty}n\sqrt[1]{\Vert i_{m}\Vert_{Y}}$ (410)

定理 44純再生産作用素 $\Psi$ が時間に関して $\theta$-周期的であれば、以下が成り立っ :

$r(K_{Y})=r(K_{\theta})= \lim_{marrow\infty}\sqrt[n]{||i_{m}\Vert_{Y}}$ (4.11)

5 要約と課題

本研究において、我々は定常環境ないしは周期的な環境における在来の $R_{0}$ の定義のキーとなる次世代作用
素が、 時間に関して集計された新生児状態分布関数に作用することを示し、 時間をも状態変数に取り入れた拡
張された状態空間上で作用する世代推進作用素による世代の生成過程が、集計作用素によって次世代作用素の
反復過程に還元されることを示した。 このような還元によって、定常環境と周期環境における次世代作用素に
よる $R_{0}$ の世代解釈が成り立っことが明らかとなった。
さらに世代推進作用素にもとついて、一般的な変動環境における $R_{0}$ の定義を導入した。 新たな定義におけ

る $R_{0}$ は、 無限級数 (世代サイズの和) の収束条件として定式化される、 世代推進作用素のスペクトル半径と

して計算されるかどうかは一般にはわかっていない。 しかしながら、定常環境と周期的環境においては、 新た
な定義による $R_{0}$ は世代推進作用素のスペクトル半径として得られ、 このとき世代解釈が完全に成り立っ。す
なわち、

$R_{0}=r(K_{Y})= \lim_{marrow\infty}\sqrt[n]{\Vert i_{m}\Vert_{Y}}$ (5.1)
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である。 またこのとき、世代推進作用素のスペクトル半径 $r(K_{Y})$ は次世代作用素のスペクトル半径に一致す

る。 この意味で、 我々の新たな定義は、 これまでの次世代作用素による定常環境と周期的環境における $R_{0}$ の

定義の拡張になっている。 (5.1) が成り立つようなより一般的な変動環境のクラスを見いだすことは今後の

課題である。 また上で述べたように、一般の変動環境においては恥 $>1$ は必ずしも漸近的なマルサス係数

が正であることを意味しない。 $R_{0}=1$ のときは、世代和は収束することも発散することもある。定常環境と

周期的環境においては、 人口の内的成長率との正負と、 $R_{0}$ と 1の大小関係は正確に対応したが、そのような

シャープな閾値条件が成立するような、 より広い範囲の環境変動の条件を決定することも重要な課題である。
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