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\S 1. 代数幾何符号の発見

1977年に Goppa [5] が代数幾何符号を発見し，純粋数学である代数曲線論が，工学で
ある符号理論に役立つことが判明した．活発に研究された結果，符号化，復号化の多くの
課題が解決された [12]. 本稿では，代数曲線から構成される代数幾何符号の評価を紹介し
たのち，有限体上の代数曲線論の近年の発展と現状を概説したい．

まず符号理論の目標を復習しよう．$q$ を素数ベキとし，有限体 $F_{q}$ 上で，符号長 $n$ , 情報
次元 $k$ . 最小距離 $d$ の $[n, k, d]$ 線形符号に対し，符号化率 $R:= \frac{k}{n}$ , 相対距離 $\delta:=\frac{d}{n}$ と

定義する．復号を考慮しない場合，$n,$ $R,$ $\delta$ の内二つを固定したとき，残りの一つが大き
い方がよい符号である．

一方で有限体 $F_{q}$ 上種数 $g$ の代数曲線 $C$ から，下記の条件を満たす $q$ 元線形符号が構

成できる:
$n\leq\# C(F_{q}),$ $1\leq k\leq n,$ $n-k+1-g\leq d\leq n-k+1$ .

ここで $\# C(F_{q})$ は代数曲線 $C$ の $F_{q}$ 有理点数を表わす．最後の式から

$R+ \delta\geq 1-\frac{g-1}{n}$

が得られるので，種数 $g$ の代数曲線において，有理点を多数もつものがよい符号を構成す
ることが分かる．

代数曲線論において，

$N_{q}(g)$ $:= \max$ { $\# C(F_{q})|C$ : 種数 $g$ の代数曲線}

とおき，$F_{q}$ 有理点数がこの値に到達する代数曲線を optimal 曲線という．すなわち純粋
数学の問題として

「すべての有限体 $F_{q}$ と種数 $g$ に対して optimal 曲線を決定せよ．」
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を解決することが，論理的に最良の符号を与えることになる．

\S 2. 代数曲線論の発展

1933年に Hasse が楕円曲線，1941年に Weil が一般種数の代数曲線について

$N_{q}(g)\leq q+1+2g\sqrt{q}$

を示した．Hasse-Weil 上界といい，この上界に到達する代数曲線を最大曲線という．代

数幾何符号が発見されてから，数学者が再びこの問題に興味をもつこととなった．

1981年に Ihara [6] が

$N_{q}(g)\leq q+1+\lfloor(\sqrt{(8q+1)g^{2}+4(q^{2}-q)g}-g)/2\rfloor$

を与え，これは $g>$ $(q -\sqrt{}\S)$/2のとき Hasse-Weil 上界より優れている．ここで $\lfloor\rfloor$ はガ

ウス記号を表わす．

また 1983年に Serre [11] が Hasse-Weil 上界を改良し，

$N_{q}(g)\leq q+1+g\lfloor 2\sqrt{q}\rfloor$

を与えた．$Hasse-Weil$-Serre 上界とよぶ．さらに Serre [10] によると，代数曲線が有限
体 $F_{q}$ 上で，この上界に達するならば，その商曲線もこの上界に達する．
最大曲線について，Garcia, Stichtenoth ら [2] の研究がある．有限体 $F_{q^{2}}$ 上の Hermit

曲線
$y^{q}+y=x^{q+1}$

が最大曲線である．多くの最大曲線がこの代数曲線の商曲線として捉えることができる．

2007年に Giulietti, Korchm\’aros [4] が初めて Hermit 曲線の商曲線ではない最大曲線

を構成した．有限体 $F_{q^{6}}$ 上

$x^{q}+x=y^{q+1}$ , $y \frac{x^{q^{2}}-x}{x^{q}+x}=z^{A}q^{\frac{3+1}{+1}}$

で定義された代数曲線である．さらに Fanali, Giulietti [1] は，その商曲線を構成するこ
とで多くの最大曲線ができることを示した．

2010年に Garcia, Stichtenoth ら [3] は，これを一般化した最大曲線を構成した．$n>0$

を奇数とし，有限体 $F_{q^{2n}}$ 上

$x^{q}+x=y^{q+1}$ , $y^{q^{2}}-y=z^{g_{\frac{n+1}{q+1}}}$
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で定義された代数曲線である．Hermit 曲線の商曲線であるかどうか，現在研究が進めら

れている．

最大曲線以外の optimal 曲線について系統的な研究ができていない．van der Geer ら

による $N_{q}(g)$ のデータベースが http: $//www$ . manypoint $s.org/$ で公開されているが，

種数 4以上では $N_{q}(g)$ がほとんど決定されていないことがわかる．このデータベースに
は，有限体上において多数の有理点をもつ代数曲線の結果も集められており，代数幾何符

号のための代数曲線論の進展を知る上で役に立つ．

\S 3. $Hasse-Weil$-Serre 上界に達する代数曲線

最後に筆者の研究を少し紹介する．以下 $p$ を素数とする．

定理．[7] 有限体 $F_{p}$ 上で代数曲線 $D:y^{12}=x^{4}(1-x)$ が $Hasse-Weil$-Serre 上界に達する

必要十分条件は，$p\equiv$ lmod12, $\lfloor 2\sqrt{p}\rfloor\equiv 1mod 3$ , 整数 $n$ が存在して $p=L\sqrt{p}\rfloor^{2}+27n^{2}$

となることである．

定理．[8] 有限体 $F_{p}$ 上で代数曲線 $F:x^{6}+y^{6}=1$ が $Hasse-Weil$-Serre 上界に達する必

要十分条件は，$p\equiv$ lmod12, $\lfloor 2\sqrt{p}\rfloor\equiv 1$ mod3, 整数 $n$ が存在して $p=L\sqrt{p}\rfloor^{2}+27n^{2}$

となることである．

Buniakowski 予想．$a,$ $b,$ $c$ が整数，$a>$ O, gcd$(a, b, c)=1,$ $a+b$ と $c$ の少なくとも

一方が奇数 さらに $b^{2}-4ac$ が平方でないとすると，$an^{2}+bn+c$ の形の素数が無限個

存在する．

命題．[7] [8] Buniakowski 予想が正しいとすると，定理の条件を満たす素数が無限個存在
する．

命題．[8] [9] 楕円曲線を $E_{1}$ : $y^{2}=x^{3}+1,$ $E_{2}$ : $y^{2}=x^{3}-\dot{1},$ $E_{3}$ : $y^{2}=x^{3}+4$ ,

$E_{4}$ : $y^{2}=x^{3}-4,$ $E_{5}$ : $y^{2}=x^{3}+ \frac{1}{4},$ $E_{6}$ : $y^{2}=x^{3}- \frac{1}{4}$ とおくと，

(i) 代数曲線 $D$ の Jacobian は $J_{D}\sim E_{3}\cross E_{5}^{2}\cross E_{6}$ と完全分解される;

(ii) 代数曲線 $F$ の Jacobian は $J_{F}\sim E_{1}^{4}\cross E_{2}^{2}\cross E_{3}^{2}\cross E_{4}\cross E_{5}$ と完全分解される．

これらの楕円曲線の虚数乗法は $Z[\omega]$ である．

\S 4. 結び

代数幾何符号が発見されてから，有限体上の代数曲線論の研究が盛んになった．ところ

が，工学の観点から提起された問題は，純粋数学においても実に難しく，数学者のチャレ

ンジ精神を刺激している．前節の定理は，コンピュータ探索で得られた結果を定式化した

ものである．この分野では工学，数学，コンピュータサイエンスが交差していて，興味深

いことである．
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