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この小論では [2] の概略を述べる．詳細については [2], [1] を参照せよ．

まず定義などを簡単に説明する．$n$ 次正方行列 $A,$ $B\in M_{n}(\mathbb{C})$ に対し，
$A\geqq B$ を $\langle x,$ $Ax\rangle\geqq\langle x,$ $Bx\rangle(\forall x\in \mathbb{C}^{n})$ と定義する．$A\geqq 0$ のとき $A$ は

positive semidefinite であるという．
$H^{n}:= \{x=(x_{i})\in \mathbb{C}^{n}:\sum_{i=1}^{n}x_{i}=0\}$ とおく．エルミート行列 $A\in$

$M_{n}(\mathbb{C})$ が $\langle x,$ $Ax\rangle\geqq 0(\forall x\in H^{n})$ をみたすとき conditionally positive definite
であるという (略して c.p.d.). また $-A$ が c.p.d. であるとき conditionally
negative definite であるという (略して c.n. $d.$ ).

$f$ : $(0, \infty)arrow(0, \infty)$ が matrix monotone of order $n$ (n-monotone) と

は，可逆な positive semidefinite $A,$ $B\in M_{n}(\mathbb{C})$ に対し $A\geqq B\Rightarrow f(A)\geqq$

$f(B)$ が成立することをいう．
任意の $n\in N$ に対して n-monotone であるとき operator monotone であ
るという．

相異なる $t_{1},$
$\ldots,$ $t_{n}>0$ に対し

$L_{f(t)}(t_{1}, \ldots, t_{n}):=[\frac{f(t_{i})-f(t_{j})}{t_{i}-t_{j}}]_{i,j=1}^{n}$

を ( $f$ に関する) Loewner行列といい，次が成り立つ．

$f$ : operator monotone $\Leftrightarrow L_{f(t)}(t_{1}, \ldots, t_{n})\geqq 0$ $(\forall n\in N,$ $\forall t_{i}>0$ : distinct$)$

$\Leftrightarrow f(t)=\alpha+\beta t+\int_{0}^{\infty}\frac{t}{\lambda+t}d\nu(\lambda)$

( $\alpha,$ $\beta\geqq 0,$ $\nu$ : positive measure on $(0,$ $\infty)$ )

$t_{1},$ $\ldots,t_{n}>0$ に対し
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$K_{f(t)}(t_{1}, \ldots, t_{n}):=[\frac{f(t_{i})+f(t_{j})}{t_{i}+t_{j}}]_{i,j=1}^{n}$

を ( $f$ に関する) anti-Loewner行列という．

最近，Audenaert が次のような特徴付けを得た．

Theorem (Audenaert [1])
$f$ :($0$ , oo) $arrow(O, \infty),$ $C^{1}$ とすると，次は同値である．

(a) $K_{f(t)}(t_{1}, \ldots, t_{n})\geqq 0$ $(\forall n\in N,\forall t_{i}>0$ : distinct $)$ .

(b) $t\mapsto f(\sqrt{t})\sqrt{t}$ on $(0, \infty)$ は operator monotone.

(c) $t \mapsto-\frac{f(\sqrt{t})}{\sqrt{t}}$ on $(0, \infty)$ は operator monotone.

(d) $f(t)= \frac{\alpha}{t}+\beta t+\int_{0}^{\infty}\frac{t}{\lambda+t^{2}}d\nu(\lambda)$ ( $\alpha,$ $\beta\geqq 0,$ $\nu$ : positive measure on $(0,$ $\infty)$ ).

Proposition
$f$ : $(0, \infty)arrow(0, \infty)$ , differentiable, $f(0)=f’(0)=0$ とする．

$t_{1},$ $\ldots,t_{n}>0$ が任意に与えられたとき

$K_{f(t)}(t_{1}, \ldots t_{n},t_{n+1})$ cnd. $(\forall t_{n+1}>0)$

$\Rightarrow K_{ft)}+_{t}(t_{1}, \ldots, t_{n})\geqq 0$

$\Rightarrow K_{f(t)}(t_{1}, \ldots,t_{n})$ cnd.

が成り立つ．

この Proposition と Audenaert の特徴付けより次の Theorem を得る．

Theorem
$f$ : $(0, \infty)arrow(0^{\cdot}, \infty),$ $C^{1},$ $f(0)=f’(0)=0$ とする．
次は同値である．

(a) $K_{f(t)}(t_{1}, \ldots,t_{n})$ c.n.d. $(\forall n\in N,$ $\forall t_{i}>0$ : distinct$)$

(b) $K\mathscr{H}(t_{1}, \ldots, t_{n})\geqq 0$
$(\forall n\in N,$ $\forall t_{i}>0$ : distinct $)$

このとき

$f(t)= \beta t^{3}+\int_{0}^{\infty}\frac{t^{3}}{\lambda+t^{2}}d\nu(\lambda)$

$\beta\geqq 0,$ $\nu$ :positive measure on $(0, \infty)$ , である．
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このとき，$f$ は単調増加関数であるので逆関数を考えることができる．

ここで infinitely divisible の定義を述べる．$X=[x_{ij}]\in M_{n}(\mathbb{C})$ , $x_{ij}\geqq 0$ ,
が $[x_{i}^{k_{j}}]\geqq 0(\forall k>0)$ をみたすとき $X$ は infinitely divisible であるという．

Bapat の定理より次の事がわかる．

Corollary
$K_{f^{-1}}$ は infinitely divisible である．
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