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1 序文

Banach空間の定数として，von Neumann-Jordan定数，James定数，the modulus of

convexity など多く存在する．これらは幾何学的構造を調べる際有効な道具となって
いる．また，定数自身の相互関係についても研究が行われている ([11,13,15,16,17]).

Fitzpatrick-Reznick[8] は次の定数を定義した:Banach空間 $X$ に対して，

$s(X)= \sup\{\lim_{tarrow 0^{+}}\frac{\Vert x+ty\Vert-\Vert y+tx\Vert}{t}$ : $\Vert x\Vert=\Vert y\Vert=1\}$ .

この定数を $X$ の skewness と言う．彼らは，この定数を用いた Hilbert空間の特徴づ

け，uniformly non-square 性の特徴づけを行い，また $L_{p}(1\leq p\leq\cdot\infty)$ 空間における

skewness を計算した．

本講演では，一般の Banach空間における skewness と幾何学的定数の一つである

James定数との関係についての最近の結果を報告する．

$X$ を Banach空間とする．$X$ が uniformly non-square であるとは，ある $\delta>0$が存

在して

$\Vert x\Vert=\Vert y\Vert=1,$ $\Vert\frac{x-y}{2}\Vert>1-\delta\Rightarrow\Vert\frac{x+y}{2}\Vert\leq 1-\delta$

であるときを言う．また，$X$ の James定数を

$J(X)= \sup\{\min(\Vert x+y\Vert, \Vert x-y|\}) : x, y\in X, \Vert x\Vert=\Vert y\Vert=1\}$ .

と定義する ([9]).
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命題 1 ([9]) (i) 任意の Banach空間 $X$ に対して西 $\leq J(X)\leq 2$ .
(ii) $X$ が unifomly non-square であることと $J(X)<2$ は同値．

(iii) 任意の Hilbert空間 $X$ に対して $J(X)=$ 而である．
(iv)1 $\leq p\leq\infty$ とする．このとき，$J(L_{p})= \max\{2^{1/p}, 2^{1/p’}\}$ , ここで $1/P+1/p’=1$ .

2 Skewness
Banach空間の skewness の性質を述べる．[8] にあるように，

$s(X)= \sup\{\langle x, y\rangle-\langle y, x\rangle:x, y\in X, \Vert x\Vert=\Vert y\Vert=1\}$ .

ここで

$\langle x,$ $y \rangle=\Vert x\Vert\cdot\lim_{tarrow 0+}\frac{\Vert x+ty\Vert-\Vert x\Vert}{t}$ $(x, y\in X)$ .

$\langle\cdot,$ $\cdot\rangle$ は $X$ が smooth のとき，Ritt[14] における generalized inner product である．実
際，$X$ が Hilbert空間のとき，$(\cdot,$ $\cdot)$ を $X$ の内積とすると，

$\langle x,$
$y \rangle=\frac{1}{2}\lim_{tarrow 0^{+}}\frac{||x+ty||^{2}-\Vert x\Vert^{2}}{t}$

$= \frac{1}{2}\lim_{tarrow 0+}\frac{\Vert x\Vert^{2}+2t(x,y)+t^{2}\Vert y\Vert^{2}-\Vert x\Vert^{2}}{t}$

$=^{\underline{1}} \lim(2(x, y)+t\Vert y\Vert^{2})$

2 $tarrow 0+$

$=(x, y)$ .

$X$ が Hilbert 空間ならば差 $\langle x,$ $y\rangle-\langle y,$ $x\rangle$ は $0$ であるが，一般の Banach空間では $0$

になるとは限らない．

例．([8]) 2次元空間 $p_{\infty}$ を考える．$0<\alpha<1$ とする．$x=(1, \alpha-1),$ $y=(1-\alpha, 1)$ と

おく．$\Vert x\Vert_{\infty}=\Vert y\Vert_{\infty}=1$ . また $t>0$ (ただし，十分小) とすると

$\Vert x+ty\Vert_{\infty}=1+t(1-\alpha)$ , $\Vert y+tx\Vert_{\infty}=1+t(\alpha-1)$ .

よって，$\langle x,$ $y\rangle-\langle y,$ $x\rangle=2(1-\alpha)>0$ .

Skewness の性質として次が知られている．
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命題 2([8]) (i)Banach空間 $X$ において $0\leq s(X)\leq 2$ .

(ii) $X$ が Hilbert空間であることと $s(X)=0$ は同値

(iii) $x*$ を $X$ の双対空間とする．このとき $s(X^{*})=s(X)$ .

(iv) $s(L_{1})=s(L_{\infty})=2,$ $s(L_{2})=0.2<p<\infty$ に対して

$s(L_{p})= mo\frac{2(t-t^{p-1})}{1+t^{p}}t$ .

3 Skewness と James定数

Banach空間における uniformly non-square性の度合いを表す James定数と skew-

ness との関係を考える．Banach空間 $X$ に対して，次の modulus of smoothness を定
義する:

$\rho_{X}(\tau)=\sup\{\frac{\Vert x+\tau y\Vert+\Vert x-\tau y\Vert}{2}-1:x,$ $y\in X,$ $\Vert x\Vert=\Vert y\Vert=1\}$ .

Baronti-Papini [4] は次を示した．

定理 3([4]) $X$ を Banach空間とする．このとき，

$s(X)\leq 2\rho_{X}(1)$ .

Takahashi-Kato[16] は $\rho x(1)$ と $J(X)$ の関係を与えた．

定理 4([16]) $X$ を Banach空間とする．このとき，

$\rho_{X}(1)\leq 2\{1-\frac{1}{J(X)}\}$ .

上記の 2つの結果から次が得られる．

定理 5 $X$ を Banach空間とする．このとき，

$s(X) \leq 4\{1-\frac{1}{J(X)}\}$ .

また，次の関係が得られる．
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補題 6 $X$ を Banach空間とする．このとき，任意の $0<t\leq 1$ なる $t$ に対して

$s(X) \geq\frac{2(J(X)-2+t-t^{2})}{t(1+t)}$ .

関数

$f(t)= \frac{2(J(X)-2+t-t^{2})}{t(1+t)}$

の最大値を求めることにより次が得られる．

定理 7 $X$ を Banach空間とする．このとき

$s(X)\geq 2+4(2-J(X))-4\sqrt{(2-J(X))(4-J(X))}$.

以上の定理をまとめると，

定理 8 $X$ を Banach空間とする．このとき

$2+4(2-J(X))-4 \sqrt{(2-J(X))(4-J(X))}\leq s(X)\leq 4\{1-\frac{1}{J(X)}\}$ .

この定理から $s(X)=2$ と $J(X)=2$ が同値であることがわかる．従って次が得ら
れる．

系 9 ([8]) $X$ を Banach空間とする．このとき $X$ が uniformly non-square であるこ

とと $s(X)<2$ は同値である．
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