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概要
凸関数に対するサンドイッチ定理は，Fenchel 双対性と同値であるなど，凸計画問題

において非常に重要な役割をなす定理である．我々は [8] において，準凸関数に対する
サンドイッチ定理を示し，それを用いて新しい Lagrange型の双対定理を示した．本論
文では，準凸関数に対するサンドイッチ定理を紹介し，定理が適用できるような具体的
な関数の組について考察する．

1 導入
凸計画問題におけるサンドイッチ定理とは次のような定理である; $f,$ $g$ をそれぞれ下半連

続真凸関数であり $f\geq-g$が成り立つものとすると，いくつかの仮定の下で，$f\geq K\geq-g$

を満たすようなアフィン関数 $K$ が存在する．このサンドイッチ定理は Fenchel双対性と同
値であるなど，凸計画問題において非常に重要な役割をなす定理である．([1])
我々は，[8] において，準凸関数に対するサンドイッチ定理を示した．すなわち，$f,$ $g$ をそ

れぞれ下半連続準凸関数であり $f\geq-g$が成り立つものとするとき，$f\geq K\geq-g$を満たす
ような準アフィン関数 $K$ が存在するための十分条件について考察した．さらに，そのサン
ドイッチ定理を用いて，準凸計画問題に対する新しい双対定理とその最弱の制約想定につ
いて考察を行った．
本論文では，[8] におけるサンドイッチ定理を紹介し，条件を満たすような具体的な関数
の組について考察する．

2 準備
本論文を通じて，$X$ は局所凸ハウスドルフ線形位相空間，$x*$ をその双対空間，$f$ は $X$ か

ら $\overline{\mathbb{R}}=[-\infty,$ $\infty|$ への関数とする．$f$ が準凸関数であるとは，任意の $x_{1},$ $x_{2}\in X,$ $\alpha\in(0,1)$

に対して，
$f((1- \alpha)x_{1}+\alpha x_{2})\leq\max\{f(x_{1}), f(x_{2})\}$

が成り立つときをいう．次に，任意の $\alpha\in \mathbb{R}$ と $\overline{\mathbb{R}}$ 上の二項関係◇に対して関数 $f$ のレベル

集合を次のように定義する:

$L(f,$ ◇$,\alpha)=\{x\in X|f(x)$ ◇ $\alpha\}$ .
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このとき，$f$ が準凸関数であることと，任意の $\alpha\in \mathbb{R}$ に対して $L(f, \leq, \alpha)$ が凸集合であるこ
とは同値である．また，$f$ が準凹関数であるとは，$-f$ が準凸関数であるときをいい，関数 $f$

が準アフィン関数であるとは，$f$が準凸かつ準凹であるときをいう．重要な事実として，$f$ が

下半連続準アフィン関数であることと，$f=k\circ w$ となるような $k\in Q$ および $w\in X^{*}$ が存
在することが同値であることが知られている．ここで，$Q=$ { $h$ : $\mathbb{R}arrow\overline{\mathbb{R}}$ ; 下半連続非減少}
である．この事実は，準アフィン関数とはある種の単調性を持った関数である，ということ
を示している．次に，準凸関数に関する次の定理を紹介する．

定理 1. [5] $f$が下半連続準凸関数であることと，$f= \sup_{i\in I}k_{i}\circ w_{i}$ となるような $I$ : 添字集
合，$\{k_{i}\}_{i\in I}\subset Q$ および $\{w_{i}\}_{i\in I}\subset X^{*}$ が存在することは同値である．

定理 1は，下半連続準凸関数はある下半連続準アフィン関数の族の上限に等しいという
ことを示している．このことは，下半連続凸関数が，アフィン関数の上限に等しいというこ
とと非常に良く対応している．[6] において我々は，この定理を用いて準凸関数の生成集合
を次のように定義した．

定義 1. [6] $\{(k_{i}, w_{i})|i\in I\}\subset Q\cross X^{*}$ が準凸関数 $f$の生成集合であるとは $f= \sup_{i\in I}k_{i}ow_{i}$

が成り立つときをいう．

定理 1より，任意の下半連続準凸関数は少なくとも一つの生成集合を持つ．中でも代表的
な例として，$f$ が下半連続真凸関数であるとき，$\{(k_{v}, v)|v\in$ dom$f^{*},$ $k_{v}(t)=t-f^{*}(v),\forall t\in$

$\mathbb{R}\}\subset Q\cross X^{*}$ は $f$ の生成集合である．実際，任意の $x\in X$ に対して，

$f(x)=f^{**}(x)= \sup\{(v,x\rangle-f^{*}(v)|v\in$ dom$f^{*}$ } $= \sup_{v\in domf^{*}}k_{v}(\langle v, x\rangle)$
,

が成り立つことよりわかる．
次に，非減少関数に対する逆写像の拡張概念を紹介する．次の関数 $h^{-1}$ を，$h\in Q$ の

hypo-epi-inverse という:

$h^{-1}(a)= \inf\{b\in \mathbb{R}|a<h(b)\}=\sup\{b\in \mathbb{R}|h(b)\leq a\}$ .
$h$ が逆写像を持つ場合，逆写像と hypo-epi-inverseは一致することが知られている ([5]). そ
こで本論文では $h$ の $hyp\sim epi$-inverse を $h^{-1}$ と書く．

$X$ の部分集合 $A$ が evenly convex であるとは，$A$ がある開半空間の共通部分としてあら
わされるときをいう．また，関数 $f$ が evenly quasiconvex であるとは，任意の $\alpha\in \mathbb{R}$ に対
して $L(f, \leq, \alpha)$ が evenly convex であるときをいい，$f$ が evenly quasiaffine であるとは，$f$

が evenly quasiconvexかつ準凹関数であるときをいう．[5] において，Penot, Volle は evenly
quasiaffine関数に対する次のような同値条件を示した．

定理 2. 次の二つの条件は同値である．

(i) $f$ : evenly quasiaffine,

(ii) $f=kow$ となるような $k\in G$および $w\in X^{*}$ が存在する．

ここで $G=\{h$ : $\mathbb{R}arrow\overline{\mathbb{R}}|h$ : 非減少関数 $\}$ である．
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3 サンドイッチ定理
次のような準凸関数の集合を考える．

三 (X) $= \{\sup_{1\in I}k_{i}ow_{i}|\{(k_{\dot{\iota}}, w_{i})|i\in I\}\subset G_{R}\cross X^{*}$ , co$\{w_{i}|i\in I\}$ : 汎弱コンパクト $\}$ .

ただし，$G_{R}=\{h$ : $\mathbb{R}arrow \mathbb{R}|h$ : 非減少関数 $\}$ とする．この集合に属する具体的な関数とし
て，$f= \sup_{i\in I}k_{i}ow_{i},$ $\{(k_{1}, w_{i})|i\in I\}\subset G_{R}\cross X^{*}$であり，

(1) $I$ : 有限集合，

(2) $I$ : コンパクト位相空間，$\{w_{i}|i\in I\}$ : 凸集合，$w_{i}:I$上で汎弱連続，

の場合がある．また，$X$ がノルム空間である場合，適切な生成集合をとることにより，任意
の下に有界な準凸関数が菖 (X) に属する．

[8] において，我々は準凸関数に対する次のようなサンドイッチ定理を示した．

定理 3. [8] $f,$ $g$ を富 (X) に属するような真準凸関数とし，$f= \sup kow$ ,
$f$は上半連続かつ $f\geq-g$ とする．このとき，$0\not\in B=$ co $\bigcup_{\lambda\in R}\{x-y|f(x)<\lambda,g(y)<-\lambda\}$

が成立するならば，$f\geq K\geq-g$ となるような実数値 evenly quasiaffine関数 $K$ が存在する．

定理 3における条件

(1)
$0 \not\in B=co\bigcup_{\lambda\in R}\{x-y|f(x)<\lambda, g(y)<-\lambda\}$

が，サンドイッチ定理が成り立つための十分条件である．ここからは，この条件 (1) が成り
立つような具体的な関数の組について考察する．

定理 4. $f$ を準凸関数，$A\subset X$を凸集合とし，$\alpha=\inf_{x\in A}f(x)\in \mathbb{R}$ と仮定する．このとき，$f$

と $\delta_{A}-\alpha$に対して条件 (1) が成立する．

定理 4は [8] の Theorem 2の証明内において示されている結果であり，証明は省略する．
この結果を用いて準凸計画問題に対する新しい双対定理を導いている．

定理 5. $f,$ $g$ をそれぞれ凸関数とし $f\geq-g$が成り立つとする．このとき，$f$ と $g$ に対して
条件 (1) が成立する．

Proof. $0\in B$ と仮定すると，$B$ の定義より，$m\in N,$ $\lambda_{1},$

$\cdots,$
$\lambda_{m}\in \mathbb{R},$ $\beta_{1},$

$\cdots,$
$\beta_{m}\geq 0$ ,

$x_{1},$ $\cdots,x_{m}\in X,$ $y_{1},$ $\cdots,y_{m}\in X$ が存在して，

$\{\begin{array}{l}\sum_{*=1}^{m}\beta_{i}=1,0=\sum_{i=1}^{m}\beta_{t}(x_{i}-y_{1}),f(x_{i})<\lambda_{i},g(y_{i})<-\lambda_{i},\forall i\in\{1, \cdots,m\},\end{array}$
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が成立する．ここで，$x_{0}= \sum_{i=1}^{m}\beta_{i}x_{i}$ とおくと，

$0$ $\leq$ $f(x_{0})+g(x_{0})$

$=$ $f( \sum_{i=1}^{m}\beta_{i}x_{i})+g(\sum_{i=1}^{m}\beta_{i}y_{i})$

$=$ $\sum_{i=1}^{m}\beta_{i}f(x_{i})+\sum_{i=1}^{m}\beta_{i}g(y_{i})$

$<$ $\sum_{i=1}^{m}\beta_{i}\lambda_{i}+\sum_{i=1}^{m}\beta_{i}(-\lambda_{i})$

$=$ $0$

となり，矛盾．よって条件 (1)が成立する．口

凸関数に対するサンドイッチ定理は，$f,$ $g$ が下半連続真凸関数でありさらにいくっかの
条件が成り立つ場合にアフィン関数が存在する，というものであったが 定理 5により，$f$ ,
$g$が凸関数であれば $f\geq K\geq-g$ となるような準アフィン関数が存在する，ということが示
される．

定理 6. $X$ をノルム空間，$y\in X,$ $\beta>0,$ $\gamma\geq\delta>0$ とする．また，任意の $x\in X$ に対して $f$ ,
$gXarrow \mathbb{R}$を次のように定義する．

$f(x)$ $=$ $\gamma\sqrt{||x\Vert}$ ,
$g(x)$ $=$ $\delta\sqrt{\Vert x-y\Vert}-\beta$ .

このとき，$f\geq-g$ ならば，$f$ と $g$ に対して条件 (1) が成立する．

Proof. $f,$ $g$ の定義より，
$f\geq-g\Leftrightarrow\delta\cdot\sqrt{\Vert y\Vert}\geq\beta$

が成り立つ．実際，$f\geq-g$ ならば $f(O)\geq-g(O)$ より，$\delta\sqrt{\Vert y\Vert}\geq\beta$ は明らかである．次に，
$\delta\sqrt{\Vert y\Vert}\geq\beta$ と仮定する．任意の $x\in X$ に対して $\Vert y\Vert\leq\Vert x\Vert+\Vert y-x\Vert$ より，

$\sqrt{\Vert y\Vert}\leq\sqrt{}\Vert x1+|-:_{x\Vert<\text{〉^{}/}\Vert x\Vert+\sqrt{\Vert x-y\Vert}}$ .

$\gamma\geq\delta>0$ より，

$\beta\leq\delta\sqrt{\Vert y\Vert}\leq\delta\sqrt{\Vert x\Vert}+\delta\sqrt{\Vert x-y\Vert}\leq\gamma\sqrt{\Vert x\Vert}+\delta\sqrt{\Vert x-y\Vert}$.

一方，$f,$ $g,$ $B$ の定義より，

$B= co\bigcup_{\lambda\in(0,\beta)}(B(0,$ $\frac{\lambda^{2}}{\gamma^{2}})-B(y,$
$\frac{(\beta-\lambda)^{2}}{\delta^{2}}))=co\bigcup_{\lambda\in(0,\beta)}(B(-y,$

$\frac{\lambda^{2}}{\gamma^{2}}+\frac{(\beta-\lambda)^{2}}{\delta^{2}}))$ .
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ただし，$B(z, r)=\{x\in X|\Vert z-x\Vert<r\}$ である．$\frac{\lambda^{2}}{\gamma^{2}}+\frac{(\beta-\lambda)^{2}}{\delta^{2}}$ は $\lambda$ に関する凸関数より，
$[0, \beta]$ における最大値は $\lambda=0$ または $\beta$ のときのどちらかである．今，$\gamma\geq\delta$ より，$\lambda=0$ の
とき最大値餐をとる．よって，

$\bigcup_{\lambda\in(0,\beta)}(B(-y,$
$\frac{\lambda^{2}}{\gamma^{2}}+\frac{(\beta-\lambda)^{2}}{\delta^{2}}))=B(-y,$ $\frac{\beta^{2}}{\delta^{2}})$ ,

であり，$B(-y,\delta L_{2}^{2})$ は凸集合であるので，

$B=B(-y,$ $\frac{\beta^{2}}{\delta^{2}})$ .

以上のことから

$f\geq-g$ $\Leftrightarrow$ $\delta\sqrt{\Vert y\Vert}\geq\beta$

$\Leftrightarrow$ $\delta^{2}\Vert y\Vert\geq\beta^{2}$

$\Leftrightarrow$
$\Vert y||\geq\frac{\beta^{2}}{\delta^{2}}$

$\Leftrightarrow$ $0\not\in B(-y,$ $\frac{\beta^{2}}{\delta^{2}})$

$\Leftrightarrow$ $0\not\in B$ .

口

定理 6より，凸関数ではないような準凸関数に対しても，自然に条件 (1) が成り立つこと
が分かる．
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