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1. はじめに

パラメトリックなモデルの推定において，ダイバージェンス最小化による推定法
は長い歴史をもつ．最もよく知られるのは，Kullback-Leibler 情報量 (K-L情報量)

最小化に基づく最尤推定であろう．標本数が十分ではないとき，最尤推定量 (MLE)
は異常値の影響を受けやすいという欠点をもつ．一方，Hjort (1994), Scott (2001)
は，$L_{2}$ 距離最小化に基づく $L_{2}$ 推定量を提案した．$L_{2}$ 推定量は異常値に対して頑
健ではあるものの，漸近有効ではないという欠点をもっ．これらに対して，Basu
et al. (1998) は density power divergence (DPD) を提案した．DPD は，チューニ
ングパラメータ $\alpha(\geq 0)$ の値を変えることによって頑健性と漸近有効性のトレー
ドオフを調節した推定を考えることができ，$\alpha=0$ のときに K-L情報量と一致し，

$\alpha=1$ のときに $L_{2}$ 距離と一致する．Jones et al. (2001), Basu et al. (2006) は，
DPD最小化によって与えられる推定量の漸近的性質を研究した．関連する研究と
して，Fujisawa and Eguchi (2006) は，$\beta-$ダイバージェンスという DPD と同等な
ダイバージェンスに基づいて，1次元混合正規分布のパラメータを推定するため
のアルゴリズムを提案した．また，Fujisawa and Eguchi(2008)では，$\gamma-$ダイバー

ジェンスという頑健な推定を考えた．
DPD最小化による推定は，漸近有効ではあるが頑健でない MLE と，頑健では
あるが漸近有効でない $L_{2}$ 推定との間の，架け橋として考えることができる．頑健
性と漸近有効性を調節するためには，$\alpha$ の値を適切に決めることが重要である．$\alpha$

の選択法について，Hong and Kim (2001), Warwick and Jones (2005), Warwick
(2005), Durio and Isaia (2011) 等の研究があるが，モデル選択の立場からは，使い
勝手がいいとは必ずしも言い難い．最近，Kobayashi et al. (2011) は，異常値混入
モデルにおける潜在分布のクラス数とモデルを有効に推定するための $\alpha$ の選択法
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を提案した．そこでは，異常値混入モデルにおける DPD ( $\beta-$ダイバージェンス) を
漸近的に評価し，潜在分布のモデル選択のための新しい情報量規準を与えた．
本稿では，Kobayashi et al. (2011) が与えた DPD の漸近理論に基づいて，回帰
モデルにおける頑健なモデル選択のための，新しい情報量規準を提案する．提案
する情報量規準が，異常値に対して頑健なモデル選択を保証することを，理論的
かっ数値的に考察する．

2. 異常値に対して頑健な推定量
$d$ 次元データ $x$ を生成する真の分布の密度関数を $g(x)$ とし，その分布関数を

$G(x)$ とする．$\theta=(\theta_{1}, \ldots, \theta_{p})^{T}$ はあるパラメータ数 $P$ をもつパラメータベクトルと

する．未知の $g(x)$ を近似するモデルを $f(x|\theta)$ とし，これを異常値に対して頑健に
構築したい．そのために，$f(x|\theta)$ の $g(x)$ に対する近さを

$D_{\alpha}(g(x);f(x|\theta))=\{\begin{array}{l}\frac{1}{\alpha}\int_{R^{d}}g(x)^{1+\alpha}dx-(1+\frac{1}{\alpha})\int_{R^{d}}f(x|\theta)^{\alpha}g(x)dx+\int_{R^{d}}f(x|\theta)^{1+\alpha}dx (\alpha>0), (2.1)\int_{R^{d}}(\log g(x)-\log f(x|\theta))g(x)dx (\alpha=0)\end{array}$

で測る．$D_{\alpha}(g(x);f(x|\theta))$ は density power divergence(DPD) といい，次の性質を
もつ．

(i) $D_{\alpha}(g(x);f(x|\theta))\geq 0$

(ii) $D_{\alpha}(g(x);f(x|\theta))=0\Leftrightarrow g(x)=f(x|\theta),$ $\forall x\in R^{d}$

$D_{\alpha}(g(x);f(x|\theta))$ が小さいほど，モデル $f(x|\theta)$ は真の $g(x)$ に近いと考えられる．
これ以降は，$\alpha>0$ の場合を扱う．いま，

$C_{\alpha}(g(x);f(x| \theta))=\int_{R^{d}}f(x|\theta)^{1+\alpha}dx-(1+\frac{1}{\alpha})\int_{R^{d}}f(x|\theta)^{\alpha}g(x)dx$ (2.2)

とおく．これを用いて

$D_{\alpha}(g(x);f(x|\theta))=C_{\alpha}(g(x);f(x|\theta))-C_{\alpha}(g(x);g(x))$ (2.3)

と表せるので，$D_{\alpha}(g(x);f(x|\theta))$ を最小にするパラメータは，

$\theta_{\alpha}=a_{\theta\in\Theta}g\min C_{\alpha}(g(x);f(x|\theta))$

で与えられる．．ただし，$\Theta$ は $\theta$ の開空間である．(2.2) 式における $g(x)$ の分布関数
$G(x)$ を経験分布関数 $\hat{G}(x)$ で置き換え，

$\ell_{\alpha}(\theta;f(x|\theta))=\int_{R^{d}}f(x|\theta)^{1+\alpha}dx-(1+\frac{1}{\alpha})n^{-1}\sum_{i=1}^{n}f(x_{i}|\theta)^{\alpha}$ (2.4)
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とおく．そのとき，
$\hat{\theta}_{\alpha}=\arg_{\Theta}in\ell_{\alpha}(\theta;f(x|\theta))$

を用いて構築したモデル $f(x|\hat{\theta}_{\alpha})$ は，データ数 $n$ が大きいときに漸近的に最適な
モデルと考えられる．$\hat{\theta}_{\alpha}$ は最小 DPD 推定量 (MDPDE) とよばれ，$\alpha=0$ のとき
に最尤推定量 (MLE) と一致し，$\alpha=1$ のときに Scott(2001) が提案した $L_{2}$ 推定量

と一致する．

いま，$I_{\alpha}(\theta),$ $J_{\alpha}(\theta)$ を

$I_{\alpha}( \theta)=\int_{R^{d}}\frac{\partial l_{\alpha}(\theta;f(x|\theta))\partial\ell_{\alpha}(\theta;f(x|\theta))}{\partial\theta\partial\theta^{T}}dG(x)$,

$J_{\alpha}( \theta)=\int_{R^{d}}\frac{\partial^{2}l_{\alpha}(\theta;f(x|\theta))}{\partial\theta\partial\theta^{T}}dG(x)$

と定義し，$f(x|\theta)$ について次の正則条件を仮定する :

(Al) $f(x|\theta)$ の台 $A=\{x|f(x|\theta)>0\}$ は $\theta$ に無関係である．

(A2) $\int_{R^{d}}f(x|\theta)^{1+\alpha}dx<\infty$ であり，すべての $x$ で $f(x|\theta)$ は $\theta$ に関して 3階連
続微分可能である．また，$\theta$ に関する微分と $x$ に関する積分の順序交換可能
である．

(A3) $J_{\alpha}(\theta_{\alpha})>O$ であり，すべての成分は有界である．

(A4) すべての $\theta\in\Theta$ について

$| \frac{\partial^{3}p_{\alpha}(\theta;f(x|\theta))}{\partial\theta_{i}\partial\theta_{j}\partial\theta_{l}}|\leq M_{ijl}(x)$ ,

となる $M_{ijl}(x)$ が存在する．

$E_{G}[M_{ijl}(x)]<\infty$ ; $i,j,$ $l=1,$ $\ldots,p$

そのとき，MDPDE は次の漸近正規性をもつ．

$\sqrt{}(\hat{\theta}_{\alpha}-\theta_{\alpha})arrow dN_{p}(0, J_{\alpha}(\theta_{\alpha})^{-1}I_{\alpha}(\theta_{\alpha})J_{\alpha}(\theta_{\alpha})^{-1}))$ as $narrow\infty$ . (2.5)

次に，MDPDEの異常値に対する頑健性を，シミュレーション実験で検証する．
真の分布に，次のような異常値が混入した分布を考えた．

$g(x)=0.97\phi(x|0,1)+0.03\psi(x|4<x<8)$

ここで，$\phi(x|0,1)$ は潜在分布を表し，標準正規分布 $N(0,1)$ を仮定した．一方，
$\psi(x|4<x<8)$ は異常値の分布を表し，区間 (4,8) の一様分布 $U(4,8)$ を仮定し
た．つまり，真の分布には，3% の確率で異常値が混入した状況を考えた．真の分
布の平均と分散は，$E(x)=0.180,$ $V(x)=2.058$である．$g(x)$ から独立にデータを

100個発生させ，真の分布の平均と分散を MLE $(\alpha=0)$ と MDPDE $(\alpha=0.1,0.3$ ,

152



09) で推定した．これを独立に 1000回繰り返し，推定値の平均とその分散 (括弧
内 $)$ を纏めたものが表 1である．MLE は，異常値の影響を忠実に反映して，異常
値が混在した真の分布の平均と分散を推定した．それに対して，MDPDE は，異
常値の影響を抑えて潜在分布の平均と分散を推定する様子が見て取れた．しかし
ながら，$\alpha$ の値が小さいとき，MDPDE は異常値の影響を十分に抑えられている
わけでなく，また，$\alpha$ の値が大き過ぎると，推定値の分散が大きくなり推定が不安
定になることも見て取れた．したがって，MDPDEの使用には，適切な $\alpha$ の値を
選択することが重要であるといえる．

表 1. MLE $(\alpha=0)$ と MDPDE $(\alpha=0.1,0.3,0.9)$ による
平均と分散の推定値とその分散 (括弧内)

3. 回帰モデルにおける MDPDE

いま，目的変数を $y_{i},$ $d+1$ 次元の説明変数ベクトルを $x_{i}=(1, x_{i1}, \ldots, x_{id})^{T}$ とし，
独立な $n$個のデータ $\{(y_{i}, x_{i});i=1, \ldots, n\}$ を観測したとする．線形回帰モデル

$y_{i}=\beta^{T}x_{i}+\epsilon_{i}$ (3.1)

を考える．ここで，$\beta=(\beta_{0}, \beta_{1}, \ldots, \beta_{d})^{T}$は $d+1$次元の回帰係数ベクトルで，$\epsilon_{i},$ $i=$

$1,$
$\ldots,$

$n$ は独立同分布に従う誤差変数である．誤差変数 $\epsilon$ の密度関数 $g(\epsilon)$ は，ある
開領域 R。に確率 $\tau\in(0,1)$ で異常値が混入した次の分布を仮定する．

$g(\epsilon)=(1-\tau)\phi(\epsilon|0, \sigma^{2})+\tau\psi(\epsilon)$ (3.2)

ここで，$\phi(\epsilon|0,.\sigma^{2})$ は潜在分布となる正規分布 $N(\epsilon|0, \sigma^{2})$ の密度関数を表す．一方，
$\psi(\cdot)$ は異常値の密度関数を表し，

$\int_{R_{O}}\psi(\epsilon)d\epsilon=1$ ,
$\sup_{\epsilon\in R_{o}}\psi(\epsilon)<\infty$ (3.3)

を満たすとする．異常値が混入する開領域 R。における潜在分布の確率

凡

$\phi(\epsilon|0, \sigma^{2})d\epsilon(=\delta>0$ , say$)$

は十分小さいと仮定する．我々は，異常値に頑健な $\beta$ と $\sigma^{2}$ の推定量を MDPDE を

用いて構築する．なお，Durio and Isaia (2011) も回帰モデルにおいて MDPDE を

考え，$\alpha$ の選択法を議論している．
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モデル $f(y_{i}|x_{i};\theta)$ は，パラメータ $\theta=(\beta^{T}, \sigma^{2})^{T}$ をもっ正規分布 $N(y_{i}|x_{i};\beta^{T}x_{i}, \sigma^{2})$

$f(y_{i}|x_{i}; \theta)=\frac{1}{\sqrt{2\pi\sigma^{2}}}\exp(-\frac{(y_{i}-\beta^{T}x_{i})^{2}}{2\sigma^{2}})$ (3.4)

を仮定する．このとき，$\alpha>0$ において

$\ell_{\alpha}(\theta;f(y|x;\theta))=n^{-1}\sum_{i=1}^{n}\int_{R}f(y_{i}|x_{i};\theta)^{1+\alpha}dy_{i}-(1+\frac{1}{\alpha})n^{-1}\sum_{i=1}^{n}f(y_{i}|x_{i};\theta)^{\alpha}$

$= \frac{1}{\sqrt{(2\pi\sigma^{2})^{\alpha}(1+\alpha)}}-(1+\frac{1}{\alpha})n^{-1}\sum_{i=1}^{n}f(y_{i}|x_{i};\theta)^{\alpha}$ (3.5)

と定義して，MDPDE を

$\hat{\theta}_{\alpha}=ag_{\Theta}in\ell_{\alpha}(\theta;f(y|x;\theta))$

で求める．なお，$\alpha=0$ においては MLE と一致し，$y=(y_{1}, \ldots, y_{n})^{T},$ $X=$

$(x_{1}, \ldots, x_{n})$ に対して $\hat{\beta}=(XX^{T})^{-1}Xy,\hat{\sigma}^{2}=\sum_{i=1}^{n}(y_{i}-\hat{\beta}^{T}x_{i})^{2}/n$ とおけば，
$\hat{\theta}_{0}=(\hat{\beta}^{T},\hat{\sigma}^{2})^{T}$ となる．

表 2. MLE $(\alpha=0)$ と MDPDE $(\alpha=0.2,0.4,0.6)$ による
$\beta$ と $\sigma^{2}$ の推定値とその分散 (括弧内)

表 2は，異常値に対する MDPDE の頑健性をシミュレーション実験で検証した
ものである．ここでは，$d=4$ の線形回帰モデル

$y_{i}= \beta_{0}+\sum_{j=1}^{4}\beta_{j}x_{ij}+\epsilon_{i}$

を考え，$(\beta_{0}, \beta_{1}, \beta_{2}, \beta_{3},\beta_{4})=(1, -1, -0.5,0.5,1)$ と固定し，$x_{ij},j=1,$
$\ldots,$

$4$ は一様
分布 $U(0,2)$ から独立に発生させた．誤差変数 $\epsilon$ は，異常値の混入した以下の分布
を考えた．

$g(\epsilon)=0.95\phi(\epsilon|0,1)+0.05\psi(\epsilon|4<\epsilon<8)$
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ここで，潜在分布にあたる $\phi(\epsilon|0,1)$ は標準正規分布 $N(0,1)$ とし，異常値の分布に
あたる $\psi(\epsilon|4<\epsilon<8)$ は一様分布 $U(4,8)$ とした．$(y_{i}, x_{i})$ なるデータを独立に 60個

発生させ，回帰係数 $\beta=(1, -1, -0.5,0.5,1)^{T}$ と潜在分布の分散 $\sigma^{2}=1$ を，MLE
$(\alpha=0)$ と MDPDE $(\alpha=0.2,0.4,0.6)$ で推定した．この推定を独立に 1000回繰り
返し，推定値の平均とその分散 (括弧内) を計算した．切片 $\beta_{0}$ と分散 $\sigma^{2}$ の推定に
おいて，MLE は異常値の影響を顕著に受けた．一方で，MDPDEは異常値の影響
を受けることなく，概ね全てのパラメータを良好に推定している様子が見て取れ
た．

4. 回帰モデルにおける頑健なモデル選択

線形回帰モデル (3.1) において，$d$個の説明変数のうちある $k_{\star}(\leq d)$ 個からなる
$x_{i(\star)}=(1, x_{i(1\star)}, \ldots, x_{i(k_{\star}\star)})^{T}$ によって構築される

$y_{i}=\beta_{(\star)}^{T}x_{i(\star)}+\epsilon_{i}$ (4.1)

を，真のモデルと仮定する．いま，$d$個の説明変数から $x_{i(c)}=$ $(1, x_{i(1)}, \ldots , x_{i(k)})^{T}$ を

選択し，真の密度関数を近似する候補モデルとして，パラメータ $\theta_{(c)}=(\beta_{(c)}^{T}, \sigma_{(c)}^{2})^{T}$

をもっ正規分布 $N(y_{i}|x_{i(c)};\beta_{(c)}^{T}x_{i(c)}, \sigma_{(c)}^{2})$の密度関数 $f(y_{i}|x_{i(c)};\theta_{(c)})$ を考える．$\alpha>0$
における $C_{\alpha}(g(\epsilon);f(y|x_{(c)};\theta_{(c)}))$ を

$C_{\alpha}(g(\epsilon);f(y|x_{(c)};\theta_{(c)}))$

$= \frac{1}{\sqrt{(2\pi\sigma_{(c)}^{2})^{\alpha}(1+\alpha)}}-(1+\frac{1}{\alpha})n^{-1}\sum_{i=1}^{n}\int_{R}f(y_{i}|x_{i(c)};\theta_{(c)})^{\alpha}g(\epsilon_{i})d\epsilon_{i}$ (4.2)

と定義する．そのとき，

$\theta_{\alpha(c)}=\arg\min_{\theta_{()}\in\Theta}C_{\alpha}(g(\epsilon);f(y|x_{(c)};\theta_{(c)}))$

とおき，これの MDPDE を (35) 式から

$\hat{\theta}_{\alpha(c)}=\arg\min_{\in\theta_{(}\Theta}\ell_{\alpha}(\theta_{(c)};f(y|x_{(c)};\theta_{(c)}))$

によって与える．MDPDE について，Kobayashi et al. (2011) の定理 41と同様に，
次の定理が成り立っ．

定理 1. もしも $x_{i(c)}$ が真のモデルの説明変数 $x_{i(1\star)},$ $\ldots,$ $x_{i(k_{\star}\star)}$ をすべて含むならば，
$\tauarrow 0,$ $\deltaarrow 0$ のもとで

$D_{\alpha}(g(\epsilon);f(y|x_{(\text{。})};\theta_{\alpha(c)}))=O(\tau^{2})+O(\tau^{1+\alpha})+O(\delta^{1+\alpha})$

が成り立っ．
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注意 1. 真のモデルの説明変数 $x_{i(1\star)}$ , ..., $x_{i(k_{x\star})}$ の中で $x_{i(c)}$ に含まれないものが存在
するとき，次を仮定をする．

$\beta_{\alpha(c)^{X_{i(c)}}}^{T}\neq\beta_{(*)^{X_{i(\star)}}}^{T},$ $i=1,$ $\ldots,$
$n$

そのとき，$D_{\alpha}(g(\epsilon);f(y|x_{(\text{。})};\theta_{\alpha(c)}))>0$ となる．

いま，

$\ell_{\alpha}(\theta;f(y_{i}|x_{i};\theta))=\frac{1}{\sqrt{(2\pi\sigma^{2})^{\alpha}(1+\alpha)}}-(1+\frac{1}{\alpha})f(y_{i}|x_{i};\theta)^{\alpha}$

とおく．それに伴い，

$I_{\alpha}( \theta)=n^{-1}\sum_{i=1}^{n}\int_{R}\frac{\partial p_{\alpha}(\theta;f(y_{i}|x_{i};\theta))\partial\ell_{\alpha}(\theta;f(y_{i}|x_{i};\theta))}{\partial\theta\partial\theta^{T}}dG(\epsilon_{i})$,

$J_{\alpha}( \theta)=n^{-1}\sum_{i=1}^{n}\int_{R}\frac{\partial^{2}p_{\alpha}(\theta;f(y_{i}|x_{i};\theta))}{\partial\theta\partial\theta^{T}}dG(\epsilon_{i})$

を定義する．そのとき，Kobayashi et al. (2011) の定理 42と同様に，次の定理が
成り立っ．

定理 2. $\tau=o(n^{-1/2})$ と仮定する．もしも $x_{i(c)}$ が真のモデルの説明変数 $x_{i(1\star)}$ , ..., $x_{i(k_{\star}\star)}$

をすべて含むならば，$\tau^{1+\alpha}=o(n^{-1}),$ $\delta^{i+\alpha}=o(n^{-1})$ のもとで

$D_{\alpha}(g(\epsilon);f(y|x_{(c)};\hat{\theta}_{\alpha(c)}))=(2n)^{-1}tr\{I_{\alpha}(\theta_{\alpha(c)})J_{\alpha}(\theta_{\alpha(c)})^{-1}\}+o(n^{-1})$

が成り立っ．

2節で見たように，MDPDE は $\alpha$ の値を上手く選択することによって，MLE に

おける異常値の影響を改善した．モデル選択においても，DPDに基づく情報量規
準が，Akaike (1973) の AIC や Takeuchi (1976) の TIC などの K-L情報量に基づく
情報量規準を，異常値の影響について改善することが期待される．いま，

$\hat{I}_{\alpha}(\theta)=n^{-1}\sum_{i=1}^{n}\frac{\partial\ell_{\alpha}(\theta;f(y_{i}|x_{i};\theta))\partial\ell_{\alpha}(\theta;f(y_{i}|x_{i};\theta))}{\partial\theta\partial\theta^{T}}$ ,

$\hat{J}_{\alpha}(\theta)=n^{-1}\sum_{i=1}^{n}\frac{\partial^{2}\ell_{\alpha}(\theta;f(y_{i}|x_{i};\theta))}{\partial\theta\partial\theta^{T}}$

とおき，$E_{G}$(tr $\{\hat{I}_{\alpha}(\hat{\theta}_{\alpha(c)})\hat{J}_{\alpha}(\hat{\theta}_{\alpha(c)})^{-1}\}$ ) $=$ tr $\{I_{\alpha}(\theta_{\alpha(c)})J_{\alpha}(\theta_{\alpha(c)})^{-1}\}+o(1),$ $narrow\infty$

を仮定する．
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[DPD 最小化モデル選択基準] 次で定義される $IC_{\alpha(c)}$ が最小のモデルを，予測の
意味で潜在分布に近いモデルとして選択する．

IC$\alpha(c)=2n\ell_{\alpha}(\hat{\theta}_{\alpha(c)};f(y|x_{(c)};\hat{\theta}_{\alpha(c)}))+2tr\{\hat{I}_{\alpha}(\hat{\theta}_{\alpha(c)})\hat{J}_{\alpha}(\hat{\theta}_{\alpha(c)})^{-1}\}$ (4.3)

もしも，$k+1$ 個の説明変数をもっ $x_{i(c)}$ が真のモデルの説明変数をすべて含み，
$k+2$個の説明変数をもつ $X_{i(c^{7})}$

が $x_{i(c)}$ の説明変数をすべて含むとき，次の条件を
仮定する．

$0<tr\{I_{\alpha}(\theta_{\alpha(c)})J_{\alpha}(\theta_{\alpha(c)})^{-1}\}<$ tr $\{I_{\alpha}(\theta_{\alpha(d)})J_{\alpha}(\theta_{\alpha(c’)})^{-1}\}$

そのとき，Kobayashi et al. (2011) の定理 43と同様に，次の定理を得る．

定理 3. $\tau^{2}=o(n^{-1}),$ $\tau^{1+\alpha}=o(n^{-1}),$ $\delta^{1+\alpha}=o(n^{-1})$ を仮定する．そのとき，真
のモデルの $IC_{\alpha(\star)}$ の期待値 $E_{G}[IC_{\alpha(\star)}]$ は，候補モデル $N(y_{i}|X_{i(c);\beta_{(c)}^{T}x_{i(c)},\sigma_{(c)}^{2})}$ の

$IC_{\alpha(c)}$ の期待値 $E_{G}[IC_{\alpha(c)}]$ を最小にする．

注意 2. $\alpha$ の値は，定理 3の収束条件を満たす範囲で選択する．真のモデルの情報
量基準 $IC_{\alpha(\star)}$ が平均的に最小値を与えることから，DPD 最小化モデル選択基準に
よって真のモデルを平均的に選択することができる．

5. シミュレーション

4節で提案した情報量基準 IC$\alpha(c)$ の性能を，シミュレーション実験で検証する．
次のような線形回帰モデルを考えた．

$y_{i}= \beta_{0}+\sum_{j=1}^{6}\beta_{j}x_{ij}+\epsilon_{i}$

ここで，$x_{ij},j=1,$
$\ldots,$

$6$ は，一様分布 $U(0,2)$ から独立に発生させた．誤差変数 $\epsilon_{i}$

は，異常値が混入した以下の分布を考えた．

$g(\epsilon)=0.95\phi(\epsilon|0,1)+0.05\psi(\epsilon|4<\epsilon<8)$

真のモデルに，次の 2つのモデルを考えた．

(I) $\beta_{0}=1,$ $\beta_{1}=-1,$ $\beta_{2}=1,$ $\beta_{3}=\cdots=\beta_{6}=0$

(II) $\beta_{0}=1,$ $\beta_{1}=-1,$ $\beta_{2}=-0.5,$ $\beta_{3}=0.5,$ $\beta_{4}=1,$ $\beta_{5}=\beta_{6}=0$

候補モデル $N(y_{i}|x_{i(c)};\beta_{(c)}^{T}x_{i(c)}, \sigma_{(c)}^{2})$ については，$x_{i(c)}(=x_{ik(c)})=(1, x_{i1}, \ldots, x_{ik})^{T}$ ,
$k=1,$

$\ldots,$

$6$ の 6個のモデルを考えた．真のモデルは，(I) の場合は $X_{i2(c)}$ , (II) の場合
は $X_{i4(c)}$ で与えられることに注意する．いま，真の分布から独立にデータを 60 $(=n)$

個発生させ，潜在分布の推定を，MLE $(\alpha=0)$ と MDPDE $(\alpha=0.2,0.4,0.6)$ で
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行った．構築した 6個のモデルの中から，TIC $(\alpha=0)$ と $IC_{\alpha(c)}(\alpha=0.2,0.4,0.6)$

を用いて，各 $\alpha$ にっいて情報量規準を最小にするモデルを選択した．この実験を

独立に 1000回繰り返し，TIC $(\alpha=0)$ と $IC_{\alpha(c)}(\alpha=0.2,0.4,0.6)$ による各モデル
の選択回数を，表 3に纏めた．

表 3. TIC $(\alpha=0)$ と IC$\beta(c)(\alpha=0.2,0.4,0.6)$ による
各モデルの選択回数 (実験回数:1000回)

真のモデルが (I) の場合

真のモデルが (II) の場合

MLE に基づく TIC は異常値に敏感で，真のモデルを有効に選択していないことが
見て取れた．一方，MDPDE に基づく $IC_{\beta(c)}$ は，真のモデルを TIC よりも高い確
率で選択していることが見て取れた．設定を変えた実験においても同様の結果が
得られ，DPD最小化モデル選択基準 $IC_{\beta(c)}$ が，異常値に対して頑健なモデル選択
を実現していることが確認できた．
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