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1 序

本稿では，非コンパクト型対称空間と呼ばれる完備リーマン多様体上での，分散型方
程式の時間大域的平滑化評価について考察する．非コンパクト型対称空間の具体例
は，実双曲空間，複素双曲空間，有界対称領域等である．
始めに，Euclid空間上の分散型方程式の時間大域的平滑化評価に対する既知の結果
について述べる．実数値 $m$ 次斉次 $(m>1)$ 関数 $p(\xi)\in C^{1}(\mathbb{R}^{n})\cap C^{\infty}(\mathbb{R}^{n}\backslash \{0\})$ が，任
意の $\xi\neq 0$ に対して $\nabla p(\xi)\neq 0$ 満たすと仮定する．次の形の分散型方程式を考える:

$D_{t}u-p(D_{x})u=f(t, x)$ in $\mathbb{R}^{1+n}$ , (1.1)

$u(0, x)=\phi(x)$ in $\mathbb{R}^{n}$ . (1.2)

ここで，$u(t, x)$ は $\mathbb{R}^{1+n}$ 上の複素数値未知関数，$f\in L_{1oc}^{1}(\mathbb{R};L^{2}(\mathbb{R}^{n})),$ $\phi\in L^{2}(\mathbb{R}^{n})$ は任

意に与えられた関数，$i=\sqrt{-1},$ $\partial_{t}=\partial/\partial t,$ $D_{t}=-i\partial_{t},$ $p(D_{x})=\mathcal{F}^{-1}p(\xi)\mathcal{F}$ . ただし，
$\mathcal{F}$ は $\mathcal{F}v(\xi)=(2\pi)^{-n/2}\int_{R^{n}}e^{-ix\cdot\xi}v(x)dx$ により定義される Fourier 変換である．特に，
$p(\xi)=|\xi|^{2}$ の場合は $p(D_{x})=-\Delta$ となり，Schr\"odinger発展方程式となる．

$p(\xi)$ は実数値であることから，初期値問題 $(1.1)-(1.2)$ は時間正負の両向きに $L^{2}$ -適

切であり，解 $u\in C(\mathbb{R};L^{2}(\mathbb{R}^{n}))$ は Fourier変換により以下のように書ける．

$u(t, x)=e^{itp(D_{x})}\phi(x)+iGf(t, x)$ ,

$e^{itp(D_{x})} \phi(x)=(2\pi)^{-n}\int_{R^{2}}$. $e^{i(x-y)\xi}e^{itp(\xi)}u(y)dyd\xi$ ,

$Gf(t, x)= \int_{0}^{t}e^{i(t-s)p(D_{x})}f(s, x)ds$ .

分散型方程式の初期値問題 $(1.1)-(1.2)$ の解の特異性は，表象 $p(\xi)$ により生成され
る相空間上の Hamilton流 $\exp(tH_{p})(x, \xi)=(x+t\nabla p(\xi), \xi)$ に沿って伝播することが
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知られている．$\pi$ : $T^{*}\mathbb{R}^{n}\ni(x, \xi)\mapsto x\in \mathbb{R}^{n}$ を底空間への射影とする．この時，仮定
$\nabla p(\xi)\neq 0(\xi\neq 0)$ より，任意の $(x, \xi)\in \mathbb{R}^{n}\cross(\mathbb{R}^{n}\backslash \{0\})$ に対して，

$|\pi$ oexp $(tH_{p})(x, \xi)|=|x+t\nabla p(\xi)|arrow\infty$ as $|t|arrow\infty$

が成り立つ．速度ベクトル $\nabla p(\xi)$ に対して $|\nabla p(\xi)|\geq c|\xi|^{(m-1)}(\xi\neq 0)$ が成り立ち，
$m>1$ であることに注意すると，解の特異性は各点において速度無限大で無限遠方
へ逃げていくことが分かる．この時，解の滑らかさが初期値よりも上がる平滑化効果
という数学的現象が起こる．

Schr\"odinger発展方程式に対しては，解の特異性は測地線に沿って速度無限大で伝
播し，以下の時間大域的平滑化評価が成り立つことが知られている．
定理 1.1. Type-I: $n\geq 2,$ $\delta>1/2$ と仮定する．この時，以下の評価が成り立つ．

$\Vert\{x\}^{-\delta}|D_{x}|^{1/2}e^{-it\Delta}\phi\Vert_{L^{2}(R^{1+n})}\leq C||\phi\Vert_{L^{2}(R^{n})}$, (1.3)

$\Vert\{x\rangle^{-\delta}|D_{x}|\int_{0}^{t}e^{-i(t-s)\Delta}f(s, \cdot)ds\Vert_{L^{2}(R^{1+n})}\leq C\Vert(x\}^{\delta}f\Vert_{L^{2}(R^{1+n})}.$ (1.4)

Type-II: $n\geq 3,$ $\delta=1$ と仮定する．この時以下の評価が成り立つ．

$\Vert\{x\}^{-\delta}\{D_{x}\rangle^{1/2}e^{-it\Delta}\phi\Vert_{L^{2}(R^{1+n})}\leq C||\phi\Vert_{L^{2}(R^{n})}$ , (1.5)

$\Vert\langle x\rangle^{-\delta}\{D_{x}\}\int_{0}^{t}e^{-i(t-s)\Delta}f(s, \cdot)ds\Vert_{L^{2}(R^{1+n}})\leq C\Vert\langle x\rangle^{\delta}f\Vert_{L^{2}(R^{1+n})}$ . (1.6)

ただし $\langle x\rangle=(1+|x|^{2})^{1/2},$ $s\in \mathbb{R}$ に対して $\{D_{x}\rangle^{s}=\mathcal{F}^{-1}\{\xi\}^{s}\mathcal{F}$ とおいた．

これらの評価は，Ben-Aれ zi-Klainerman [2], Kato-Yajima [18] 等により得られてい
る．空間次元が低い場合には，低周波数の評価に関して注意が必要である．一次元
Euclid空間の場合，(13) は成り立つが，(14) においては，$|D_{x}|$ を $D_{x}$ で置き換える必
要がある．また，TYPE-II 評価 (15) と (16) は，いかなる $\delta>0$ に対しても成り立たな
い．また，二次元 Euclid空間の場合，不等式 (15) は $\delta>1$ のときに限り成り立つ．一
方で，(1.6) はいかなる $\delta>0$ に対しても成り立たない．後述するように，低次元の場
合にはレゾルベント $(-\Delta-\zeta)^{-1}$ が $\zeta=0$ において特異性を持つため，Type-II の時間
大域的平滑化評価が (一部)不成立となる．

Type-I 評価は Chihara [61により，$m$次斉次 $(m>1)$実主要型 Fourierマルチプライ
アーの場合に拡張された．また，Chihara[7] により，$m$次斉次 $(m>1)$楕円型 Fourier
マルチプライアーに対して Type-I評価の証明の簡単化，及び Type-II評価が得られて
いる．
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定理 L2 ([7, Theorem 1]). $n\geq 2$ とする．$p(\xi)\in C^{\infty}(\mathbb{R}^{n}\backslash \{0\})\cap C^{1}(\mathbb{R}^{n})$ を $m$ 次斉次
実数値楕円型表象とする．
Type-I: $m>1,$ $\delta>1/2$ と仮定する．この時，以下の評価が成り立つ．

$||\langle x\rangle^{-\delta}|D_{x}|^{(m-1)/2}e^{itp(D_{x})}\phi\Vert_{L^{2}(R^{1+n})}\leq C\Vert\phi\Vert_{L^{2}(R^{n})}$ ,

$\Vert\langle x\rangle^{-\delta}|D_{x}|^{(m-1)}\int_{0}^{t}e^{i(t-s)p(D_{x})}f(s, \cdot)ds\Vert_{L^{2}(R^{1+n}}$

ノ

$\leq C\Vert\langle x\}^{\delta}$ fll $L^{2}(R^{1+n})$ .

Type-II: $1<m<n$ と仮定する．この時以下の評価が成り立つ．

$\Vert\{x\rangle^{-m/2}\{D_{x}\}^{(m-1)/2}e^{itp(D_{x})}\phi\Vert_{L^{2}(R^{1+n})}\leq C\Vert\phi\Vert_{L^{2}(R^{n})}$ ,

$\Vert\langle x\}^{-m/2}\{D_{x}\}^{(m-1)}\int_{0}^{t}e^{i(t-s)p(D_{x})}f(s, \cdot)ds\Vert_{L^{2}(R^{1+n})}\leq C\Vert\{x\rangle^{m/2}f\Vert_{L^{2}(R^{1+n})}$ .

定理 12は以下の一様レゾルベント評価から従う．

定理 1.3([7, Theorem 2]). $n\geq 2$ とする．$p(\xi)\in C^{\infty}(\mathbb{R}^{n}\backslash \{0\})\cap C^{1}(\mathbb{R}^{n})$ を $m$ 次斉次
実数値楕円型表象とする．
Type-I: $m>1,$ $\delta>1/2$ と仮定する．この時，以下の評価が成り立つ．

$\sup_{\zeta\in \mathbb{C}\backslash R}|(|D_{x}|^{m-1}(p(D_{x})-\zeta)^{-1}f,g)_{L^{2}(R^{n})}|\leq C\Vert\langle x\rangle^{\delta}f\Vert_{L^{2}(R^{n})}\Vert\{x\rangle^{\delta}g\Vert_{L^{2}(R^{n})}$. (1.7)

Type-II: $1<m<n$ と仮定する．この時，以下の評価が成り立つ．

$\sup_{\zeta\in C\backslash R}|(\langle D_{x}\rangle^{m-1}(p(D_{x})-\zeta)^{-1}f,g)_{L^{2}(R^{n})}|\leq C\Vert\{x\}^{m/2}f\Vert_{L^{2}(R^{n})}\Vert\{x\rangle^{m/2}g\Vert_{L^{2}(R^{n})}$ .

(1.8)

注意．ここで，Type-I 評価 (17) に関しては，階数 $m$ に関して上限は現れないが，低周
波数まで込めた Type-II 評価 (18) に関しては，階数 $m$ の上限として空間次元 $n$ が現
れることに注意する．

Euclid空間上の定係数分散型方程式に対する，時間大域的平滑化評価に関する結果
は莫大である．より詳細な評価や最近の進展については，Ruzhansky-Sugimoto [20],
[21], [22], [23] 等を参照．
上で述べた平坦な Euclid空間上での結果は，作用素のスペクトル分解が具体的に

与えられることが証明のカギとなっていて，単純には変数係数の場合に拡張するこ
とはできない．最近，Rodnianski-Tao [19] により，擬微分作用素と散乱理論における
Enss の方法を用いることで，3次元ユークリッド計量をコンパクト集合上で摂動した
計量を備えた，測地線が非捕捉的な完備 Riemam多様体において，以下のような時間
大域的平滑化評価が得られている．

77



定理 14([19]). $(M, g)=(\mathbb{R}^{3}, g)$ を 3次元ユークリッド計量をコンパクト集合上で滑
らかに摂動した計量を備えた，測地線が非捕捉的な完備Riemam 多様体とする．$\Delta_{M}$

を $M$上の Laplace-Beltrami作用素 $\nabla_{g}$ を $M$上のグラディエント作用素とする．この
とき，任意の $\sigma>0$ に対して次の評価が成り立つ．

$\Vert\langle x)^{-1/2-\sigma}\nabla_{g}e^{-\frac{t}{2}\Delta_{M}}\phi\Vert_{L^{2}(R\cross M)}+\Vert\{x\rangle^{-3/2-\sigma}e^{-\frac{t}{2}\Delta_{M}}\phi\Vert_{L^{2}(R\cross M)}\leq C\Vert\phi\Vert_{\dot{H}^{1/2}(M)}$.

ここで $\dot{H}^{1/2}(M)$ は $M$上の 1/2階の斉次 Sobolev空間である．

より一般の完備 Riemann 多様体上においても，分散型方程式に対する平滑化評価
に関して様々な結果が得られている．Craig-Kappeler-Strauss [8] により，平坦 Euclid
計量を短距離摂動した空間で非捕捉条件の下，Schr\"odinger発展方程式の超局所的平
滑化評価が得られている．Doi [9], [10], [11] により様々なクラスの Riemann 多様体
上の Schr\"odinger発展方程式に対する超局所的平滑化評価と測地線の大域的な挙動の
詳細な関係が得られている．また，Laplace-Beltrami作用素の高周波数に対するレゾ
ルベント評価 (斉次 Schr\"odinger発展方程式の解の高周波数に対する時間大域的平滑
化評価に対応する) が様々なクラスの Riemam多様体上で得られている (例えば，[3],
[4], [5], [25], [26] 等を参照). 一方で，低周波数まで込めた時間大域的平滑化評価につ
いては Euclid空間，及び遠方で Euclid計量となる非捕捉的な Riemann 多様体以外で
はあまり結果がないように思われる．既存の結果では，測地線に対して非捕捉条件を
課した場合の Laplace-Beltrami作用素の高周波数に対するレゾルベント評価には，大
きな違いは現れない．このことから，時間大域的平滑化評価を考える場合には低周波
数 (解の可積分性) に空間の特性が現れることが推測できる．非コンパクト型対称空
間で分散型方程式を考える場合には，低周波数まで込めた時間大域的平滑化評価に
対して Fourierマルチプライアーの階数の上限として擬次元 (pseudo-dimension) と

いう量が空間次元の代わりに現れることが分かった．

2 時間大域的平滑化評価と一様レゾルベント評価

以下で主定理を述べるための記号を設定する (詳細は 3節を参照). $X=G/K$ を非コ

ンパクト型対称空間とする．ここで，$G$ は連結，非コンパクト，半単純，中心有限な Lie
群．$K$ は $G$ の極大コンパクト部分群である．$dx$ を $X$ 上の Riemann測度，$\Delta_{X}$ を $X$ 上

の Laplace-Beltrami作用素とする．$L^{2}(X)=L^{2}(X, dx)$ を Riemam測度 $dx$ に関して，
二乗可積分な複素数値可測関数全体のなす Hilbert空間とする．$d:X\cross Xarrow[0, \infty)$

を $X$ 上の Riemann距離とする．“原点” $0\in X$ を $0=eK$ により定義し，$|x|=d(x, 0)$ ,
$\{x\rangle=(1+|x|^{2})^{1/2}$ と定義する．$n\in N$ を $X$ の空間次元，$l\in \mathbb{N}$ を $X$ の実ランク，
$\nu\in N$ を $X$ の擬次元 (pseudo-dimension) とする．$G=K$AN を Lie群 $G$ の Iwasawa
分解とする．各 Lie 群 $K,$ $A,$ $N$ の Lie 環をそれぞれ $e,$ $\alpha,$

$\mathfrak{n}$ とおく．このとき，任

78



意の $g\in G$ は $g=k(g)\exp(H(g))n(g)$ と一意的に分解される．ここで $k(g)\in K$ ,
$H(g)\in a,$ $n(g)\in N$ である．$M$ を $A$ の $K$ における中心化群とし，$B=K/M$ とお

く．$db$ を全測度が 1の左 $K$-不変な $B$上の測度とする．$X\cross B$ 上の $a$-値関数 $A(x, b)$

を $A(x, b)=-H(g^{-1}k)(x=g\cdot 0, b=kM)$ で定義する．このとき，任意の $x\in X$ ,
$(\lambda, b)\in a^{*}\cross B$ に対して次が成り立つ．

$-\triangle_{X}e^{(-i\lambda+\rho)(A(x,b))}=(|\lambda|^{2}+|\rho|^{2})e^{(-i\lambda+\rho)(A(x,b))}$.

ここで $\rho\in a^{*}$ は Lie環佳の制限ルート系から定まる定数ベクトルである．従って
$\{e^{(-i\lambda+\rho}\}_{\lambda,b}$ は Laplace-Beltrami 作用素の一般化固有関数系を成し，$(\lambda, b)\in$

$\alpha^{*}\cross B$ によって助変数付けられる．このとき，非コンパクト型対称空間上の Fourier
変換 (Helgason Fourier transform) が以下で定義される．

$\mathcal{F}f(\lambda, b)=\int_{X}e^{(-i\lambda+\rho)(A(x,b))}f(x)dx$, $(\lambda, b)\in a^{*}\cross B$ .

$W$ を $\alpha^{*}$ に作用する Weyl群とする．$a^{*}$ 上の $W$-不変な表象 $p(\lambda)$ に対して，$p(\lambda)$ を表
象とする Fourierマルチプライアー $P$ が，$P=\mathcal{F}^{-1}\circ p(\lambda)\circ \mathcal{F}$ により定義される．特
に $p(\lambda)=|\lambda|^{2}$ のとき，$P=-\Delta_{x}-|\rho|^{2}$ となる．$| \rho|^{2}=\min\sigma_{ess}(-\triangle_{X})>0$ となるこ

とに注意する．また，Fourier マルチプライアー $|D|,$ $\langle D\rangle$ を

$|D|=\sqrt{-\Delta_{X}-|\rho|^{2}}$ $=\mathcal{F}^{-1}\circ|\lambda|\circ \mathcal{F}$ ,
$\langle D\}=\sqrt{-\triangle_{x}-|\rho|^{2}+1}=\mathcal{F}^{-1}\circ\langle\lambda\}\circ \mathcal{F}$.

により定義する．
ここで，非コンパクト型対称空間の具体例をいくつか挙げる．
(i) (実ランク 1の非コンパクト型対称空間) 実ランク 1の非コンパクト対称空間は
以下の 4種類の双曲空間である:

$H^{d}(\mathbb{R}),$ $H^{d}(\mathbb{C}),$ $H^{d}(\mathbb{H}),$ $H^{2}(\mathbb{O})$ .

それぞれ，実，複素，四元数双曲空間，そして八元数双曲平面である．

(ii) (非コンパクト型 Hermite対称空間) 非コンパクト型 Hermite 対称空間は有界対
称領域と自然に同一視される．“規約” な有界対称領域は 6種類ある:4種の古
典型 $I_{m,m^{l}},$ $II_{m},$ $III_{m},$ $IV_{m}$ と 2種の例外型 V, VI.

非コンパクト型対称空間上で，以下の分散型方程式を考える．

$D_{t}u-Pu=f(t, x)$ in $\mathbb{R}\cross X$ , (2.1)

$u(0, x)=\phi(x)$ in X. (2.2)
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ここで $P$ は $W$-不変，$m$ 次斉次 $(m>1)$ 実数値楕円型表象 $p(\lambda)\in C_{W}^{\infty}(a^{*}\backslash \{0\})\cap$

$C_{W}^{1}(a^{*})$ により定義される Fourierマルチプライアーである．特に，$p(\lambda)=|\lambda|^{2}$ のとき

$P=-\Delta_{X}-|\rho|^{2}$ が成り立ち，本質的には Schr\"odinger発展方程式となる．
初期値問題 $(2.1)-(2.2)$ は Euclid空間と同様に時間正負の両向きに $L^{2}$ -適切であり，

解 $u\in C(\mathbb{R};L^{2}(X))$ は以下のように書ける．

$u(t, x)=e^{itP}\phi(x)+iGf(t, x)$ ,

$e^{itP} \phi(x)=w^{-1}\int_{a\cross B}e^{(i\lambda+\rho)(A(x,b))}e^{itp(\lambda)}\mathcal{F}\phi(\lambda, b)|c(\lambda)|^{-2}d\lambda db$ ,

$Gf(t, x)= \int_{0}^{t}e^{i(t-s)P}f(s, x)ds$ .

以下が主定理である．

定理 21 (i) $m>1,$ $\delta>1/2$ と仮定する．このとき，以下の評価が成り立つ．

$\Vert\{x\rangle^{-\delta}|D|^{(m-1)/2}e^{itP}\phi\Vert_{L^{2}(R\cross X)}\leq C\Vert\phi\Vert_{L^{2}(X)}$,

$\Vert\{x\rangle^{-\delta}|D|^{(m-1)}\int_{0}^{t}e^{i(t-s)P}f(s, \cdot)ds\Vert_{L^{2}(R\cross X)}\leq C\Vert\langle x\}^{\delta}$fll $L^{2}(RxX)$ .

(ii) $1<m<\nu,$ $\delta>m/2$ と仮定する．このとき 以下の評価が成り立つ．

$\Vert\langle x\}^{-\delta}\{D\}^{(m-1)/2}e^{itP}\phi\Vert_{L^{2}(R\cross X)}\leq C\Vert\phi\Vert_{L^{2}(X)}$ , (2.3)

$\Vert\{x\rangle^{-\delta}\{D\}^{(m-1)}\int_{0}^{t}e^{i(t-s)P}f(s, \cdot)ds\Vert_{L^{2}(R\cross X)}\leq C\Vert\{x\}^{\delta}f\Vert_{L^{2}(R\cross X)}$ . (2.4)

さらに，$l\geq 2,1<m<l$ が成り立つと仮定すると，不等式 $(2.3)-(2.4)$ が

$\delta=m/2$ に対して成り立つ．

定理 2.1は以下の一様レゾルベント評価から従う．

定理 22 (i) $m>1,$ $\delta>1/2$ と仮定する．この時以下が成り立つ．

$\sup_{\zeta\in \mathbb{C}\backslash R}|(|D|^{m-1}(P-\zeta)^{-1}f,g)_{L^{2}(X)}|\leq C||\{x\}^{\delta}f\Vert_{L^{2}(X)}\Vert\{x\}^{\delta}g\Vert_{L^{2}(X)}$ .

(ii) $1<m<\nu,$ $\delta>m/2$ と仮定する．この時，以下が成り立つ．

$\sup_{\zeta\in C\backslash R}|(\langle D\}^{m-1}(P-\zeta)^{-1}f,$
$g)_{L^{2}(X)}|\leq C\Vert\{x\}^{\delta}f\Vert_{L^{2}(X)}\Vert\langle x\rangle^{\delta}g\Vert_{L^{2}(X)}$ . (2.5)

さらに，$l\geq 2,1<m<l$, が成り立つと仮定すると，不等式 (2.5) が $\delta=m/2$

に対して成り立つ．
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注意．定理 2.1 $Ff$ , より一般の $W$-不変，$m$次斉次 $(m>1)$実主要型表象 $p(\lambda)\in C_{W}^{\infty}(a^{*}\backslash$

$\{0\})\cap C_{W}^{1}(a^{*})$ により定まる Fourierマルチプライアー $P$ に対しても成り立つ．

以下では，Euclid空間との違いについて述べる．空間次元 $n$ と擬次元 $\nu$ の関係であ
るが，一般には空間次元 $n$ が擬次元 $\nu$ より大きくなる場合もあり，その逆もありうる．
空間次元と擬次元に対しては以下が成り立つ:

(i) 擬次元 $\nu$ は常に $\nu\geq 3$ を満たす．

(ii) $X$ の実ランクが 1のとき , $\nu=3$ が成り立つ．

(iii) $g$ が $9c$ の正規実形のとき , $\nu-n=n-l\geq 1$ , よって $\nu>n$ .

(iv) $g$ が even multiplicity condition を満たす時，$\nu\leq n$ が成り立つ．ここで，等号成
立条件は $G$ が complex であることである．

(i) から，$P=-\triangle_{X}-|\rho|^{2}(m=2)$の場合は，任意の非コンパクト型対称空間上で低
周波数まで込めた一様レゾルベント評価 (25) が成り立つことが分かる．特に，二次
元 Euclid空間では成り立たなかった評価が，二次元実双曲空間では成り立つことが
分かる．この違いはレゾルベント核の表示からも見て取れる．$\zeta\in \mathbb{C}\backslash [0$ , oo $)$ に対し
て，$g_{0,\zeta}(x)$ をレゾルベント $(-\triangle_{R^{n}}-\zeta)^{-1}$ の核関数とする:

$(- \triangle_{R^{n}}-\zeta)^{-1}u(x)=\int_{R^{n}}g_{0,\zeta}(x-y)u(y)dy$ .

レゾルベント核 $g_{0,\zeta}(x)$ は第一種 Hankel 関数 $H_{z}^{(1)}(\zeta)$ を用いることで以下のように表
わされることが知られている:

$g_{0,\zeta}(x)= \frac{i(\sqrt{\zeta})^{n/2-1}}{2^{n/2+1}\pi^{n/2-1}|x|^{n/2-1}}H_{n/2-1}^{(1)}(\sqrt{\zeta}|x|)$ .

特に，空間次元が $n=1,2$ または 3の時，次が得られる．

$g_{0,\zeta}(x)=\{\begin{array}{ll}\frac{ie^{i\sqrt{}\zeta|x|}}{2\sqrt{\zeta}} n=1,\frac{i}{4}H_{0}^{(1)}(\zeta|x|) n=2,\frac{e^{i\sqrt{\zeta}|x|}}{4\pi|x|} n=3.\end{array}$

$n=1$ または $n=2$ のとき，$x\neq 0,$ $\zeta=re^{i\theta}(0<\theta<2\pi)$ に対して以下が従う．

$|g_{0,\zeta}(x)|arrow\infty$ as $r\downarrow 0$ .
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この特異性により，Laplace-Beltrami に対する Type-II のレゾルベント評価が破綻す
る．$n\geq 3$ の時はこのような特異性は現れない 一方，ある正規化のもと，$d$次元実双
曲空間におけるレゾルベント $(-\triangle_{H^{d}(R)}-|\rho|^{2}-\zeta)^{-1}$ の核関数 $g_{\zeta}(r)(r=|x|)$ は以下

のように書ける: $d$ が奇数の時，

$g_{\zeta}(r)=c(- \frac{1}{\sinh r}\frac{\partial}{\partial r})^{\frac{d-1}{2}}(\frac{ie^{i\sqrt{}\zeta r}}{2\sqrt{\zeta}}I\cdot$

また , $d$ が偶数の時

$g_{\zeta}(r)=c \int_{r}^{\infty}\frac{1}{\sqrt{\cosh s-\cosh r}}(-\frac{\partial}{\partial s})(-\frac{1}{\sinh s}\frac{\partial}{\partial s})^{\frac{d}{2}1}$ (繋)ds.
特に，2次元実双曲空間 $H^{2}(\mathbb{R})$ に対しては次が得られる．

$g_{\zeta}(r)= \frac{c}{2}\int_{r}^{\infty}\frac{1}{\sqrt{\cosh s-\cosh r}}e^{i\sqrt{\zeta}s}ds$ .

この表示から分かるように，$\zeta=0$ の近傍での特異性は現れない 一般の次元の実双
曲空間でも同様である．
最後に，定理 2.2は後述する命題 4. 1, 補題 4.3, 命題 46を用いることで，Chihara[71
とほぼ同様の方法で示される．詳細については [17] を参照．

3 非コンパクト型対称空間上の Fourier変換

本節では，非コンパクト型対称空間上における Fourier変換の基本性質を述べる (より
詳しい詳細については，Helgason によるテキスト [121, [13], [14] を参照). $X=G/K$

を非コンパクト型対称空間とする．$\theta\in$ Aut(佳) を Cartan分解 $g=t\oplus \mathfrak{p}$ に付随する

Cartan対合とする．$g$ 上の内積を

$\langle X$ , $Y\rangle=-B(X, \theta Y)$ , $X,$ $Y\in g$ . (3.1)

により定義する．ここで $B$ は $g$ 上の Killing形式である．このとき，$X$ の $0=eK$ にお

ける接空間と $\mathfrak{p}$ を自然に同一視することで，(3.1) により $X=G/K$上に左 $G$-不変な
Riemann計量が定まる．$a$ を $\mathfrak{p}$ の極大可換部分環とし，$\alpha^{*}$ を $a$ の双対空間とする．$m$ を

$a$ の $e$ における centralizer とする．任意の $\alpha\in a^{*}\backslash \{0\}$ に対して，

$g$. $=\{X\in g;[H,$ $X]=\alpha(H)X$ for any $H\in a\}$

とおく．$g_{\alpha}\neq 0$ のとき，$\alpha$ を (制限) ルートと呼び，ルートの全体を $\Sigma$ とおく．この時，
佳の $a$ に関するルート分解が得られる :

$g=a\oplus \mathfrak{m}\oplus\{\oplus_{\alpha\in\Sigma}g_{\alpha}\}$ .
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開集合 $a’\subset a$ を以下で定義する．

$a’=\{H\in a;\alpha(H)\neq 0$ for any $\alpha\in\Sigma\}$ .

$a’$ の連結成分を一つ固定し $a^{+}$ とおく．$a^{+}$ を Weyl chamber と呼ぶ．$\alpha\in\Sigma\subset a^{*}$ が

正であるとは 開集合 $a^{+}$ において正であるときをいう．正ルート全体を $\Sigma^{+}$ とおく．
正のルート $\alpha\in\Sigma^{+}$ , 正定数 $c$ に対して $c\alpha\in\Sigma^{+}$ ならば，$c=2^{-1},1$ , または 2とな

ることが知られている．$\Sigma_{0}^{+}=\{\alpha\in\Sigma^{+};2^{-1}\alpha\not\in\Sigma^{+}\}$ とおく．$M’$ を $A$ の $K$ におけ

る正規化群とし，$W=M/M’$ と定義する．$W$ を Weyl群と呼ぶ．$w\in \mathbb{N}$ を Weyl 群
$W$ の位数とする．$H\in\alpha,$ $\lambda\in a^{*},$ $s\in W$ に対して，$(s\lambda)(H)=\lambda(s^{-1}\cdot H)$ と定義

する．ただし，$g\in G,$ $X\in g$ に対して $g\cdot X=$ Ad$(g)X$ とおいた．この時，Weyl 群
$W$ は $a^{*}$ の線形変換群として作用する．罵零 Lie 環 $\mathfrak{n}$ を $\mathfrak{n}=\oplus_{\alpha\in\Sigma}+g_{\alpha}$ により定義す

る．$\rho=\frac{1}{2}\sum_{\alpha\in\Sigma^{+}}m_{\alpha}\alpha$ を多重度まで込めた，正ルートの総和の半分とする．ここで
$m_{\alpha}=\dim g_{\alpha}$ とおいた．$l\in N$ を $X$ の実ランク，$n\in \mathbb{N}$ を $X$ の空間次元，そして $\nu\in \mathbb{N}$

を $X$ の擬次元 (pseudo-dimension) とする:

$l=\dim a$ ,

$n=l+ \sum_{\alpha\in\Sigma^{+}}m_{\alpha}=l+\dim N$
,

$\nu=l+2|\Sigma_{0}^{+}|$ .

ここで $|\Sigma_{0}^{+}|$ は $\Sigma_{0}^{+}$ の濃度である．また，閉部分 Lie 群 $A,$ $N$ を $A=\exp a,$ $N=$ exp n
により定義する．このとき , Lie群 $G$ に対して以下の分解が成り立つ．

$\{\begin{array}{ll}G=KAN (Iwasawa),G=K(\exp a^{+})K (Cartan).\end{array}$

任意の $f\in C_{0}^{\infty}(X)$ に対して，非コンパクト型対称空間上の Fourier変換 (Helgason
Fourier transform) が以下で定義される．

$\mathcal{F}f(\lambda, b)=\int_{X}e^{(-i\lambda+\rho)(A(x,b))}f(x)dx$, $(\lambda, b)\in a^{*}\cross B$ .

Helgason Fourier transformに対して，以下の基本定理が Helgasonにより示されている:

(i) (Fourier反転公式) 任意の $f\in C_{0}^{\infty}(X)$ に対して以下の反転公式が成り立つ．

$f(x)=w^{-1} \int_{\mathfrak{a}^{*}\cross B}e^{(i\lambda+\rho)(A(x,b))}\mathcal{F}f(\lambda, b)|c(\lambda)|^{-2}d\lambda db$ .

ここで $c(\lambda)$ は Harish-Chandra c-関数である．

83



(ii) (Plancherelの定理) Fourier変換 $\mathcal{F}$は以下のユニタリ同型に一意的に拡張される :
$\mathcal{F}:L^{2}(X)arrow L_{W}^{2}(a^{*}\cross B, w^{-1}|c(\lambda)|^{-2}d\lambda db)$.

ここで，$\psi\in L_{W}^{2}(a^{*}\cross B, w^{-1}|c(\lambda)|^{-2}d\lambda db)$ とは，$\psi\in L^{2}(a^{*}\cross B, w^{-1}|c(\lambda)|^{-2}d\lambda db)$

かつ，任意の $s\in W$ に対して

$\int_{B}e^{(is\lambda+\rho)(A(x,b))}\psi(s\lambda, b)db=\int_{B}e^{(i\lambda+\rho)(A(x,b))}\psi(\lambda, b)db$ .

を満たすことである．

非コンパクト型対称空間上で Fourierマルチプライアーを定義する．$p(\lambda)$ を $W$-不変
で遠方で高々多項式増大度である $a^{*}$ 上の関数とする．この時，任意の $f\in C_{0}^{\infty}(X)$ に

対して $W$-不変性から以下が従う．

$\int_{B}e^{(is\lambda+\rho)(A(x,b))}p(s\lambda)\mathcal{F}f(s\lambda, b)db=\int_{B}e^{(i\lambda+\rho)(A(x,b))}p(\lambda)\mathcal{F}f(\lambda, b)db$ .

これより，$p(\lambda)$ を表象とする Fourier マルチプライアー- $P$ が任意の $f\in C_{0}^{\infty}(X)$ に対
して以下で定義される．

$Pf(x)=\mathcal{F}^{-1}$「$p(\lambda)\mathcal{F}f](x)$

$=w^{-1}l_{\cross B}e^{(i\lambda+\rho)(A(x,b))}p(\lambda)\mathcal{F}f(\lambda, b)|c(\lambda)|^{-2}d\lambda db$.

ここで Abel変換と呼ばれる積分変換を導入する．任意の $f\in C_{0}^{\infty}(X)$ に対して，$f$ の

Abel 変換 $\mathcal{A}f(H, kM)$ を以下で定義する．

$\mathcal{A}f(H, kM)=e^{\rho(H)}\int_{N}f(ke^{H}n\cdot 0)dn$, $(H, kM)\in a\cross B$ .

Abel 変換を用いることで , Fourier変換が以下のように表現できる．

$\mathcal{F}f(\lambda, b)=le^{-i\lambda(H)}\mathcal{A}f(H, b)dH$.

つまり，非コンパクト型対称空間上の Fourier変換は，Abel変換と $a$上の Euclid Fourier
変換の合成として書ける．この表現は対称空間上の調和解析でよく用いられ，対称空
間上での Fourier変換に対する多くの議論を Euclid空間 $a$上の解析に帰着させるこ
とができる．特に , Fourierマルチプライアー $P$ は以下のように表現できる:

$\mathcal{F}[Pf](\lambda, b)=\mathcal{F}_{a}|p(D_{H})\mathcal{A}f(\cdot, b)](\lambda)$ .

ここで，$p(D_{H})$ は $p(\lambda)$ を表象とする $a$上の Fourierマルチプライアーであり，$\mathcal{F}_{a}$ は以
下で定義される $a$ 上の Fourier変換である．

$\mathcal{F}_{\mathfrak{a}}\phi(\lambda)=\int e^{-i\lambda(H)}\phi(H)dH$.
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4 Abel変換と分数階積分

本節では，証明の Key となる Abel変換と分数階積分の重み付き $L^{2}$-空間における連
続性について考察する．
命題 41. 任意の $\delta\geq 0$ に対して，以下の線形写像は連続である．

$A:L^{2,\delta}(X)arrow J^{-1}L^{2,\delta}(a\cross B)$ .

ただし，$J=c^{-1}(D_{H})$ は $c^{-1}(\lambda)$ を表象とする $a$ 上の Fourierマルチプライアーであ
る．また，$L^{2,\delta}(X)=\{x)^{-\delta}L^{2}(X),$ $L^{2,\delta}(a\cross B)=\{H\}^{-\delta}L^{2}(a\cross B, dxdb)$ とおいた．

表象 $c^{-1}(\lambda)$ は $a^{*}$ における (Weyl wall と呼ばれる)超平面の有限和集合 $\bigcup_{\alpha\in\Sigma^{+}}KerA_{\alpha}$

において零になる．ここで $A_{\alpha}(\lambda)=\{\alpha, \lambda\}(\alpha\in\Sigma, \lambda\in a^{*})$ とおいた．この退化が Abel
変換の $a$上の大域的な解析において障害となるが，以下の補題を用いることでその困
難を回避できる．

補題 42. $a^{*}$ 上の関数 $q(\lambda),$ $e(\lambda),$ $e_{0}(\lambda)$ を以下で定義する．

$q(\lambda)=c_{0}^{-1}\Pi_{\alpha\in\Sigma_{0}^{+}}\langle i\lambda,$ $\alpha_{0}\rangle$ ,

$e(\lambda)=c^{-1}(\lambda)/q(\lambda)$ ,

$e_{0}(\lambda)=\Pi_{\alpha\in\Sigma_{0}^{+}}(1+\{\lambda,$ $\alpha_{0}\rangle^{2})^{(m_{\alpha}+m_{2\alpha}-2)/4}$ .

このとき，$c^{-1}(\lambda)=q(\lambda)e(\lambda)$ かつ $e^{\pm}(\lambda)\in S(e_{0}^{\pm}(\lambda);\langle H\rangle^{-2}|dH|^{2}+|d\lambda|^{2})$ . ここで，$c_{0}$

はある正定数であり，$\alpha\in\Sigma$まに対して，$\alpha_{0}=\alpha/|\alpha|$ とおいた．擬微分作用素のシンボ
ルクラス $S(m, g)$ の定義については [16] を参照．

この補題により，表象 $c^{-1}(\lambda)$ を多項式 $q(\lambda)$ と “楕円型” の表象 $e(\lambda)$ に分解するこ
とができる．命題 4.1は，空間 $X,$ $\alpha$ をそれぞれ 2進分解し，補題 42を用いて作用素ノ
ルムを評価することで証明される．その際，微分作用素 $q(D_{H})$ の局所性と $e(D_{H})$ の

楕円性により Abel 変換のサポートの大きさを解析できることがカギとなる．詳細に
ついては [17] を参照．

Abel変換の重み付き $L^{2}$-連続性を用いることで，Euclid 空間で成り立つ Fourier マ
ルチプライアーに対する評価が対称空間上でも成り立つ: $\delta_{1},$ $\delta_{2}\geq 0$ とする．$W$-不変
で遠方において高々多項式増大度である表象 $p(\lambda)$ に対して，以下の重み付き評価が
成り立つと仮定する．

$\Vert\{H\}^{-\delta_{1}}p(D_{H})\phi\Vert_{L^{2}(a)}\leq C\Vert\{H\rangle^{\delta_{2}}\phi\Vert_{L^{2}(\mathfrak{a})}$ . (4.1)

この時，任意の $f\in C_{0}^{\infty}(X)$ に対して，Abel変換に対する反転公式

$f=w^{-1}\mathcal{A}^{*}\overline{J}J\mathcal{A}f$
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を用いると，次のように書ける．

$\langle x\rangle^{-\delta_{1}}Pf$

$=w^{-1}\{x\rangle^{-\delta_{1}}\mathcal{A}^{*}\overline{J}p(D_{H})J\mathcal{A}f$

$=w^{-1}\{x\}^{-\delta_{1}}\mathcal{A}^{*}\overline{I}\langle H\rangle^{\delta_{1}}(\langle H\rangle^{-\delta_{1}}p(D_{H})J\mathcal{A}f)$.

Abe 変換の重み付き $L^{2}$-連続性より，

$\Vert\{x\}^{-\delta_{1}}Pf\Vert_{L^{2}(X)}\leq C\Vert\langle H\}^{-\delta_{1}}p(D_{H})J\mathcal{A}f\Vert_{L^{2}(\alpha\cross B)}$ .

Euclid空間上での評価 (4.1) と再び Abel変換の重み付き $L^{2}$-連続性を用いることで

$\Vert\{x\rangle^{-\delta_{1}}Pf\Vert_{L^{2}(X)}\leq C$ II $\langle H\rangle^{\delta_{2}}J\mathcal{A}f\Vert_{L^{2}(\mathfrak{a}\cross B)}$

$\leq C\Vert\langle x\}^{\delta_{2}}f\Vert_{L^{2}(X)}$

が得られる．よって，対称空間上で (4.1) に対応する評価が成り立つことが分かる．
同様の議論により，対称空間上の Fourier変換に対する Fourier制限評価が得られ

る: $a(\lambda)\in C_{W}^{\infty}(a^{*}\backslash \{0\})$ を正値な 1次斉次楕円型表象とする．$X$ の “相空間” $a^{*}\cross B$

における，$a(\lambda)$ に関するレベル集合 $\Sigma(\tau)(\tau>0)$ を次で定める．

$\Sigma(\tau)=\{(\lambda, b)\in a^{*}\cross B;a(\lambda)=\tau\}$ .

又，レベル集合 $\Sigma(\tau)$ には $w^{-1}|c(\lambda)|^{-2}d\lambda db$ から誘導される測度を付随させる．ただ
し，実ランクが 1の場合は $w^{-1}|c(\lambda)|^{-2}d\delta_{|\lambda|=\tau}db$ (ここで $d\delta_{|\lambda|=\tau}$ は，2点集合 $\{|\lambda|=\tau\}$

における Dirac測度) を考える．このとき，Chihra [71における Euclid空間上の Fourier
制限評価を用いることで以下が得られる．

補題 43 (i) 任意の $\theta>0$ に対して次が成り立つ．

$\Vert \mathcal{F}f\Vert_{L^{2}(\Sigma(\tau))}\leq C\Vert\langle x\}^{1/2+\theta}f\Vert_{L^{2}(X)}$ .

(ii) $l=1$ または $l\geq 3$ のとき，$0<\theta<1,$ $l=2$ のとき，$0<\theta<1/2$ と仮定する．こ
の時以下が成り立つ．

$\Vert s(\tau, \cdot)\mathcal{F}f(\tau\cdot, \cdot)-s(\sigma, \cdot)\mathcal{F}f(\sigma\cdot, \cdot)\Vert_{L^{2}(\Sigma(1))}\leq C|\tau-\sigma|^{\theta}\Vert\{x\}^{1/2+\theta}f\Vert_{L^{2}(X)}$ .

ここで $\tau>0,$ $\lambda\in a^{*}$ に対して，$s(\tau, \lambda)=\tau^{(l-1)/2}c^{-1}(\tau\lambda)/c^{-1}(\lambda)$ とおいた．

(iii) $l=1$ の時 $0<\theta<1,$ $l\geq 2$ の時 $0<\theta<(l-1)/2$ と仮定する．このとき

$||\mathcal{F}f\Vert_{L^{2}(\Sigma(\tau))}\leq C\tau^{\theta}\Vert\{x\}^{1/2+\theta}f\Vert_{L^{2}(X)}$ .
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Chihara [7] における一様レゾルベント評価において，以下の評価が重要な役割を
果たす．

定理 4.4 ([24, Theorem $B^{*}]$). $0<\alpha<n,$ $\beta<n/2,$ $\gamma<n/2$ かつ $\alpha=\beta+\gamma$ と仮定す
る．この時，以下が成り立つ:

$\Vert|x|^{-\beta}|D_{x}|^{-\alpha}|x|^{-\gamma}f\Vert_{L^{2}(R^{n})}\leq C\Vert f\Vert_{L^{2}(R^{n})}$ .

定理の系として以下が得られる．

系 4.5. $0< \alpha<n/2+\min\{0, \alpha, \beta\},$ $\beta+\gamma\geq\alpha$ と仮定する．この時以下が成り立っ :

$\Vert\{x\rangle^{-\beta}|D_{x}|^{-\alpha}\{x\rangle^{-\gamma}f\Vert_{L^{2}(R^{n})}\leq C\Vert f\Vert_{L^{2}(R^{n})}$ .

この定理，及び系に関して，空間次元が現れることに注意する．ここに空間次元が
表れるために，定理 12, 定理 13における低周波数まで込めた Type-II評価において，
Fourierマルチプライアーの階数の上限として空間次元が現れる．一方，非コンパクト
型対称空間上では分数階積分に対して，以下の評価がなりたつ．

命題 46. $0< \sigma<\nu/2+\min\{0, \delta, \delta’\},$ $\delta+\delta’>\sigma$ と仮定する．この時以下の評価が
成り立っ:

$\Vert\{x)^{-\delta}|D|^{-\sigma}\{x\rangle^{-\delta’}f\Vert_{L^{2}(X)}\leq C\Vert f\Vert_{L^{2}(X)}$ .

Euclid空間における分数階積分における空間次元に代わって，非コンパクト型対称
空間においては擬次元 (pseudo-dimension)が現れることが分かる．

以下では，命題 46の証明で Key となる Lie群上の合成積の性質について述べる．
Euclid空間上では合成積に対する Young の不等式から，$L^{2}(\mathbb{R}^{n})*L^{2}(\mathbb{R}^{n})\subset L^{\infty}(\mathbb{R}^{n})$

が従う．H\"olderの不等式より $L^{\infty}(\mathbb{R}^{n})\subset L^{2,-\delta}(\mathbb{R}^{n})(\delta>n/2)$ が成り立つので，結局次
が得られる．

$L^{2}(\mathbb{R}^{n})*L^{2}(\mathbb{R}^{n})\subset L^{2,-\delta}(\mathbb{R}^{n})$, $\delta>n/2$ .

一方，連結，半単純，中心有限な Lie群 $G$ に対し，$dg$ を $G$上の Harr測度とすると，$G$上
の合成積が以下で定義される．

$u*v(g)= \int_{G}u(g_{1})v(g_{1}^{-1}g)dg(g_{1})$ $u,$ $v\in C_{0}(G)$ .

また，非コンパクト型対称空間 $X=G/K$ において，合成積に相当する双線形作用素
$\cross$ が以下で定義される．

$u\cross v(g\cdot 0)=\tilde{u}*\tilde{v}(g)$ $u,$ $v\in C_{0}(X)$ .
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ここで $u$ のリフト関数 $\tilde{u}$ を $\tilde{u}(g)=u(g\cdot 0)$ とおいた．Euclid空間と同様に $H\ddot{o}$lder の

不等式より，$L^{2}(G)*L^{2}(G)\subset L^{\infty}(G),$ $L^{2}(X)\cross L^{2}(X)\subset L^{\infty}(X)$ が成り立つ．しかし，
非コンパクト型対称空間の球の体積は測地距離に関して指数関数的に増大するため，
任意の $\delta>0$ に対して $L^{\infty}(X)\not\subset L^{2,-\delta}(X)$ . よって，単純に Euclid空間における上述
の方法からは，$L^{2}$ -関数の合成積に対する重み付き評価は得られない．半単純 Lie群上
の合成積に関しては，以下の評価が知られている．

定理 4.7 ([15, Theorem 1]). $G$ を連結，半単純中心有限な Lie群とする．$w(g)$ を $G$ 上

の正値連続両側 $K$-不変な関数で，$\int_{G}\varphi_{0}^{2}(g)w^{-1}(g)dg=1$ を満たすと仮定する．こ
の時，次が成り立つ

$\Vert f_{1}*f_{2}\Vert_{L^{2}(G,w^{-1}dg)}\leq\Vert f_{1}\Vert_{L^{2}(G,dg)}\Vert f_{2}\Vert_{L^{2}(G,dg)}$.

ここで $\varphi_{0}(g)$ は $\varphi_{0}(g)=\int_{K}e^{-\rho(H(gk))}dk$ により定義される $G$上の elementary spherical
Mction である．

elementary spherical function $\varphi_{0}$ は両側 $K$-不変であり，以下の評価が知られている．

$\varphi_{0}(\exp H)\leq C\{\Pi_{\alpha\in\Sigma_{0}^{+}}(1+\langle\alpha, H\})\}e^{-\rho(H)}$

$\leq C\langle H\}^{|\Sigma_{0}^{+}|}e^{-\rho(H)}$ on $\overline{a^{+}}$ . (4.2)

評価 (4.2) により，定理 47において $w(g)=\{g\cdot 0\rangle^{2\delta}(\delta>\nu/2)$ と置くことで，次の系
が得られる．

系 48. 任意の $\delta>\nu/2$ に対して，以下が成り立っ．

$\Vert f_{i}\cross f_{2}\Vert_{L^{2,-\delta}(X)}\leq C\Vert f_{1}\Vert_{L^{2}(X)}\Vert f_{2}\Vert_{L^{2}(X)}$ ,

$\Vert f_{1}\cross f_{2}\Vert_{L^{2}(X)}\leq C\Vert f_{1}\Vert_{L^{2,\delta}(X)}\Vert f_{2}\Vert_{L^{2}(X)}$ .

命題 46は，Anker-Ji [1] による，$|D|^{-\sigma}$ の核関数に対する評価と，系 48を用いるこ
とで示される．詳細は [17] を参照．
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