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概要

KP 階層は，ソリトン理論において最も重要な位置を占める非線形偏微分方程式系で
あり，自然数の重みの時間発展を持つ斉次な無限次元可積分系を成す．それに対して，
UC 階層は「KP 階層の斉次性を保ったまま負の重みの無限変数を付け加えた拡張」とい
うことができる．この小文では，UC 階層の相似簡約から自然に現れるモノドロミー保
存変形型の有限次元可積分系について論ずる．得られた方程式 ( $=$シュレジンジャー系)
は，パンルヴェVI 型方程式やガルニエ系を含むような興味深いクラスを与え，多項式ハ
ミルトン系による統一的な表示を持つ．積分表示と捻れドラム理論に基づいた超幾何函
数解の構成についても紹介する．詳細は文献 [26,28] を参照されたい．

1 はじめにーパンルヴェ方程式の特殊多項式

パンルヴェ$n$型方程式

$(p_{\Pi})$ $\frac{d^{2}q}{dx^{2}}=2q^{3}+xq+a$

は定数パラメタ $a=0$ のとき，特殊解 $q\equiv 0$ を許す．ベックルント変換 (双有理変換の対
称性)

$\pi;q\mapsto-q$ , $a\mapsto-a$ ,

$r_{1}:q \mapsto q+\frac{a-\frac{1}{2}}{q^{2}-\frac{dq}{dx}+\frac{x}{2}}$, $a\mapsto 1-a$ .

を用いると，パラメタ $a$ が整数のとき $P_{\mathbb{I}}$ は有理解を持つことが分かる．驚くべきことに，有
理解の分子と分母に現れる因子はモニックな整数係数多項式となることが観察される．これ
をヤブロンスキーヴォロビエフ多項式と呼ぶ．初めのいくつかは $\tau_{\iota(x)=x,T_{2}(x)=x^{3}+4}$ ,
$T_{3}(x)=x^{6}+20x^{3}-80,$ $T_{4}(x)=x(x^{9}+60x^{3}+11200),$

$\ldots$ 等である．この多項式の正体は，次
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のようにして，ソリトン理論の立場から自然に理解することができる．典型的なソリトン方
程式のーつである (変形) $KdV$ 方程式

(1) $4 \frac{\partial v}{\partial t}=-6v^{2}\frac{\partial v}{\partial x}+\frac{\partial^{3}v}{\partial x^{3}}$

を考えよう．変数の次数を $\deg x=$ l, deg $t=3,$ $\deg v=-1$ と数えると (1) は斉次式ゆえ，自己
相似解 $v(x,t)=(-3t/4)^{-1/3}q((-3t/4)^{-1/3}x)$ を許す．このとき，函数 $q=q(x)$ が PII を満たすこ
とは容易に確かめられる ([11参照). 一方，(1) は 2-コアのヤング図形 $(n\geq n-1\geq\ldots\geq 2\geq 1)$

に対するシューア函数で表される有理解，しかも自己相似解，を持つ．この事実は $KdV$方程
式系が 2-被約の KP 階層であることに基づく ([14]参照). 以上をまとめると，多項式 $T_{n}(x)$

がシューア函数の特殊化であることが明らかになる (梶原・太田 [8]).
II型以外のパンルヴェ方程式に対しても，有理解 (又は代数解) に付随した類似の多項式
の系列が生成できる．IV型については岡本多項式，III, V, VI型については梅村多項式と総
称される一連の特殊多項式は，組み合わせ論や表現論の視点から興味深い性質を持つことが
知られている ([291参照). 先程と同様に，PIv がブジネ方程式一これもやはり $KdV$方程式
のように KP階層の理論の範疇にある–の相似簡約であることから，岡本多項式の正体が 3-
コアのヤング図形に対するシューア函数であることが分かる ([9,16]参照).
ところが $P_{V},$ $P_{VI}$ の梅村多項式については状況が一変する．即ち，増田等 [12, 13] によっ

て発見されたように，シューア函数ではなく，その一般化である普遍指標 (特に 2-コアのヤ
ング図形の組に付随したもの) が現れたのである．また，ガルニエ系一 PVI の多変数版一に
対しても，普遍指標による解が (後述の頂点作用素を用いて) 構成されている [24]. 実はこ
れら一連の結果は，UC 階層と呼ぶ KP 階層の拡張を考えることによって，系統的に説明す
ることができる．

2 普遍指標と UC 階層

ヤング図形の組 $\lambda=(\lambda_{1}\geq\cdots\geq\lambda_{l}),$ $\mu=\psi_{1}\geq\cdots\geq\mu_{l’})$ に対し，普遍指標 $S_{[\lambda,\mu]}$ を捻れたヤコ
ビトゥルディ公式 (小池 [10])

(2) $S_{[\lambda\mu]}=\det(\begin{array}{ll}q_{\mu_{l’- i+1}+i-j} i\leq l’p_{\lambda_{i-l’}-i+j} i>l’\end{array})$

によって定義する．但し $p_{n}=p_{n}(x)$ は母函数

$e^{\xi(x.k)}= \sum_{n\epsilon \mathbb{Z}}p_{n}(x)k^{n}$, $\xi(x,k)=\sum_{n=1}^{\infty}x_{n}k^{n}$

で決まる変数 $x=$ $(x_{1} , x_{2}, \ldots)$ に関する多項式とし，一方 $q_{n}=q_{n}(y)$ は $p_{n}$ において単純に $x$ を
$y$ に置き換えたものとする．2系列の無限変数 $x=(x_{1}, x_{2}, \ldots),$ $y=(y_{1},y_{2}, \ldots)$ について，各々
$\deg x_{n}=n,$ $\deg y_{n}=-n$ と次数を勘定すると，例えば

$S_{[\emptyset,\emptyset]}=1$ , $S_{[(1),\emptyset]}=x_{1}$ , $S_{[(1),(1)]}=x_{1}y_{1}-1$ ,

$S_{[(2,1),(1)]}=( \frac{x_{1^{3}}}{3}-x_{3})y_{1}-x_{1^{2}}$ , ...
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という風に $S_{[\lambda_{4^{l}}]}$ は次数がヤング図形の面積の差 $|\lambda|$ – 回に等しい斉次多項式になる．普遍
指標は，シューア函数の自然な拡張であり，一般線形群の既約有理表現の指標を与える．実
際，$\mu=\emptyset$ とおくと，普遍指標は文字通りシューア函数に帰着する :

$S_{[\lambda,\emptyset]}=\det(p_{\lambda_{i}-i+j})=S_{\lambda}$ .
また $GL_{r}$ の既約有理表現は，$l+l’\leq r$ なるヤング図形の組 $[\lambda,\mu]$ で指定できるので，それを

$\rho_{[\lambda\psi]}$ と表すことにする．このとき tr $\circ\rho_{[\lambda,\mu]}=S_{[\lambda\mu]}$ が成り立つ．但し，変数の対応は $g\in GL_{r}$

の固有値 $(t_{1}, \ldots,t_{r})$ を用いて

$x_{n}= \frac{1}{n}\sum_{i=1}^{r}t_{i^{n}}$ , $y_{n}= \frac{1}{n}\sum_{i=1}^{r}t_{i}^{-n}$

とおいた．
無限次元可積分系の理論と一般線形群の表現論は密接に関係している．些か標語的だが，

$KP$ 階層はシューア函数を特徴付ける無限次元可積分系と考えられ，その普遍指標への対応
物が UC 階層に他ならない．
互いに可換な頂点作用素の組

$\sum_{n\epsilon Z}X_{n}^{f}k^{n}=e^{\neq\xi(x-\overline{\delta}_{y},k)}e^{\not\in(\overline{\theta}_{li}k^{-1})}$ ,

$\sum_{n\in Z}Y_{n}^{\pm}k^{-n}=e^{*\xi(y-\overline{\partial}_{x}l^{-1})}e^{\yen(\overline{\partial}_{y},k)}$

を導入しよう．但し，記号
$\tilde{\partial}_{x}=(\frac{\partial}{\partial x_{1}},$ $\frac{1}{2}\frac{\partial}{\partial x_{2}},$ $\frac{1}{3}\frac{\partial}{\partial x_{3}},$ $\ldots)$

を用いた．

定義 1([23]). 未知函数 $\tau=\tau(x,y)$ に対する 2連立双線形方程式

$\sum_{i+j--1}X_{i}^{-}\tau\otimes X_{j}^{+}\tau=\sum_{i+j=-1}Y_{i}^{-}\tau\otimes Y_{j}^{+}\tau=0$

を UC 階層 (の双線形恒等式) と呼ぶ．

函数 $\tau$ が変数 $y$ に依存しない場合，UC 階層は KP 階層に帰着する．UC 階層の解空間は
佐藤グラスマン多様体一 KP 階層の解空間一の直積を成し，特に斉次多項式解の全体は普遍
指標の集合に一致する (表 1参照). 実は，多項式とは限らない一般の斉次解を考えること
から，モノドロミー保存変形との繋がりが見えてくる (第 4節).

3 モノドロミー保存変形

$L$連立 1階線形常微分方程式

(F) $\frac{d\Psi}{dz}=\sum_{i=0}^{N+1}\frac{A_{i}}{z-s_{i}}\Psi$ $(A_{l}:L\cross L$行列 $)$
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表 1: $KP$ 階層と UC 階層

はリーマン球面 $\mathbb{P}^{1}$ 上に $N+3$ 個の確定特異点 $S=\{s_{0}=1, s_{1}, \ldots, s_{N}, s_{N+1}=0, s_{N+2}=\infty\}$ を持

つフックス型方程式である．正則点 $z=p\in X=\mathbb{P}^{1}\backslash S$ を始点とする閉曲線に沿った解析接
続は，(F) の解の基本系に対する線形変換を引き起こす．こうして得られる基本群 $\pi_{1}(X,p)$ の

$L$ 次元表現 (の共役類) のことを (F) のモノドロミーという．さて，特異点の位置 $s_{i}$ を動か
したとき，(F) のモノドロミーが変化しないように係数 $A_{j}=A_{j}(s)$ の $s$ -依存性を決定しよう．

定理 2(古典的). (F) のモノドロミーが $s_{i}$ に依らない為の必要十分条件は，$z$ についての有
理函数 $B_{i}(z)$ が存在して，変形方程式

(D) $\frac{\partial\Psi}{\partial s_{i}}=B_{i}\Psi$

が成り立っことである．

(F) と (D) の完全積分可能条件から得られる，$A_{J}$ に対する $s$ についての非線形偏微分方程
式系をモノドロミー保存変形と呼ぶ．適当な規格化の下，有理函数 $B_{i}(z)$ は $A_{j}$ で具体的に表

される．無限遠点の留数行列 $A_{N+2}=- \sum_{i=0}^{N+1}A_{i}$ を対角化しておくのが通例で，このとき

$B_{i}= \frac{A_{i}}{s_{i}-z}$

となる．結局，(F) のモノドロミー保存変形はシュレジンジャー系 [19]

$\frac{\partial A_{i}}{\partial s_{i}}=-\sum_{j\neq i}\frac{[A_{i},A_{j}]}{s_{i}-s_{j}}$ , $\frac{\partial A_{i}}{\partial s_{j}}=\frac{[A_{i},A_{j}]}{s_{i}-s_{j}}$ $(i\neq j)$
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によって記述される．最初の非自明な例が $L=2,$ $N=1$ のときであり，パンルヴェVI型方
程式

$(P_{V1})$ $\frac{d^{2}q}{ds^{2}}=\frac{1}{2}(\frac{1}{q}+\frac{1}{q-1}+\frac{1}{q-s})(\frac{dq}{ds})^{2}-(\frac{1}{s}+\frac{1}{s-1}+\frac{1}{q-s})\frac{dq}{ds}$

$+ \frac{q(q-1)(q-s)}{s^{2}(s-1)^{2}}(a+b\frac{s}{q^{2}}+c\frac{s-1}{(q-1)^{2}}+d\frac{s(s-1)}{(q-s)^{2}})$

に帰着する．

4 UC 階層の相似簡約

頂点作用素で結ばれた UC 階層の隣接する解の列には，元の双線形恒等式に由来する類似の
関係式が成り立つ．典型的には

$\tau_{m,n}@\tau_{m+1,n+1}=\sum_{i+j=0}X_{i}^{-}\tau_{m+1,n}@X_{j}^{+}\tau_{m_{1}n+1}$

のような方程式である．これらは KP 階層の用語に倣えば「変形 UC 階層」とでも呼ぶべき
ものである．ここで，添字が $(m,n)\in Z^{2}$ のように 2次元分あるのは，互いに可換な頂点作用
素の存在の反映である．実際，KP階層の場合は

$\sum_{i+j=-2}X_{i}^{-}\tau_{n}@X_{j}^{+}\tau_{n+1}=0$

となる．

さて，UC 階層の解の列 $\{\tau_{m,n}(x,y)\}$ に対する付帯条件として斉次性 : $E\tau_{m,n}=d_{mn^{T_{m,n}}}$ と周
期性 : $\tau_{m+L,n}=\tau_{m,n+L}=\tau_{m,n}$ を課してみよう．但し

$E= \sum_{n=1}^{\infty}(nx_{n}\frac{\partial}{\partial x_{n}}-ny_{n}\frac{\partial}{\theta y_{n}})$

は次数を測る微分作用素である．例えば $ES_{[\lambda\mu]}=(|\lambda|-\#\ell|)S_{[\lambda\psi]}$ となる．さらに，独立変数
$x_{k},$ $y_{k}$ を有限個の新たな変数 $t=(t_{0}, t_{1}, \ldots, t_{N})$ の「幕和」

(3) $x_{n}= \frac{1}{n}\sum_{i=0}^{N}\theta_{i}t_{i}^{n}$, $y_{n}= \frac{1}{n}\sum_{i=0}^{N}\theta_{i}t_{i}^{-n}$

として読み替える (独立変数の特殊化). 斉次性の条件より，$to=1$ としても一般性を失わ
ないことを注意しておく．以上の操作の結果，UC 階層から得られる非線形偏微分方程式系
を $\mathcal{G}_{Lfl}$ と表す．
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証明の概略．元の双線形恒等式から，波動函数

$\psi_{m,n}=\frac{\tau_{m,n-1}(x-[k^{-1}],y-[k])}{\tau_{m.n}(x,y)}e^{\zeta(x,k)}$

($k$ : スペクトル変数) の満たす方程式として，

$\{\begin{array}{ll}\text{フックス型方程式} (F) (z=k^{-L})\text{変形方程式} (D) (si=t_{i}^{L})\end{array}$

の両方が自ずと従う．ここで記号 $[k]=(k,k^{2}/2,k^{3}/3, \ldots)$ を用いた 口

正確には 「$N+3$ 個の確定特異点のうち $N+1$ 個の近傍で $L-1$ 次元の正則解を持つ」 よ

うな (F) が現れる．あるいは，各特異点での留数行列の固有値の縮退の様子をヤング図形を
並べて表したものをスペクトル型と呼ぶが，この場合は

$($ 1, 1, $\ldots,$
$1),$ $(1,1, \ldots, 1),\underline{(L-1,1),\ldots,(L-1,1)}$

$N+1$ 個

のようになる．
興味深いことに，$\mathcal{G}_{L,N}$ は多時間ハミルトン系

$({}^{t}H_{L,N})$ $\frac{\partial q_{n}^{(i)}}{\partial s_{j}}=\frac{\partial H_{j}}{\partial p_{n}^{(i)}}$, $\frac{\partial p_{n}^{(i)}}{\partial s_{j}}=-\frac{\partial H_{j}}{\partial q_{n}^{(i)}}$ $(\begin{array}{l}1\leq i,j\leq N1\leq n\leq L-1\end{array})$

の形に表すことができる．ハミルトン函数昂は

$s_{i}H_{i}= \sum_{n=0}^{L-1}e_{n}q_{n}^{(i)}p_{n}^{(i)}+\sum_{j=0}^{N}\sum_{0\leq m<n\leq L-1}q_{m}^{(i)}p_{m}^{(J)}q_{n}^{(\int)}p_{n}^{(i)}+\sum_{j=0(j\neq i)}^{N}\frac{s_{j}}{s_{i}-s_{j}}\sum_{m,n=0}^{L-1}q_{m}^{(\iota)}p_{m}^{(j)}q_{n}^{(J)}p_{n}^{(i)}$

なる正準変数についての多項式である．ここで $s_{0}=q_{n}^{(0)}=q_{0}^{(\iota)}=1,$ $p_{n}^{(0)}= \kappa_{n}-\sum_{i=1}^{N}q_{n}^{(\iota)}p_{n}^{(i)}$ ,
$p_{0}^{(i)}= \theta_{i}-\sum_{n=1}^{L-1}q_{n}^{(i)}p_{n}^{(i)}$ なる略記を用いた．つまり，ハミルトン函数私は $q$ と $p$ に関して各々

3次と 2次の多項式である．また，複素パラメタ $(e,\kappa, \theta)=(e_{0}, \ldots, e_{L-1},\kappa_{0}, \ldots,\kappa_{L-1}, \theta_{0}, \ldots,\theta_{N})$

は線形方程式 (F) の確定特異点での指数に対応しており，2つの関係式

$\sum_{n=0}^{L-1}e_{n}=\frac{L-1}{2}$, $\sum_{n=0}^{L-1}\kappa_{n}=\sum_{i=0}^{N}\theta_{i}$

が付随するので，${}^{t}H_{L,N}$ の含む定数パラメタの個数は正味 $2L+N-1$ と分かる．特に $L=2$

の場合，${}^{t}H_{L,N}$ はガルニエ系に等価であり，さらに $N=1$ とすると $P_{VI}$ のハミルトン系表示
が再現される．
なお，変数変換 (3) の下

$\tau_{m,n}(x,y)=\sigma_{m,n}(\theta, t)$

とおくと，$\prime H_{L,N}$ の正準変数と UC 階層の $\tau$ 函数の関係は

(4) $q_{n}^{(i)}=( \frac{t_{i}}{t_{0}})^{n}\frac{\sigma_{n,-n}(\theta_{i}+1)\sigma_{0,0}(\theta_{0}+1)}{\sigma_{0.0}(\theta_{i}+1)\sigma_{n,-n}(\theta_{0}+1)}$ , $q_{n}^{(\iota)}p_{n}^{(i)}= \frac{\theta_{i}}{L}\frac{\sigma_{n-1,-n-1}(\theta_{i}-1)\sigma_{n,-n}(\theta_{i}+1)}{\sigma_{n,-n-1}\sigma_{n-1,-n}}$
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で与えられる．但し，函数 $\sigma_{m,n}$ の含む定数パラメタ $\theta=(\theta_{0}, \theta_{1}, \ldots, \theta_{N})$ の内，例えば $\theta_{i}$ のみ

を士 1ずらしたものを $\sigma_{m_{f}\iota}(\theta_{i}\pm 1)$ と表すような略記を用いた．
構成からハミルトン系 ${}^{t}H_{L,N}$ の様々な性質が UC 階層から導かれることが大切である．

(i) $\tau$ 函数と広田の双線形形式．UC 階層の双線形恒等式から直ちに

$(t_{i}-t_{j})\sigma_{m,n}\sigma_{m+1n+1}(\theta_{i}+1,\theta_{j}+1)$

$=t_{i}\sigma_{m+1,n}(\theta_{i}+1)\sigma_{m,n+1}(\theta_{j}+1)-t_{j}\sigma_{m+1,n}(\theta_{j}+1)\sigma_{mn+1}(\theta_{i}+1)$,

$(t_{f}D_{i}+\theta_{i})\sigma_{m+1,n}$ $\sigma_{m\rho+1}=\theta_{i}\sigma_{m,n}(\theta_{i}-1)\sigma_{m+1,n+1}(\theta_{t}+1)$,

$((t_{j}-t_{i})D_{i}+\theta_{i})\sigma_{m,n}(\theta_{j}-1)\cdot\sigma_{m+1,n}=\theta_{i}\sigma_{m,n}(\theta_{i}-1)\sigma_{m+1,n}(\theta_{i}+1, \theta_{j}-1)$

が得られる ($D_{t}$ は $t_{i}=s_{i^{1/L}}$ に関する広田微分の記号を表す). この双線形方程式系は
変数変換 (4) を通して $\mathcal{H}_{L,N}$ と等価である．

(ii) 普遍指標による解．$S_{[\lambda\ell]}\sqrt{}$ は UC 階層の斉次多項式解ゆえ簡約化の過程で生き残り，$\mathcal{H}_{L,N}$

の解を与える．なお周期条件の反映から，$\lambda,\mu$ として L-コアのヤング図形が現れる．

(iii) ワイル群対称性．頂点作用素は UC 階層の解の対称性を与えるが，その作用の順番の
置換が賀 L,N の双有理的正準変換の起源の一つである．

(iv) 線形補助問題 (ラックス形式). 上の定理 3の証明の通り，UC 階層の波動函数を考え
ればよい．元の線形常微分方程式とその変形方程式がともに双線形恒等式のみから得
られるので，系の両立条件の成立はあらかじめ保証されている．

注．KP 階層や UC 階層のような無限次元可積分系に対して，「周期性」，「斉次性」，「独立変数
の特殊化」の 3つの簡約条件を課すことでパンルヴェ系のような有限次元可積分系を得る操
作を相似簡約と呼ぶ．この小文ではモノドロミー保存変形の導出を考えたが，全く同様の構
造は $q$-類似に対しても成り立っ．すなわち，変数変換 (3) の代わりにその $q$-類似

$x_{n}= \frac{\Sigma_{i}t_{i}^{n}-q^{n}\Sigma_{j}t_{j^{n}}}{n(1-q^{n})}$ , $y_{n}= \frac{\Sigma_{i}t_{i}^{-n}-q^{-n}\Sigma_{j}t_{j^{-n}}}{n(1-q^{-n})}$

を適用すれば良い．例えば，次のような $q$-差分方程式系 [25]

$\overline{f}_{m,n}=\frac{c_{m,n}}{c_{m,n+1}}\frac{(g_{m+1,n}-\alpha)(g_{m,n+1}-c_{m,n+1}\beta)}{(g_{mn+1}-\alpha)(g_{m+1,n}-c_{m+1_{J}}\beta)}f_{m+1,n+1}$ ,

(5)
$\overline{g}_{m,n}=\frac{c_{m+1,n}(\overline{f}_{m+1,n}-q\gamma)(\overline{f}_{m,n+1}-c_{m,n+1}\delta)}{C_{m}+1.n+l(\overline{f}_{m,n+1}-q\gamma)(\overline{f}_{m+1,n}-c_{m+1_{Jt}}\delta)}g_{m+1,n+1}$

が UC 階層の相似簡約として得られる．ここで $\alpha\delta/\beta\gamma=1$ を満たす $\alpha,\beta,\gamma,\delta$ と $c_{m,n}$ はパラメ

タで，$f_{m,n}$ と $g_{m,l}$ が未知函数である．また，$q$-差分方程式の離散的時間発展を

$T:(\alpha,\beta,\gamma,\delta;f_{m,n},g_{mn})\mapsto(q\alpha,\beta/q,q\gamma,\delta/q;\overline{f}_{m.n},\overline{g}_{m,n})$
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と表した．添字 $(m,n)$ について (2, 2) 周期性を課すと，q-パンルヴェVI型方程式

$(q-P_{VI})$ $\overline{f}=\frac{c_{1,1}}{f}\frac{(\alpha g-1)(g-c_{1,2}\beta)}{(g-\alpha)(\beta g-c_{1,2})}$ , $\overline{g}=\frac{c_{1,2}}{g}\frac{(q\gamma\overline{f}-1)(\overline{f}-c_{1,1}\delta)}{(\overline{f}-q\gamma)(\delta\overline{f}-c_{1,1})}$

$(f=f_{1,1}, g=g_{1},2)$が得られる．この意味で (5) は $q-P_{VI}$ の高階拡張を与えている．

5 超幾何函数 $F_{L.N}$

多重指数 $s^{m}= \prod_{i=1}^{N}s_{i^{m_{i}}}$ の記法の下，無限級数

$F_{L,N}= \sum_{m_{i}\succeq 0}\frac{(\alpha_{1})_{|m|}\cdot\cdot.\cdot.(\alpha_{L-1})_{|m|}(\beta_{1})_{m_{1}}\cdots(\beta_{N})_{m_{N}}}{(\gamma_{1})_{|m|}\cdot(\gamma_{L-1})_{|m|}(1)_{m_{1}}\cdots(1)_{m_{N}}}s^{m}$

によって $N$ 変数の超幾何函数 $F_{L,N}(\alpha,\beta,\gamma;s)$ を定義する．ここで，$(a)_{n}=\Gamma(a+n)/\Gamma(a)$ (ポ
ホハマの記号) , $|m|= \sum_{i=1}^{N}m_{i}$ とした．次表のように，超幾何函数 $F_{L,N}$ は古典的に良く知ら
れた対象を特別な場合として含んでいる．

オイラー作用素

$\delta_{t}=s_{i^{\frac{\partial}{\partial s_{i}’}}}$ $\mathcal{D}=\sum_{i=1}^{N}\delta_{i}$

を用いると，定義より直ちに $y=F_{L,N}$ の満たす超幾何微分方程式

(6) $\{s_{l}(\beta_{i}+\delta_{i})\prod_{k=1}^{L-1}(\alpha_{k}+\mathcal{D})-\delta_{i}\prod_{k=1}^{L-1}(\gamma_{k}-1+\mathcal{D})\}y=0$

従うが，以下ではオイラー型積分表示

(7) $F_{L,N}= \prod_{k=1}^{L-1}\frac{\Gamma(\gamma_{k})}{\Gamma(\alpha_{k})\Gamma(\gamma_{k}-\alpha_{k})}\cross\int_{\Delta_{0}}\Phi\varphi_{0}$

を出発点に，等価な線形パフ系を構成することを考える．級数 $F_{L,N}$ は原点の近傍で収束し
て正則函数を定める．その解析接続を超幾何函数と呼ぶ訳だが，その特異性の起こる場所さ
え，(1変数の場合と異なり) 超幾何微分方程式 (6) からは直接見て取れない．一方，線形パ
フ系 (後述の定理 4) の形から，特異点は $s_{i}=0,$ $s_{i}=1,$ $s_{i}=\infty,$ $s_{i}=s_{j}(i\neq])$ に限ることが
分かる．
まず上記の積分表示 (7) において，被積分形式は

$\Phi=\prod_{k=1}^{L-1}u_{k^{\lambda_{k}}}(u_{k-1}-u_{k})^{\mu_{k}}\prod_{i=1}^{N}(1-s_{i}u_{L-1})^{v_{i}}$
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$(u_{0}=1)$ なる $U=\mathbb{C}^{L-1}\backslash D$上の多価函数に

$\varphi_{0}=\frac{du_{1}\wedge\cdots\wedge du_{L-1}}{u_{L-1}\Pi_{k=1}^{L-1}(u_{k-1}-u_{k})}\in\Omega^{L-1}(*D)$

を乗じたものであり，積分域 $\Delta_{0}=\{0\leq u_{L-1}\leq\cdots\leq u_{2}\leq u_{1}\leq 1\}\subset \mathbb{R}^{L-1}$ は $L-1$ -単体である．
但し，超平面の合併

$L-1$ $N$

$D=\cup(\{u_{k}=0\}\cup\{u_{k}=u_{k-1}\})\cup U\{u_{L-1}=1/s_{i}\}$

$k=1$ i$=$】

は $\Phi$ の特異点集合であり，記号

$\Omega^{p}(*D)=$ {高々 $D$ のみに極を持つ有理 $p$-形式}

を用いた．なお定数パラメタの対応は

$\lambda_{k}=\{\begin{array}{l}\alpha_{k}-\gamma_{k+1} (k\neq L-1), \mu_{k}=\gamma_{k}-\alpha_{k},\alpha_{L-1} (k=L-1)\end{array}$ $v_{i}=-\beta_{i}$

とした．
さて，函数 $1/\Phi$ の多価性が決める $U$ 上の局所系を $l$ (その双対を $\mathcal{L}^{\vee}$ ) とおく．この局所

系を係数とする (コ) ホモロジー群の構造は次のようになる :

(i) $\dim H^{p}(U,\mathcal{L})=\dim H_{p}(U,\mathcal{L}^{\vee})=\{$ $0N(L-1)+1$ $(p\neq L-1)(p=L-1)$

(ii) コホモロジー群 $H^{L-1}(U,l)\cong\Omega^{L-1}(*D)/\nabla\Omega^{L-2}(*D)$の基底は，$N(L-1)+1$ 個の微分形式

$\varphi_{0}$ , $\varphi_{n}^{(i)}=\frac{du_{1}\wedge\cdots\wedge du_{L-1}}{u_{L-1}(1-s_{i}u_{L-1})\Pi_{k\neq n}(u_{k-1}-u_{k})}$ $(\begin{array}{lll}1 \leq i\leq N1\leq n\leq L-1 \end{array})$

によって代表される．但し $\nabla=d+$ dlog $\Phi\wedge$ は共変微分作用素である．

(iii) $H_{L-1}(U,\mathcal{L}^{\vee})$ の基底 $=U\cap \mathbb{R}^{L-1}$ の有界な部屋．

実際，任意のサイクル $\Delta\in H_{L-1}(U,l^{\vee})$ に対して超幾何積分

$y_{0}= \int_{\Delta}\Phi\varphi_{0}$ , $y_{n}^{(i)}= \int_{\Delta}\Phi\varphi_{n}^{(\iota)}$

を考えると，線形微分方程式系

$(s_{i}-1) \frac{\partial y_{0}}{\partial s_{i}}=\beta_{i}(-y_{0}+\sum_{m=1}^{L-1}y_{m}^{(\iota)})$ ,

$\cdot$

$(s_{i}-s_{j}) \frac{\partial y_{n}^{(j)}}{\partial s_{i}}=\beta_{i}(y_{n}^{(l)}-y_{n}^{(j)})$ ,

$s \frac{\theta y_{n}^{(i)}}{\iota_{\partial s_{i}}}=-\alpha_{n}y_{n}^{(i)}+(\gamma_{n}-\alpha_{n})\sum_{m=n+1}^{L-1}y_{m}^{(\iota)}+\frac{\gamma_{n}-\alpha_{n}}{s_{i}-1}(-\mathcal{Y}0+\sum_{m=1}^{L-1}y_{m}^{(i)})+\sum_{j\neq i}^{N}\frac{\beta_{j}s_{j}}{s_{i}-s_{j}}j\overline{-}1(y_{n}^{tr)}-y_{n}^{(\iota)})$
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が成り立つ．定理としてまとめておこう．

定理 4. ベクトル値函数

$ff=f(s;\Delta)=^{T}(y_{0},y_{1}^{(1)},\ldots,y_{L-1}^{(1)},$ $\ldots,y_{1}^{(N)},$ . .., $y_{L-1}^{(N)})$

は階数 $N(L-1)+1$ の線形パフ系

(P) $dy=\sum_{0\leq i<j\leq N+1}C_{ij}d\log(s_{j}-s_{j})y$

を満たす (係数 $C_{ij}$ はパラメタ $\alpha_{n},\beta_{n},\gamma_{n}$ の 1次式).

特に原点で正則な (P) の解は次で与えられる．

$y_{0}=cF_{L,N}$ ,

$y_{1}^{(\iota)}= \frac{\gamma_{1}-\alpha_{1}}{7\iota}cF_{L,N}\wp_{i}+1,$ $\gamma_{1}+1)$ ,

$y_{2}^{(\iota)}= \frac{\alpha_{1}(\gamma_{2}-\alpha_{2})}{\gamma_{1}\gamma_{2}}cF_{L,N}(\alpha_{1}+1,\beta_{i}+1, \gamma_{1}+1,\gamma_{2}+1)$ , . ..

$y_{n}^{(\iota)}= \frac{\alpha_{1}\cdots\alpha_{n-1}(\gamma_{n}-\alpha_{n})}{\gamma_{1}\cdots\gamma_{n}}cF_{L,N}(\alpha_{1}+1, \ldots, \alpha_{n-1}+1,\beta_{i}+1, \gamma_{1}+1, \ldots,\gamma_{n}+1)$ , ...

但し $c= \prod_{k=1}^{L-1}\Gamma(\alpha_{k})\Gamma(\gamma_{k}-\alpha_{k})/\Gamma(\gamma_{k})$ とした．なお，隣接関係式 (付録 A) を用いると，各 $y_{n}^{(i)}$

を $\mathcal{Y}0$ の導函数の線形結合として表すこともできる．

6 $H_{L,N}$ の超幾何函数解

多項式ハミルトン系 $\prime H_{L.N}$ の相空間の次元 $2N(L-1)$ は，対応するフックス型方程式 (F) のア

クセサリ．パラメタの数に丁度等しい．$tH_{L,N}$ の初期値の空間は一般に複雑な代数多様体であ
るが，定数パラメタがある超平面上に制限された場合，射影空間 $\mathbb{P}^{N(L-1)}$ の点で径数づけら

れるような特殊解の族が存在する．次元の勘定は次表の通りである．

以下の定理が成り立—“$|\perp$つ．

定理 5. $\kappa_{0}-\sum_{i=1}^{N}\theta_{i}=0$ のとき $H_{L,N}$ は特殊解

$q_{n}^{(i)}=0$ , $p_{n}^{(i)}=- \theta\frac{y_{n}^{(i)}}{\iota_{\mathcal{Y}0}}$

を許す．但し $\{y_{0},y_{n}^{(i)}\}$ は (P) の任意の解として，パラメタの対応は $\alpha_{n}=e_{n}-e_{0},$ $\beta_{i}=-\theta_{i}$,

$\gamma_{n}=e_{n}-e_{0}-\kappa_{n}$ である．
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注．$P_{VI}(=H_{2,1})$ , ガルニエ系 $(=H_{2,N})$ の超幾何函数解は各々 Fuchs [51と岡本木村 [17] に

よって与えられた．$P_{VI}$ -鎖 $(=H_{L.1})$ についても最近，鈴木 [21] によって独立に考察されて
いる．

A 超幾何函数 $F_{I_{\sim}N}$ の隣接関係式

ここでは $F_{L,N}$ の隣接関係式をまとめておく．

$F_{L,N}( \alpha_{n}+1)=\frac{\mathcal{D}+\alpha_{n}}{\alpha_{n}}F_{L,N}$,

$F_{L_{r}N}( \beta_{i}+1)=\frac{\delta_{i}+\beta_{i}}{\beta_{i}}F_{L_{i}N}$,

$F_{LN}( \gamma_{n}+1)=\frac{\gamma_{n}}{\epsilon_{L}}\{\sum_{i=1}^{N}\frac{\partial}{\partial s_{i}}\prod_{k--1,k\neq n}^{L-1}(D+\gamma_{k}-1)-\sum_{j=0}^{L-1}\epsilon_{j}(\mathcal{D}+\gamma_{n})^{L-1-j}\}F_{L,N}$,

$F_{L,N}( \alpha_{n}-1)=\frac{\alpha_{n}-1}{\epsilon_{L}’}\{\sum_{i=1}^{N}s_{i}(\delta_{i}+\beta_{i})\prod_{k=1,k\neq n}^{L-1}(\mathcal{D}+\alpha_{k})-\sum_{j=0}^{L-1}\epsilon_{j}’(\mathcal{D}+\alpha_{n}-1)^{L-1-j}\}F_{L,N}$,

$F_{L,N}( \gamma_{n}-1)=\frac{D+\gamma_{n}-1}{\gamma_{n}-1}F_{L,N}$,

$F_{LW}( \beta_{i}+1,\beta_{j}-1)=\frac{(s_{i}-s_{j})\frac{\delta}{\delta s_{i}}+\beta_{i}}{\beta_{i}}F_{L,N}$,

$F_{L,N}( \alpha_{1}+1, \ldots,\alpha_{L-1}+1,\beta_{i}+1,\gamma_{1}+1, \ldots,\gamma_{L-1}+1)=\frac{\gamma_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\gamma_{L-1}\partial F_{L,N}}{\alpha_{1}\alpha_{L-1}\beta_{i}\partial s_{j}}$.

但し $\epsilon_{j}$ は $L$ 個の変数 $\alpha_{k}-\gamma_{n}(k=1, \ldots, L-1)$ と $\sum_{i=1}^{N}\beta_{i}-7n$ に関する $j$ 次の基本対称式で
ある．同様に，$\epsilon_{j}’$ は $\gamma_{k}-\alpha_{n}(k=1, \ldots, L-1)$ と $1-\alpha_{n}$ に関する $j$次の基本対称式である．

B $KP/UC$ 階層とパンルヴェ型常微分方程式

本論ではフックス型方程式の変形に関する話題を扱ってきたが，特異点を合流して生ずる不
確定特異点を含んだ場合にっいても議論は全く同様である．ここでは，特に変形パラメタが
1次元の場合，即ち，得られる非線形系が常微分方程式の場合に注目して，$KP/UC$ 階層とパ
ンルヴェ型方程式の関係をまとめておく (表 2,3参照．詳細は文献 [27] を参照されたい).

定理 6. パンルヴェ方程式 $P_{\mathbb{I}},$ $P(A_{L-1}^{(1)}),$ $P_{m}$-鎖は，各々 $KP$ 階層の周期 2, $L(\geq 3),$ $L(\geq 2)$ の相

似簡約である．また $P(A_{[be]-1}^{(1)})$ と Pvr鎖は UC 階層の周期 $(L,L)$ の相似簡約である 1.

$\downarrow\overline{\equiv\circ}B\Leftrightarrow P(A^{(1)_{1}}) fA_{L-1}^{(1)}$ 型の高階パンルヴエ方程式 [15], または周期 $L$ のダルブー鎖 [3, 30] を表す．Pm-鎖
は $P_{m}$ の $\ovalbox{\tt\small REJECT}$階$\Re_{\mathscr{X}}^{-}$ $(2L-2$ 階 $)$ で，元々 KP 階層とは異なる文脈から発見された [4, 20, 31]. $P_{VI}$.鎖 $(=H_{L,1})$

は，第 4節で見たように，あるクラスのシュレジンジャー系に等価な PVI の高階拡張 $(2L-2$ 階 $)$ である．な
お $P_{VI}$-鎖はドリンフェルトソコロフ階層からも導出できる [6, 22].
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表 2: $KP$ 階層からパンルヴェ方程式へ

表 3:UC 階層からパンルヴェ方程式へ

上の定理で，$KP$ 階層と $P_{II}$ 及び $P(A_{L-1}^{(1)})$ の関係については，各々 Ablowitz-Segur [1] と野
海山田 [16], Schiff [18] によって，既によく知られた結果である．

注．$P_{I}$ の導出はやや例外的で，KP階層に対して 2-被約条件: $\partial_{\mathcal{T}}/\partial_{X_{2}n}\equiv 0$ と斉次性: $L_{-2^{\mathcal{T}=C\mathcal{T}}}$

と独立変数の特殊化 : $x_{n}=0(n\neq 1,5)$ を課すことで得られる $([2,7,11]$ 参照 $)$ . 但し，ピラ
ソロ作用素 $L_{-2}=X_{1^{2}}/2+ \sum_{n=1}^{\infty}(n+2)x_{n+2}\partial/\partial x_{n}$ を用いた．対応する $z=k^{2}$ についての線形方
程式は $Z=\infty$ にボアンカレ階数 5/2の不確定特異点を持つ $2\cross 2$ 系である．

C 普遍指標の「フツク」による表示式

ここでは元のヤコビトゥルディ型公式 (2) とは異なる普遍指標の表示について紹介する．
ヤング図形 $\lambda=(\lambda_{1}\geq\cdots\geq\lambda_{l})$ の主対角線上にある箱の数を $r$ とする．主対角線上の点 $(i, i)$

の右にある箱の個数 $m_{l}=\lambda_{i}-i$ と下にある箱の個数 $ni=\lambda_{i}’-i$ ( $\lambda’$ は $\lambda$ の共役) を用いて，
ヤング図形を

$\lambda=(m_{1}, \ldots,m_{r}|n_{1}, \ldots,n_{r})$
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と表すことができる (フロベニウスの記法). 例えば $\lambda=(4,3,3,1)rightarrow(3,1,0|3,1,0)$ 等であ

る．記号 $h$鴇と $h_{m,n}^{(xy)}$ をフックに対応したシューア函数

$h_{m,n}^{(x)}=S_{(m+1,1^{n})}(x)=S_{(m|n)}(x)=(-1)^{n} \sum_{0\leq k}p_{m+k+1}(x)p_{n-k}(-x)$

及び普遍指標

$h_{m,n}^{(xy)}=S_{[(m),(1^{n})]}(x,y)=(-1)^{n} \sum_{0\leq k}p_{m-k}(x)q_{n-k}(-y)$

として定義する．

命題 7. ヤング図形の組 $\lambda,\mu$ をフロベニウスの記法を用いて

$\lambda=$ $(m_{1},1m_{r}|n_{1}, \ldots,n_{r})$ ,

$\mu=(\tilde{m}_{1}, \ldots,\tilde{m}_{\overline{r}}|\tilde{n}_{1}, \ldots,\tilde{n}_{\overline{r}})$

と表す．このとき

$S_{[\lambda\mu]}(x,y)=\det(h_{-}^{x)}h_{m_{i},n_{J}}^{(x)}m’ n’$ $j\leq r<ii,j\leq r$ $h_{-}^{(y’}h_{m_{i-r}}^{(x,y_{\frac{}{n}})}m_{i-r},\overline{n}_{j-r}$

,
$r<i,ji\leq r<j)_{1\leq i,j\leq r+\overline{r}}$

が成り立っ．
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