
$SL_{2}$ の被覆群の跡公式とその応用

京都大学大学院理学研究科 池田保
京都大学大学院理学研究科 平賀郁

1 SL2の被覆群の跡公式の安定化
講演では $SL$2の偶数次の被覆群の跡公式の安定化と，その応用として Hilbert modular
form に対する Kohnen plus space の理論への応用について述べた．講演の時点では Kohnen
plus space は基礎体の判別式が奇数の場合にしか構成されていなかったが，その後の研
究によりこの条件は外すことができたので，この講究録では一般的な形で述べることに
する．

まず，移行因子 (transfer factor) を定義し，その性質について述べる．移行因子 $\delta_{\psi}^{+}(\tilde{h}, g)$

の定義は Adams, Schultz, $n_{ehan}$ らによる．
$F$ を局所体，$n$ を偶数とする．$F$ は 1の原始 $n$ 乗根をもつものとする．$F$ における

1の $n$ 乗根のなす群を $\mu_{n}$ で表す．$\mu_{n}$ の $\mathbb{C}^{\cross}$ への埋め込みを一つ取って固定し、 以後
$\mu_{n}\subset \mathbb{C}^{\cross}$ とみなす．

$F$ の非自明な加法的指標 $\psi$ : $Farrow \mathbb{C}^{\cross}$ を一つ取って固定する．$\phi\in$ @(F) を $F$ 上の
Schwartz 函数とするとき，$\phi$ の Fourier 変換 $\hat{\phi}$ は

$\hat{\phi}(x)=\int_{F}\phi(y)\psi(xy)dy$

により定義される．ここで Haar 測度 $dy$ は Plancherel の公式 $\int_{F}|\phi(x)|^{2}dx=\int_{F}|\hat{\phi}(x)|^{2}dx$

が成り立つように正規化されているとする．$a\in F^{\cross}$ とするとき，任意の $\phi\in$ @(k) に対
して

$\int_{F}\phi(x)\psi(ax^{2})dx=\alpha_{\psi}(a)|2a|^{-1/2}\int_{F}\hat{\phi}(x)\psi(-\frac{x^{2}}{4a})dx$

が成り立つような定数 $\alpha(a)=\alpha_{\psi}(a)$ が存在する．これを $\psi$ により定まる $a$ の Weil 定数
という．Weil 定数 $\alpha_{\psi}(a)$ は次の等式を満たす．

$\alpha_{\psi}(ab^{2})=\alpha_{\psi}(a)$ ,
$\alpha_{\psi}(-a)=\overline{\alpha_{\psi}(a)}$ ,

$\alpha_{\psi}(a)^{8}=1$ ,

$\frac{\alpha_{\psi}(a)\alpha_{\psi}(b)}{\alpha_{\psi}(1)\alpha_{\psi}(ab)}=\langle a,$ $b\}_{2}$ , $(a, b\in F^{\cross})$ .

ここで $\langle$ , $\}_{2}$ は $F$ 上の 2次の Hilbert 記号である．
SL2 $(F)$ の Kubota 2-cocycle $c(g_{1},g_{2})$ は次式で定義される．

$c(g_{1},g_{2})= \{\frac{x(g_{1})}{x(g_{1}g_{2})}, \frac{x(g_{2})}{x(g_{1}g_{2})}\}_{n}$ ,
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$x((\begin{array}{ll}a bc d\end{array}))=\{\begin{array}{ll}c if c\neq 0,d if c=0.\end{array}$

ここで $\langle$ , $\}_{n}$ は $F$ 上の $n$ 次の Hilbert 記号である．Metaplectic 群 SL2$\underline{(F)}$は Kubota
2-cocycle $c(g_{1}, g_{2})$ で定義される SL2 $(F)$ の $n$ 重被覆群である．すなわち $SL$2 $(F)$ の元は組
$[g, \zeta]$ , $(g\in SL2(F), \zeta\in\mu_{n})$ からなり，それらの積は $[g_{1},$ $(_{1}]\cdot[g_{2},$ $\zeta_{2}|=[g_{1}, g_{2}, c(g_{1},g_{2})\zeta_{1}\zeta_{2}]$

で与えられる．簡明のため，$[g, 1]$ を単に $[g]$ で表すことがある．$H$ を $SL$2 $(F)$ の部分集

合とするとき，$H$ の $SL$2 $(F)$ における逆像を $\tilde{H}$ で表す．

SL2 $(F)$ の正則半単純な元 $h_{1},$ $h_{2}$ が安定的に共役であるとは $h_{1}=gh_{2}g^{-1}$ を満たす
$g\in GL$2 $(F)$ が存在することである．GL2$(F)$ から SL2 $(F)$ への写像 $\tau^{+},$ $\tau^{-}$ を

$\tau^{+}(g)=($detg$)^{-n/2}g^{n}$ , $\tau^{-}(g)=-(\det g)^{-n/2}g^{n}$

により定義する．$\tau^{+},$ $\tau^{-}$ が誘導する $PGL$2 $(F)$ から $SL$2 $(F)$ への写像も同じ記号で表す．
$PGL$2 $(F)$ の元 $g$ が $\tau$-正則であるとは $\tau^{+}(g)$ が正則であることとする．正則半単純な元
$[h, \zeta]\in SL$2 $(F)$ と $\tau$-正則半単純な元 $g\in PGL$2 $(F)$ に対して，移行因子 $\delta^{+}([h, \zeta], g)$ を次
のように定義する (cf. [1], [10]). まず，$h\in SL$2 $(F)$ と $\tau^{+}(g)$ が安定的に真役でふい場合
は，$\delta_{\psi}^{+}([h, \zeta],g)=0$ とおく．$h\in$ SL2 $(F)$ と $\tau^{+}(g)$ が安定的に共役の場合は

$\delta_{\psi}^{+}([h, \zeta], g)=\{\begin{array}{ll}\zeta\frac{\alpha_{\psi}(1)}{\alpha_{\psi}(\det g)}\{\det g, -x(h)\}_{2} if n\equiv 2mod 4,\zeta\langle\det g, x(h)\rangle_{2} if n\equiv Omod4.\end{array}$

によって移行因子 $\delta_{\psi}^{+}([h, \zeta], g)$ を定義する．また，もう一つの移行因子 $\delta_{\psi}^{-}($ん $, g)$ を

$\delta_{\psi}^{-}(\tilde{h},g)=\alpha_{\psi}(1)^{-2}\delta_{\psi}^{+}([-1_{2}]\tilde{h},g)$

によって定義する．このとき，これらの移行因子について次の補題が成り立つ．
補題 1. $g,g’\in PGL$2 $(F),\tilde{h},\tilde{h}’\in$ SL2 $(F),$ $\epsilon\in\{+, -\}$ とする．このとき，次の (1), (2),
(3) が成り立っ．

(1) $\delta_{\psi}^{\epsilon}(\tilde{h}, g)$ は $\tilde{h}$ に関して genuine な函数である．すなわち $\delta_{\psi}^{\epsilon}([h, \zeta], g)=\zeta\delta_{\psi}^{\epsilon}([h], g)$.

(2) $g$ と $g^{l}$ が $PGL$2 $(F)$ において共役ならば $\delta_{\psi}^{\epsilon}(\tilde{h}, g)=\delta_{\psi}^{\epsilon}(\tilde{h}, g’)$ .

(3) $\tilde{h}$ と $\tilde{h}’$ が $S\overline{L_{2}(F})$ において共役ならば $\delta_{\psi}^{\epsilon}(\tilde{h}, g)=\delta_{\psi}^{\epsilon}(\tilde{h}’, g)$ .

補題 2. $g,g’\in PGL$2 $(F),$ $h,$ $h’\in SL$2 $(F),$ $\epsilon,$
$\epsilon’\in\{+, -\}$ とする．次の (1), (2), (3), (4) が

成り立っているとする．

(1) $\tau^{\epsilon}(g)=h$ かつ $\tau^{\epsilon’}(g’)=h’$ .

(2) $h$ とん’ は楕円的である．

(3) $h$ と $h’$ は安定的に共役である．

(4) $g$ と $g’$ は共役ではない．
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このとき，次が成り立つ．

$\frac{\delta_{\psi}^{\epsilon’}([h],g’)}{\delta_{\psi}^{\epsilon}([h],g)}=-\frac{\delta_{\psi}^{\epsilon’}([h^{l}],g’)}{\delta_{\psi}^{\epsilon}([h’],g)}$.

$\tilde{C}_{0}(S\overline{L_{2}(F}))$ を $S\overline{L_{2}(F})$ 上の support が compact で anti-genuine かつ滑らかな函数全
体のなす空間とする．ただし $\tilde{\varphi}$ が anti-genuine とは $\tilde{\varphi}([h, \zeta])=\zeta^{-1}\tilde{\varphi}([h])$ が成り立つこと
である．また，$C_{0}(PGL2(F))$ を$\underline{PGL}$2 $(F)$ 上の support が compact で滑らかな函数全体の

なす空間とする．$\tilde{h}=[h, \zeta]\in SL$2 $(F),$ $g\in PGL$2 $(F),\tilde{\varphi}\in\tilde{C}_{0}(SL2(F)),$ $\varphi\in C_{0}(PGL2(F))$

に対して軌道積分

$I( \tilde{h},\tilde{\varphi})=\triangle(h)\int_{Z_{\overline{SL_{2}}}(\overline{h})\backslash \overline{SL_{2}}}\tilde{\varphi}(\tilde{x}^{-1}\tilde{h}\tilde{x})d\tilde{x}$ ,

$I(g, \varphi)=\triangle(g)\int_{Z_{PGL_{2}}(g}$

ノ

$\backslash PGL_{2}\varphi(x^{-1}gx)dx$ ,

を考える．
$\epsilon\in\{+, -\}$ とするとき，$\varphi^{\epsilon}\in C_{0}(PGL2(F))$ が移行因子 $\delta_{\psi}^{\epsilon}$ に関する $\tilde{\varphi}\in\tilde{C}_{0}$ (SL2 $(F)$ )

の移行 (transfer) であるとは，$g\in PGL$2 $(F)$ で $\tau^{\epsilon}(g)$ が正則#単純ならば

$\sum_{h}\delta_{\psi}^{\epsilon}([h],g)I([h],\tilde{\varphi})=I(g,\varphi^{\epsilon})$

が成り立つことをいう．ここでんは SL2 $(F)$ の正則半単純な共役類を走るものとする．任
意の anti-genuine な函数 $\tilde{\varphi}\in\tilde{C}_{0^{\infty}}(SL2(F))$ に対して，移行因子 $\delta_{\psi}^{\mathcal{E}}$ に関する移行 $\varphi^{\epsilon}\in$

$C_{0}^{\infty}(PGL2(F))$ が存在することが知られている．また，$\tilde{\varphi}\in\tilde{C}_{0}(\overline{SL_{2}})$ が $\tilde{\varphi}([-1_{2}]\tilde{h})=$

$\overline{\alpha(1)}^{2}\varphi($ ん $)$ を満たすときには $\delta_{\psi}^{+}$ に関する移行と $\delta_{\psi}^{-}$ に関する移行は同じものになる．こ
のときは単に $\tilde{\varphi}$ の移行という．

$F$ が非アルキメデス的であり，$\psi$ はオータ’– $0$ であるとする．また $n\in 0^{\cross}$ と仮定する．

このとき，被覆 $SL$2 $(F)arrow SL_{2}(F)$ は極大コンパクト部分群 $SL$2(o) 上で一意的に分裂する．
この分裂により $SL$2(O) を $SL$2 $(F)$ の部分群とみなすことにする．$\mathcal{H}(PGL$2 $(\underline{F)//}PGL2$(0) $)$

を $(PGL_{2}$ $(F),$ $PGL_{2}$ (0) $)$ に関する Hecke環とし，$\tilde{H}(SL_{2}(F)//SL_{2}$ (0) $)$ を $(SL_{2}(F),$ $SL_{2}$ (0) $)$

に関する anti-genuine なテスト関数からなる Hecke 環とする．このとき，標準的な同型
写像

$i_{v}:H(PGL_{2}(F)//PGL_{2}(0))\simeq\tilde{\mathcal{H}}(S\overline{L_{2}(F})//SL_{2}(0))$

で移行を保存するものが存在する．$\varphi\in H(PGL2(F)//PGL2(0))$ とするとき，$\varphi$ は $i_{v}(\varphi)\in$

$\tilde{\mathcal{H}}(SL2(F)//SL2(0))$ の移行である．
$F$ を 1の原始 $n$ 乗根を含む代数体とする．$S\overline{L_{2}(A}$) を $SL$2(A) の $n$ 重被覆群とする．

$C_{0}(PGL2(A))$ を $PGL$2(A) 上のサポートが compact で滑らかな函数全体のなす空間とす
る．$g=(g_{v})\in PGL$2(A), $\varphi=\prod_{v}\varphi_{v}\in C_{0}(PGL2(A))$ とするとき，軌道積分 $I(g, \varphi)$ を

$I(g, \varphi):=\prod_{v}I(g_{v}, \varphi_{v})$

によって定義する．同様に，$\tilde{C}_{0}(\overline{SL_{2}(A}))$ を $S\overline{L_{2}(A})$ 上のサポートが compact で滑らかな
anti-genuine な函数全体のなす空間とする．$h=(h_{v})\in$ SL2 (A), $\tilde{\varphi}=\prod_{v}\tilde{\varphi}_{v}\in\overline{c}_{0}$ (SL2 $(A)$ )

117



に対して軌道積分 $I(h,\tilde{\varphi})$ を

$I($ん
$, \tilde{\varphi}):=\prod_{v}I(h_{v},\tilde{\varphi}_{v})$

によって定義する．$\varphi^{\epsilon}=\prod_{v}$ Of $\in C_{0}(PGL2(A)),\tilde{\varphi}=\prod_{v}\tilde{\varphi}_{v}\in\tilde{C}_{0}(SL2(A))$ とする．すべ
ての $v$ について $\varphi_{v}^{\epsilon}$ が $\tilde{\varphi}_{v}$ の $\delta_{\psi_{v}}^{\epsilon}$ に関する移行であるとき，$\varphi^{\epsilon}$ は $\tilde{\varphi}$ の $\delta_{\psi}^{\epsilon}$ に関する移行
であるという．

定理 1. $\varphi^{+},$ $\varphi^{-}$ を $\tilde{\varphi}$ のそれぞれ $\delta_{\psi}^{+},$ $\delta_{\psi}^{-}$ に関する移行とするとき，

2
$\sum_{h\in SL_{2}(F)/\sim}I(h,\tilde{\varphi})=\sum_{g\in PGL_{2}(F)/\sim}(I(g,$

$\varphi^{+})+I(g,$ $\varphi^{-}))$

h:正則楕円的 $g:\tau$-正則楕円的

が成り立っ．
定理 1は SL2の跡公式の楕円項の安定化を与えている．

2 Kohnen plus space の理論への応用
安定跡公式の応用として，Kohnen plus space の理論の Hilbert modular form への一般化
を考察する．この節では $n=2$ とし，被覆群は 2重被覆群のみを考える．Hilbert symbol
{, $\rangle$ も 2次のもののみを考える．まず最初に一変数の保型形式に関する Kohnen plus
space の理論を復習する．$\Gamma_{0}(4)\subset$ SL2(Z) に関する重さ 1/2の保型因子 $j^{1/2}(\gamma, z)$ は

$j^{1/2}( \gamma, z)=(\frac{c}{d})\epsilon_{d}^{-1}(cz+d)^{1/2}$ , $\gamma=(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in\Gamma_{0}(4),$ $z\in$ り，

$\epsilon_{d}=\{\begin{array}{ll}1, if d\equiv lmod4,\sqrt{-1}, if d\equiv 3mod 4.\end{array}$

により定義される．$k\geq 2$ を正整数とするとき $j^{k+(1/2)}(\gamma, z)=(j^{1/2}(\gamma, z))^{2k+1}$ とおく．こ
の保型因子に関する $\Gamma_{0}(4)$ の正則尖点形式の空間を $S_{k+(1/2)}$ (Fo(4)) で表す．この尖点形
式の空間の Kohnen plus subspace は次のように定義される．

$S_{k+(1/2)}^{+}( \Gamma_{0}(4))=\{h(z)\in S_{k+(1/2)}(\Gamma_{0}(4))h(\tau)=\sum_{(-1)^{k}n\equiv 0,1(4)}c(n)q^{n}\}$

このとき，Kohnen は以下のような結果を証明した．

定理 (Kohnen) Hecke 環上の加群として (標準的ではない) 同型

$S_{2k}(SL_{2}(Z))\simeq S_{k+(1/2)}^{+}(\Gamma_{0}(4))$ .

が存在する．$S_{k+(1/2)}(\Gamma_{0}(4))$ 上の Hecke 作用素 U, W を以下のように定義する．

$Uh(z)=\frac{1}{4}\sum_{imod 4}h(\frac{z+i}{4})$ ,

$Wh(z)=(-2\sqrt{-1}z)^{-k-(1/2)}h(-\frac{1}{4z})$ .
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このとき，Kohnen plus space $S_{k+(1/2)}^{+}(\Gamma_{0}(4))$ は U, W を用いて以下のように特徴づけ
られる．

$S_{k+(1/2)}^{+}(\Gamma_{0}(4))=\{h\in S_{k+(1/2)}(\Gamma_{0}(4))| WUh=(-1)^{(k^{2}+k)/2}2^{k}h\}$.

$F$ を次数 $d$ の総実代数体、 A を $F$ の adele 環とする．$\psi_{1}$ : $A/Farrow \mathbb{C}^{\cross}$ を $A/F$ の

加法的指標で無限成分力 $\grave\grave$

$x\mapsto\exp(2\pi\sqrt{-1}x)$ となるようなものとする．$\mathcal{D}_{F}$ を $F/\mathbb{Q}$ の共
役差積とする．$F$ の $\mathbb{R}$ への相異なる埋め込みを 11, . . . , $\iota_{d}$ で表す．$k=(k_{1}, \ldots, k_{d})\in \mathbb{Z}^{d}$

を $d$ 個の整数の組で $k_{i}\geq 2,$ $(i=1,2, \cdots d)$ とする．$F$ の単数 $\eta\in$ 頓で $(-1)^{k_{i}}\iota_{i}(\eta)>0$ ,
$(i=1, \ldots, d)$ を満たすものが存在するものと仮定する．以下ではこのような単数 $\eta$ を一

つ取って固定する．$k_{1}=\cdots=k_{d}=k$ の場合には $\eta=(-1)^{k}$ ととるものとする．$A/F$ の

加法的指標 $\psi$ を $\psi(x)=\psi_{1}(\eta x)$ により定義する．
$v$ を $F$ の非アルキメデス的素点とするとき，SL2 $(F_{v})$ のコンパクト開部分群 $\Gamma_{0,v}(4)$

を

$\Gamma_{0,v}(4)=\{(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in SL_{2}(F_{v})|a,$ $d\in 0_{v},$ $b\in \mathcal{D}_{v}^{-1},$ $c\in 4\mathcal{D}_{v}\}$

によって定義する．ここで $D_{v}=0_{F_{v}}D_{F}$ である．$S\overline{L_{2}(F_{v}}$) を SL2 $(F_{v})$ の二重被覆群と

し，$\Gamma_{0,v}(4)$ の SL2 $(F_{v})$ における逆像を $\Gamma_{0,v}(4)$ で表す．$\Gamma_{0,v}(4)$ の genuine な指標 $\epsilon_{v}$ :
$\Gamma_{0,v}(4)arrow \mathbb{C}^{\cross}$ を次のように定義する．

$v|2$ のときには $\epsilon_{v}$ は $\Gamma_{0,v}(4)$ の唯一の genuine な指標とする．$v|2$ のときには

$\epsilon_{v}([g, \zeta])=\zeta\frac{\alpha_{\psi_{v}}(1)}{\alpha_{\psi_{v}}(d)}\langle d,$ $x(g)\rangle_{v}$ , $g=(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in\Gamma_{0,v}(4)$ .

と定義する．ここで $\alpha_{\psi_{v}}l\ovalbox{\tt\small REJECT}$ Weil 定数である．

$j(\gamma, z)=cz+d,$ $(\gamma=(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in SL2(\mathbb{R}), z\in$ り $)$ を通常の保型因子とする．$SL$2 $(\mathbb{R})$ の

二重被覆群を $S\overline{L_{2}(\mathbb{R}}$) とするとき，$S\overline{L_{2}(\mathbb{R}}$) $\cross \mathfrak{h}$ の保型因子 $\tilde{j}(\tilde{\gamma}, z)$ を

$\tilde{j}([(\begin{array}{ll}a bc d\end{array}),$ $\zeta],$ $z)=\{\begin{array}{ll}\zeta\sqrt{d} if c=0, d>0,-\sqrt{-1}\zeta\sqrt{|d|} if c=0, d<0,\zeta(cz+d)^{1/2} if c\neq 0.\end{array}$

によって定義する．ただし $-\pi/2<\arg((cz+d)^{1/2})\leq\pi/2$ とする．定義より $\tilde{j}([\gamma, \zeta], z)^{2}=$

$j(\gamma, z)$ が成り立つ．
$SL$2 $(F)$ の合同部分群 $\Gamma_{0}(4)$ を

$\Gamma_{0}(4)=\{(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in SL$ 2 $(F)|a,$ $d\in 0_{F},$ $b\in \mathcal{D}_{F}^{-1},$ $c\in 4\mathcal{D}_{F}\}$

によって定義する．$\Gamma_{0}(4)\cross$ り $d$ の保型因子 $j^{k+(1/2)}(\gamma, z)$ を

$j^{k+(1/2)}( \gamma, z)=\prod_{v<\infty}\epsilon_{v}([\gamma])\prod_{i=1}^{d}(\tilde{j}(\iota_{i}([\gamma]), z_{i}))^{2k_{i}+1}$
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によって定義する．$F=\mathbb{Q}$ の場合にはこの定義は古典的な定義と一致する．この保型因
子によって定まる重さ $k+(1/2)$ の Hilbert 尖点形式の空間を $S_{k+(1/2)}(4)$ で表す．すな
わち，

$S_{k+(1/2)}(4)=\{h:\text{り^{}d}arrow \mathbb{C}ho1,$ $|$

$h(\gamma(z))=j^{k+(1/2)}(\gamma, z)h(z),$ $\forall_{\gamma}\in\Gamma_{0}(4)$ , $h$ : 尖点形式}.

とおく．$S_{k+(1/2)}(4)$ に属する尖点形式 $h(z)$ は $F$ の整数環 $0_{F}$ を添数集合にもつ Fourier
展開

$h(z)= \sum_{\xi\in 0_{F}}c(\xi)q^{\xi}$
,

を持つ．ここで $q^{\xi}$ $:= \exp(2\pi\sqrt{-1}\sum_{i=1}^{d}(\iota_{i}(\xi)z_{i}))$ である．$S\overline{L_{2}\underline{(A}}$) を adele 群 SL2(A) の

2重被覆群とすると，$S_{k+(1/2)}(4)$ の元は adele 空間 $SL$2 $(F)\backslash SL$2(A) 上の保型形式 $\varphi$ で次
の性質 (1) $\sim(4)$ を満たすものとみなすことができる．

(1) $v$ を有限素点とするとき，$\varphi(gk)=\epsilon_{v}^{-1}(k)\varphi(g)$ , $(g\in S\overline{L_{2}(A}),$ $k\in\overline{\Gamma_{0,v}(4}))$ .

(2) $\varphi$ は重さ $k+(1/2)$ を持つ．すなわち $k_{i}(\theta)=\iota_{i}([(_{-\sin\theta\cos\theta}\cos\theta\sin\theta)]),$ $(i=1,2, \ldots, d)$

とするとき，

$\varphi(gk_{i}(\theta))=\exp((k_{i}+(1/2))\sqrt{-1}\theta)\varphi(g)$ , $(g\in S\overline{L_{2}(A}),$ $-\pi<\theta\leq\pi)$

が成り立っ．

(3) $\Delta_{i}(i=1,2, \ldots, d)$ を $i$ 番目の無限成分に対応する Casimir 作用素とするとき，

$\Delta_{i}\varphi=-\frac{(2k_{i}+1)(2k_{i}-3)}{16}\varphi$

が成り立つ．

(4) $\varphi$ は尖点的である．すなわち

$\int_{x\in F\backslash A}\varphi((\begin{array}{ll}1 x0 1\end{array})g)dx=0$ , $(g\in S\overline{L_{2}(A}))$

が成り立っ．

Hilbert 尖点形式の空間 $S_{k+(1/2)}(4)$ に対する Kohnen plus space を

$S_{k+(1/2)}^{+}(4):=\{h(z)\in S_{k+(1/2)}(4)|h(\tau)=$ $\sum_{\xi\in 0_{P},\eta\xi\equiv\square (4)}c(\xi)q^{\xi}\}$

によって定義する．ここで $x\equiv\square (4)$ は $x\equiv y^{2}mod 40_{F}$ を満たす $y\in 0_{F}$ が存在するこ
とを意味するものとする．

$v$ を $F$ の非アルキメデス的素点とする．$\tilde{\mathcal{H}}_{v}=\tilde{H}(S\overline{L_{2}(F_{v}})//\overline{\Gamma_{0,v}(4});\epsilon_{v})$ を次のように
定義される Hecke 環とする．

$\tilde{\mathcal{H}}(SL2(F_{v})//\Gamma_{0,v}(4);\epsilon_{v})=\{f\in\tilde{C}_{0}(SL2(F_{v}))|f(k_{1}hk_{2})=\epsilon_{v}(k_{1})\epsilon_{v}(k_{2})f(h)$

$\forall_{k_{1},k_{1}}\in\Gamma_{0,v}(4),$ $\forall h\in SL_{2}(F_{v})\}$ .
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SL2 $(F_{v})$ の Weil 表現を $\omega\psi_{v}$ とする．$\omega_{\psi_{v}}$ の表現空間は Schwartz 空間 8 $(F_{v})$ であり，
$\phi\in S(F_{v})$ に対して

$\omega_{\psi.)}([(\begin{array}{ll}a 00 a^{-1}\end{array}),$ $\zeta])\phi(t)=(\frac{\alpha_{\psi_{1J}}(1)}{\alpha_{\psi_{v}}(a)}|a|_{v}^{1/2}\phi(at)$

$\omega_{\psi_{v}}([(\begin{array}{ll}1 b0 l\end{array}),$ $\zeta])\phi(t)=\zeta\psi_{v}(bt^{2})\phi(t)$

$\omega_{\psi_{v}}([(\begin{array}{l}0-l01\end{array}),$ $\zeta])\phi(t)=(|2|_{v}^{1/2}\overline{\alpha_{\psi_{v}}(1)}\hat{\phi}(-2t)$.

が成り立つ．Weil 表現 $\omega\psi_{v}$ は次の内積に関してユニタリ表現となる．

$( \phi_{1}, \phi_{2})=\int_{F_{v}}\phi_{1}(t)\overline{\phi_{2}(t)}dt$, $\phi_{1},$ $\phi_{2}\in@(F_{v})$ .

ここで $dt$ は凡の Haar 測度で $0_{v}$ の体積が 1となるものである．$\phi_{0}$ を $0_{v}$ の特性函数
とする．

$\Gamma_{v}=\{(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})|a,$ $d\in 0_{v},$ $b\in(4\mathcal{D}_{v})^{-1},$ $c\in 4\mathcal{D}_{v}\}$ .

とおくとき，Hecke 環 $\mathcal{H}\sim$。のべキ等元 $E_{v}^{K}$ を

$E_{v}^{K}(g)=\{\begin{array}{ll}|2|_{v}^{-1}(\phi_{0}, \omega_{\psi_{v}}(g)\phi_{0}) if g\in\overline{\Gamma_{v}},0 otherwise.\end{array}$

によって定義する．

定理 2: 標準的な同型
$i_{v}:\tilde{\mathcal{H}}_{v}\simeq \mathcal{H}^{E_{v}^{K}}$

で移行を保存するものが存在する．すなわち $\varphi_{v}\in\gamma-l_{v}$ とするとき $\varphi$。は $i_{v}(\varphi_{v})$ の移行で
ある．
大局 Hecke 環 $\overline{\mathcal{H}}$ を $\tilde{\mathcal{H}}=\otimes_{v<\infty}\overline{\mathcal{H}}_{v}$ により定義すると，$S_{k+(1/2)}(4)$ には大局 Hecke 環

$\tilde{H}$ が右移動 $\rho$ により自然に作用する．ベキ等元 $E^{K}\in\tilde{\mathcal{H}}$ を $E^{K}= \prod_{v<\infty}E_{v}^{K}$ により定義
する．$E^{K}$ はべキ等元なので $\rho(E^{K})$ は $S_{k+(1/2)}(4)$ 上の射影作用素となる．

定理 3: $S_{k+(1/2)}^{+}(4)$ は射影作用素 $\rho(E^{K})$ : $S_{k+(1/2)}(4)arrow S_{k+(1/2)}(4)$ の像に等しい．すな
わち，

$S_{k+(1/2)}^{+}(4)=\{h\in S_{k+(1/2)}(4)|h=\rho(E^{K})h\}$ .

が成り立っ．
$\tilde{\mathcal{H}}$ の部分環虎 $E^{K}$ を

$\overline{\mathcal{H}}^{E^{K}}=E^{K}*\tilde{\mathcal{H}}*E^{K}=\prod_{\text{。}<\infty}\tilde{\mathcal{H}}^{E_{v}^{K}}$

により定義する．このとき，定理 3により $\tilde{H}^{E^{K}}$ は $S_{k+(1/2)}^{+}(4)$ に右移動 $\rho$ により作用
する．

$S_{2k}$ を adele 空間 $PGL$2 $(F)\backslash PGL$2 $( A)/\prod_{v<\infty}$ PGL2 $(0_{v})$ 上の保型形式 $\varphi$ で次の性質を
満たすものとする．
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(1) $\varphi$ は重さ $2k$ を持つ．すなわち $k_{i}(\theta)=\iota_{i}((_{-\sin\theta\cos\theta}\cos\theta\sin\theta)),$ $(i=1,2, \ldots, d)$ とするとき，

$\varphi(gk_{i}(\theta))=\exp(2k_{i}\sqrt{-1}\theta)\varphi(g)$, $(g\in PGL2(A), \theta\in \mathbb{R})$

が成り立っ．

(2) $\triangle_{i}(i=1,2, \ldots, d)$ を $i$ 番目の無限成分に対応する Casimir 作用素とするとき，

$\Delta_{i}\varphi=-k_{i}(k_{i}-1)\varphi$

が成り立っ．

(3) $\varphi$ は尖点的である．すなわち

$\int_{x\in F\backslash A}\varphi((\begin{array}{ll}1 x0 l\end{array})g)dx=0$ , ($g\in$ PGL2 $(A)$ )

が成り立っ．

大局 Hecke 環 $H$ を $\mathcal{H}=\prod_{v<\infty}\mathcal{H}$ により定義すると $\prime H$ は $S_{2k}$ に右移動で作用する．
定理 2により標準的な同型

$i= \prod_{v<\infty}i_{v}:\mathcal{H}\simeq\tilde{H}^{E^{K}}$

が存在する．

定理 4: $\varphi=\mathcal{H},\tilde{\varphi}=i(\varphi)\in’\tilde{kt}^{E}$

,

とするとき，Hecke 作用素の跡の等式

$tr$ $(\varphi|_{S_{2k}})=$ $tr$
$(\tilde{\varphi}|_{S_{k+(1/2)}^{+}(4)})$

が成り立つ．とくに同型 $i$ : $’\kappa\simeq\tilde{\mathcal{H}}^{E^{K}}$ により $S_{k+(1/2)}^{+}(4)$ を $?i$ 加群とみるとき $S_{2k}$ と

$S_{k+(1/2)}^{+}(4)$ は $\mathcal{H}$ 加群として同型である．
$F=\mathbb{Q}$ の場合には $E^{K}$ は Hecke 作用素 WU の固有空間

$\{h\in S_{k+(1/2)}(\Gamma_{0}(4)) WUh=(-1)^{(k^{2}+k)/2}2^{k}h\}$ .

への射影作用素に一致する．したがって定理 3, 定理 4は Kohnen の結果の Hilbert 保型
形式への一般化と考えられる．

次に $S_{k+(1/2)}^{+}(4)$ の Hecke 同時固有形式の Fourier 係数に関する結果を述べる．$v$ を
代数体 $F$ の非アルキメデス的素点とする．$\xi\in F_{v^{X}}$ に対して対称的な Laurent 多項式
$\Psi_{v}(\xi, X)\in \mathbb{C}[X+X^{-1}]$ を次のように定義する．$\delta_{1}=ord_{v}(\xi)$ とし $\delta_{0}$ を Fv( $\sqrt{}$O/凡の導
手の指数とする．このとき

$f_{\xi}=(\delta_{1}-\delta_{0})/2$ ,

$\chi_{\xi}=\{\begin{array}{ll}1 (\xi\in F_{v}^{\cross 2} \text{の場合} )-1 ( F_{v}(\sqrt{\xi})/F_{v} \text{が不分岐}2\text{次拡大の場合})0 (F_{v}( ()/F_{v} \text{が分岐}2\text{次拡大の場合})\end{array}$
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とおく．このとき，

$\Psi_{v}(\xi, X)=\{\begin{array}{ll}\frac{X^{f_{\xi}+1}-X^{-f\epsilon^{-1}}}{X-X^{-1}}-\chi_{\xi}q_{v}^{-1/2}\frac{X^{f\epsilon}-X^{-f_{\xi}}}{X-X^{-1}} (f_{\xi}\geq 0 \text{の場合} )0 (f_{\xi}<0 \text{の場合} )\end{array}$

と定義する．ここで $q_{v}$ は $v$ の剰余体の位数である．

定理 5: $h(z)= \sum_{\eta\xi\equiv\square (4)}c(\xi)q^{\xi}\in S_{k+(1/2)}^{+}(4)$ を Hecke 同時固有形式とする．対応する
$S_{2k}$ の Hecke 同時固有形式を $f(z)$ とする．$f(z)$ の非アルキメデス的素点 $v$ における佐
武 parameter を $\alpha_{v}$ とする．このとき，$\xi\in F^{\cross}$ に対して $h(z)$ の Fourier 係数 $c(\xi)$ は次
のように表される．

$c( \xi)=c_{\xi}\prod_{v<\infty}\Psi_{v}(\eta\xi,\alpha_{v})\prod_{i=1}^{d}|\iota_{i}(\eta\xi)|^{(k_{i}/2)-(1/4)}$

ここで $c_{\xi}$ は $\xi$ の $F^{\cross}/F^{\cross 2}$ における類のみによって定まる定数である．

例 1.
$F=\mathbb{Q}(\sqrt{5})$ とするとき，dimc$S_{(6,6)}=1$ が知られている．よって $\dim_{\mathbb{C}}S_{(7/2,7/2)}^{+}(4)=1$

となる．$S_{(7/2,7/2)}^{+}(4)$ は次のような元 $h(z)$ によって生成される．

$h(z)=q^{(5+\sqrt{5})/2}+q^{(5-\sqrt{5})/2}-3q^{3}+2q^{4}-3q^{(9+3\sqrt{5})/2}-3q^{(9-3\sqrt{5})/2}$

$+q^{5+2\sqrt{5}}+q^{5-2\sqrt{5}}+2q^{6+2\sqrt{5}}+2q^{6-2}$而

$-q^{(13+\sqrt{5})/2}-q^{(13-\sqrt{5})/2}+31q^{7}-44q^{8}-q^{(17+5\sqrt{5})/2}$

$-11q^{(17+3\sqrt{5})/2}-11q^{(17-3\sqrt{5})/2}-q^{(17-5\sqrt{5})/2}$

$-11q^{9+2\sqrt{5}}-11q^{9-2\sqrt{5}}+36q^{10+2\sqrt{5}}+36q^{10-2\sqrt{5}}+\cdots$

例 2.
$F=\mathbb{Q}(\sqrt{13})$ とするとき，dimc $S_{(4,4)}=1$ が知られている．よって $\dim_{\mathbb{C}}S_{(5/2,5/2)}^{+}(4)=1$

となる．$S_{(5/2,5/2)}^{+}(4)$ は次のような元 $h(z)$ によって生成される．

$h(z)=q-4q^{(7+\sqrt{13})/2}-4q^{(7-\sqrt{13})/2}+3q^{4}+13q^{5}$

$+q^{(11+3\sqrt{13})/2}+q^{(11-3\sqrt{13})/2}-26q^{(15+\sqrt{13})/2}$

$-26q^{(15-\sqrt{13})/2}+39q^{8}+16q^{9}-4q^{(19+5\sqrt{13})/2}$

$-26q^{(19+3\sqrt{13})/2}-26q^{(19-3\sqrt{13})/2}-4q^{(19-5\sqrt{13})/2}$

$+13q^{10+2\sqrt{13}}+13q^{10-2\sqrt{13}}+\cdots$
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