
群環に関する Formanek の方法の拡張
(An extemsion of Formank’smethod for group rings)

濁山商科大学・経営学部 西中恒和 (Tsunekazu Nishinaka
Departnient of Budiness Administration

Okayama Shoka University

環 $R$ は、 忠爽な概約く右) $\mathfrak{X}$ 繍群が存媛するとき、 (右) 源蜘疑 (a right primifive rirxg) であると欝われ

る。有限次紀較数であるような環においては原鰭環は攣純環に ・致する。 般に、 雛純環は原飴環であり、醸
始環ほ灘膿嬉環 (畢曝純環) であ為 $\theta$ 環 $Il$ が体 $I\backslash ’$ 沖の群 $G$ の群環 $KC$ のと嚢、 $I\{G$ の簾嬉幾ほ $G$ が聯畷
襖無限群の場合にのみ廃れる。 Formanek により (非耀換) 肉撫群の群環の原始鍍が承憲れて以驚、 $($葬 $iil$換 $)$

禽-由欝を部分群として含む、欝由群に滋い群の群環の多くは綴嫡環であろうと繁想きれて嚢ているが、まだ多
く嫉知られていない。

ここでは、 露撫群の群環の簾姶幾を導く瞭に $p_{t\supset rnxa\iota\iota^{\lambda}k}$ により聯人された方法を窃由群に選い群に離する
群環へも遡綴で壷るよう鉱強を訟み巻 f3その際、 グラフ論的考寮が難要な役罰を演 $b^{\phi}$蕎 $\theta$ この拡彊により、婦
麟自-撫鮮 (locally free group愈や自由群の舞鎖HNN拡大 (ascending KNN $\mathscr{J}XSt\mathscr{J}mathfrak{B}^{\backslash }\dot{\rangle}\delta X1$ of free $\Re^{\zeta\supset u}t^{\mathfrak{B}}$) の

群環の漂始性が導かれ、鞭れ 1灘孫罫群 (one relator $\otimes\otimes xp_{l\tilde{r}}w\dot{s}t\}_{l}$ torsion) の群環の簾婚樵が導かれること
が期待され愚 e,

1 群環の原始性と $F\alpha rmabackslash e\ltimes$ の方法

R. を (葬斑換) 環 $\{\mathfrak{B}\lambda)$ とする。忠実な既約霧 $R$ 加群が葎薇するとき、 $R$ はお原始環 (a

right primitive ring;) であると欝う。 $R$ が右練始環であることと i$ に極大右 ideal で、 鶏明
-でない $R$ の澗翻 ideal を禽まないものが存盗するということは岡傭である。凝源殆環も阿

様に建義される。一般に看猟始環は必ずしも驚猟始環ではないが、群環においては霧康始環

はいつでも左原始環となる。以下では右際始環を単に原始環と噂ぶ。

$J(R)$ を $R$ の Jaeobson radical とする。 $J(R)=0$ のとき、 $R$ は半猟始 (semiprimitive)

或は辮蟻純 (semisimplのと呼ばれる。籏始環は楽療始環である。 R. が趨明でない ideaJ を

持だないとき、 $R$ は嶺純 (sinirp幼であると書う。蟻純環は療始環である。 Artin 的な環 (例

えば、体上衡綴次元代数) では療始環は灘純環に- 致し、 この場含、嶺純環は斜体上の行列

環に岡型であり、楽朦始環 (Artin 的辮漂始は単に奉単純と睡ばれることがある) はそれら

響列環の喬限薩和に講型である (Wedderburn-Artin Theorem)。

さて、以下において、 $K\mathcal{B}$ で群 $G$ の体 $k^{r}$ よの群環 (the group ring of $a$ over K) を表

すこととする。群環の獄始性を示すにあたり Formanek [3] により導入きれだ以下の方法が

しばしば網いられてきた (劔えば、 $[6\}-,$ $[(_{\backslash _{-}}\zeta t],$ $[?]2$。
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Formanek’s Method $G$ を無限群，$K$ を体とし、 $|K|\leq|G|$ を満たしているとする。

$X$ を集合で，$G$ と同じ濃度を持つものとし $(ie., |X|=|G|),$ $\psi$ を $X$ から $KG\backslash \{0\}$ への

全単射とする。 このとき，任意の $x\in X$ に対して，ある零でない元 $e(x)$ が $\psi(x)$ で鑑成さ

れる $KG$ のイデアル $KG\psi(x)KG$ に存在して，すべの $\epsilon(x)+1$ で生成される右イデアル

$p=\Sigma_{x\epsilon X}(\epsilon(x)+1)KG$ が $p\neq KG$ を満たすならば，$KG$ は原始である。

$G$ が自明でない 2つの群 $A,$ $B$ の自由積，$G=A*B$ とする。 ただし、 $G\neq \mathbb{Z}_{2}*Z_{2}$ とす

る。 このとき，$g\in G$ に対して、 $g$ の先頭が $A$ の元で後羅が $B$ の元となっているき、 $g$ を

type $AB$ と定め、 type $AA,$ $BA,$ $BB$ も岡様に定める。

Formanek は [3] において，$|A|\geq|B|$ に舛し、 $|A|$ が無隈のとき、 $X=A\backslash \{1\},$ $|A|$ が菊

限のとき、 $X=N=\{1,2, \cdots\}$ として、 $KG$ の原始性を示すため、以下のように $\epsilon(x)$ を

構成した。

i $)$ $A$ が無限群の場合

単位元でない $B$ の元 $b$ を $1$ つ選び、間定する。 $x\in A\backslash \{1\}$ に対して、 $m(x)$ を $G$ の元

で $\psi(x)$ の support の巾で長さが最大なものとする。

$\epsilon(x)=\{\begin{array}{ll}a\psi(x)b+\ \psi(x) if m(x) \hslash^{t} type BA h^{\tau}m(x)=1ab\phi(x)b+bab\psi(x) if m(x) h^{S}tyt\}eAAm(x)+\ovalbox{\tt\small REJECT}(x)a if m(x) \hslash^{\{} type ABbo\psi(x)+a\psi(x)a if m(x) h^{\{} type BB\end{array}$

ii) $A$ が有限群の場合

単位元でない $B$ の元 $b$ を $1$ つ及び、単位元でない $A$ の異なる 2元 $a,$ $a’$ を選び圃定す

る。 $x\in$ 憩に対して、 $m(x)$ を $G$ の元で th $(x)$ の support の中で長さが最大なものとする。

$\epsilon(x)=\{\begin{array}{ll}(ab)^{x}a’\psi(x)b+b(ab)^{x}a’\psi(x) if m(x) \text{が} typ\epsilon BA \text{か} m(x)=1(ab)^{x}a’b\psi(x)b+b(ab)^{x}a^{l}b\phi(x) if m(x) \text{が} type AA(ab)^{x}a’b\phi(x)a+b(ab)^{x}a’b\phi(x) if m(x) \text{が} type AB(ab)^{x}a’\psi(x)a+b(ab)^{x}a’\psi(x) if m(x) \text{が} type BB\end{array}$

以上のように構成された $\epsilon(x)$ に対して、 $p=\Sigma_{x\epsilon X}(\epsilon(x)$ 十 $1)KG\neq KG$ であることが、

i $)$ , ii) それぞれの場合に、 support の長さの考察によって示される。

群 $G$ の元の長さについての議諭は $G$ が群の自由積、特に自由群の場合には有効に働く

が、一般の群に対しては多く場合有効ではない。そこで、 イデアルの生成元の suuport に

薄して、元の長さに代わる別の議論を準備し、 Formanek の方法の拡張を試みる。
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2 グラフ論的考察

赫簾で紹介した Formanek の方法を燭いる際に、 $p$ をどのように構成すればよいか、即

ち、 どのような元 $e(_{\backslash }c)$ をイデアル $J\backslash ^{r}C_{\#^{j}\}},’(x)KC*$ から選べばよいかが悶題となる。 $p$ の元 $7^{\cdot}$

は

$r= \sum_{t=1}^{rt}(\epsilon(_{\backslash }\cdot\iota_{t})+1)x_{f}$ , $v_{t}\epsilon I\zeta\zeta^{Y}\backslash \{(j\}$

と表され、任慧の光 $\iota\cdot$ $ $p$ に対して $r\neq 1$ となるよう各 $e(x)$ を選ばなければならない。 こ

こで、 $\epsilon(x_{\ell})$ 及び $\lambda^{2}p$ は $C$ の元 $f_{ti}$ . 伽たちの $I\acute{\backslash }$ 上の線形結禽で表わされる。従って、 $\epsilon(.l-e)$

の $iota i_{l^{\supset}l^{Jotlf_{ti}}}$ たちは $G$ の続意の有限欄の光 $g_{tj}$ たちに対して、

$/ \cdot=\sum_{s}(\sum_{i\dot{g}}a_{t.i}\mathscr{X}_{\dot{y}}f_{ii}g_{ti}+\sum_{j}d_{ijfftj})\neq 1(Ct_{ i}\neq(t_{\gamma i}3_{tj}\neq 0)$

を溝たきなければならない。反対に

$.,$
.

$= \sum(\sum_{il\dot{x}i}<\iota_{li\prime}’3_{tj}f_{tii/fj}+\sum_{j}3_{tj}g_{i_{-;}}.\cdot)=1(\subset Y_{ i}\neq\zeta)_{\backslash }:3_{tj}\neq\uparrow!)$

のとき、 $\epsilon(u_{t})$ の support $f_{ti}$ たちに対して例が書えるかをグラフ論的に考える。

グラフをどのように適鰐するかを冤るために、 $1\backslash ’c_{\gamma}^{\gamma}$ の光 $u,$ $v$ が $u$ . $=\zeta$} を溝たしてい

ると仮簸しよう。篤 $l$’が相異なる轟たち、紡たちによって $u= \sum_{i^{\backslash }=1}’a_{i}J_{\dot{i}},$ $1=’= \sum_{j=1:}^{n}e_{ig_{j}}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\zeta\lambda_{i}\neq[)\dot,ff tj\neq t\})$ と表わされているとする。このとき、 $\Sigma_{i_{1}j^{Y}i_{t}}3_{j}f_{\dot{x}}g_{j}=t$)
$\backslash$

$f_{1}g$,

であり、 どの轟魚に対しても少なくとも 1つの抱のん働が存在して、 $figj=f_{p}$鈎を満た
していなければならない。今、仮に、 $f_{1}g_{1}=f_{2}g_{2},$ $fsgs=f_{A}g:s,$ $f_{\theta}\prime \mathfrak{X}::=fsg_{4:}f_{7}g_{4}=fsg_{1}$

となっているとする。 このとき、 これらはある種のサイクルをなしていると兇ることがで
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き (図 1参照)、 $f_{1}^{-1}f_{2}f_{jl}^{-1}f_{4}f_{s^{e}}^{-1}f_{\theta}f_{7}^{-1}fs=1$ なる関係式が導かれる。 これは $u$ の support

$f_{i}$ たちに対する 1つの情報を与えている。始めに、 $fi,$ $\cdots$ , $f_{8}$ が上の関係式を満たさな

いよう選ばれていると、背理的に $uv\neq 0$ と結論できる。 さて、 この状況をグラフを用

いて以下のように表現する (グラフ理論の基本的事項は [2] を参照する)。頂点集合を

$V=\{f_{\mathfrak{i}}g_{j}|1\leq i\leq n, 1\leq i\leq m\}$ とし、2つの頂点、 $v=f_{i}g_{j},$ $u!=f_{p}g_{\eta}$ に対して、$?!=w$

のとき $vw\in B,$ $j=q$ のとき $vw\in B’$ として 2つの辺集合 $E,$ $B’$ を定め、 $\lambda$ つの頂点集合

$V$ と 2つの辺集合 $E,$ $E’$ からなるグラフ $\mathcal{R}=(V, E, E’)$ を考える。 $v_{1}=figi,$ $v_{2}=f_{2}g_{2}$ ,

$v_{s=f_{\theta 9x},v_{4}=f_{4g_{i\}},v_{S}=fsg_{i\}},v_{6}=fag_{4}}}v\tau=f\tau g_{4}v_{8}=fsgx$ とすれば、 $\mathcal{R}$ において上の

関係式は $v_{1}e_{1}v_{2}e_{1}’v_{i\}}e_{2}v_{4}e’veve_{3}’v_{7}e_{4}v_{8}e_{4}’v_{1}$ と表わされ、 $E$ と $E’$ の辺で交互に結ばれた

$\mathcal{R}$ におけるサイクルをなしている。

以上のような方法をより一般的状況に適用できるよう、以下のように R-グラフ (relay-like

graph)、及び、R$\tilde$サイクルを定義する (ここで与える定義は [8] で与えられている定義を一

般化しようとするものであり、 [8] の定義とは若干異なっている)。

窟義 1(R-graph) $V$ を頂点集合，$E,$ $E$ を辺集合とし、 $\mathcal{G}=(V, E),$ $\mathcal{G}^{*}=(V, \mathcal{B}^{x})$ を岡

じ頂点集合 $V$ をもつ単純グラフとする。 $v\in V$ に対し、$U(v)$ を $v$ の $\mathcal{G}^{\cdot}$ での近傍と $v$ 自身

からなる集合とし; $U(v)=\{w\in V|vw\in E^{*}\}\cup\{v\},$ $v$ の $R$-近傍と呼ぶ。 $\prime \mathcal{R}=(V, \mathcal{B}, E^{*})$

が以下の条件 (R) を満たすとき $\mathcal{R}$ を R-グラフ (R-graph) と定義する。

(R) $v\in V$ 及び $\mathcal{G}$ の連結成分 $C$ に舛して $v\leq C\Rightarrow U(v)\cap C=$ く $v\}$

大雑把に書って、R-グラフとは二つの異なる辺、例えば実線と破線を辺として持つグラ

フで、 ただ一つの破線を含む閉路が存在しないグラフである (図 2参照)。

I $’\backslash$ $’\backslash$ $’\backslash$ 、，$’\backslash$

$\backslash$, $\sim$

(1) (2) (3)

図 $2$ :R-グラフの例、(1)、(2); 自明でない桶-グラ$7$
、

$(3)$ ;R-グラフが含まないグラフ

一般にグラフ理論においてどのようなグラフがサイクルや回路をもつかが問題とされる。
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上で建義もた R-グラフ $n=(t_{\dot{e}}^{\prime^{\subset}}\mathcal{B}_{s}E$りにおいて鉢 cycle を以芋のように定義し、どのよう

な R-グラフが R-cycle を持つかを考える。

定義 2(R-cyclee) $n=$ $(V. E. \mathcal{B}^{*})$ を $\Re-$ゲラフ、 $C_{f}=$ $(V. \mathcal{B})_{i}e_{\grave{x}^{*}=}$ $(V. 8^{*})$ とする。

$xr=(\pi,\grave, \cdots, \pi_{k})$ を \S
$\grave$

の損異なる澱点からなるた個のパス (path) の列とし、鱗，鱗をそ
れぞれパス $’;r_{i}$ の始点と終点とする。

$\langle 1\rangle$ 泌拶島惣拶 3 $\wedge\cdots$ . $u$}$k\backslash - l^{t}A*\varphi_{-}E^{*}$ $\infty$ & & 貫 を $\mathscr{X}$さ $f_{\dot{h}^{\backslash }}$ の $R-p\ \{\}x$ $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathscr{P}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\Phi}^{\phi}$

(2) 長さたの R-path $K$ が $w_{A^{(\rangle}1}\sim$ 藁かを満たすとき、 $\pi$ を擬さ $\iota_{\backslash }$ の R-cycle と呼ぶ。

$v_{\tau*}$ $\iota_{4}$

$\nu_{v,\prime}$ $\ell;_{y}$

く 3) (2)

図 $@$ :R-path, R-cycle の例、(1): $v_{\iota\ovalbox{\tt\small REJECT} s*}v\Phi t/v_{\delta}v_{\delta}tt,:\Re-pa*$
、

$(2):tJ_{\}v_{\theta}v_{g}v_{g}tJ_{\theta}lJ_{X\theta}:\mathfrak{X}-\varphi\ell ile$

$\mathcal{B}$ と $z*$ の辺を鷺溺せず、 $\mathscr{X}=E$ 俺鰹を辺とするグラフダ $=(V\grave, \mathcal{B}’)$ を考えると、 $\Re_{l}$

における R-cycle は $e_{t’}\sim$ における $cyc$le となっており、従て、びに eyele が移在しないとき、
究には R-cycle は存犠しない。 しかし、容錫に労かるように $e^{\gamma;},\sim$ に cyele が存蕪しても必ず

しも飛に R-cycle が霧在するとはかぎらない (翻 4参照)。

$\xi^{\backslash },^{\prime’}\backslash :^{\backslash }*\backslash \backslash$, $f^{\backslash },\backslash \backslash \backslash \backslash ’\backslash \prime r_{\backslash }’’$

、、、、
$’\prime^{\prime’}\backslash$?

図 $4$ :R-eycle の存在しない例

$y$ の部分集禽 }$j)$’で焦戚される部分グラフに cycle が霧掘すれば、元のグラフにおいても

cycle は霧窪する。 $R_{}\zeta::yc1e_{=}$ の存餐を部分グラフに探す場金、 $t*e^{\prime^{*}}nC\neq\emptyset$ を満たす $(\grave{f}$ の連

結戒分 $C$’が $t8\oint r$ で盤成される部分グラフにおいても連結であるようにしておくことが霧駕

である t$>$ そこで、 $R_{\vee}$グラフ驚において R$\check$部分グラフを以下のように建義する。
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定義 3(R-subgraph) $\mathcal{R}=(V, E, E^{*})$ を R-グラフ、 $\mathcal{G}=(V,E),$ $\mathcal{G}^{*}=(V,$ $E$りとする。
$W\subseteq V$ に対して、 $E_{W}$ , E距を以下のように定める。

$E_{W}$ $=\{ww’|w,w’\in W$ and either $ww’\in E$

or $wv_{1}\cdots v_{m}w’$ is a path in $\mathcal{G}$ for some $v_{i}\in V\backslash W$ },
$E_{W}^{l}$ $=\{ww’|w_{\}}w’\in W$ and $ww’\in E^{*}\}$ .

このとき、 $R_{W^{r}}=$ $(W,$ $E_{W}$ , E釦 $)$ は $R-$グラフであり、 $W$ で生成される R部分グラフ

(R-subgraph generated by $W$) と呼ぶ o

$E_{W}^{*}$ は単に $W$ で生成される $\mathcal{G}^{*}$ の部分グラフであり、 $E_{W}$ は $C$ が $\mathcal{G}$ における連結成分

で $C\cap W\neq\emptyset$ のとき、 $C\cap W$ も $\mathcal{G}w=(W, E_{W})$ における連結成分となることを意味して

いる (図 5参照)。

$O$
$v_{s}$ $v_{l}$

$v_{J}^{\bullet}$

図 $5:\{v_{1}, v_{2},v_{3}, v_{4}, v_{5}, v_{6}\}$ で生成される R-部分グラフ

サイクルや回路の存在はグラフの連結成分での存在に帰着される。 R-グラフにおいて

R-cycle の存在は以下の R-連結成分における R-cycle の存在に帰着される。

建義 4(R-connected) $R-$グラフ $\mathcal{R}=$ $(V, E, E^{*})$ の頂点 $v,$ $wGV$ が単純グラフ

$g=$ $(V, E$ 俺 $E^{*})$ において連結しているとき、 $v$ と $w$ は $R$-連結 (R-connected) という。 $\mathcal{G}’$

の連結成分を $\mathcal{R}$ の $R$-連結成分 (R-component) という。 $\mathcal{R}$ が 1 っの R-連結成分からなる

とき、 $R$ を $R$-連結という。

さて、 以下において $\prime \mathcal{R}=(V, E, E^{*})$ を R-グラフ、 $\mathcal{G}=(V, E),$ $g=(V, E^{*})_{\backslash }u$ を $R$-近

傍の全体、即ち、 $U=\{U(v)|v\in V\}$ とし、 $U(v)G1t$ に対して、 $lf^{o}(v)=U\backslash \{v\}$ とす

る。即ち、 $U^{o}(v)$ は $v$ の隣接点の集合である o びにおいて $V$ の連結成分 $W$ たちの集合

を $C(V)$ とする。 このとき、 $V= \bigcup_{W\epsilon C_{(V)}}W$ である。 $W\in C(V)_{c}\mathcal{G}$ の連結成分 $C$ に対し

て、 $W\cap C\neq\emptyset\Rightarrow|W\cap C|=1$ を満たすとき、 $cr(V)$ を $\mathcal{R}$ の R-色-彩 (R-colouring). あ

るいは $\mathcal{R}$ を $R$-色彩 $R-$グラフと呼ぶ。 このとき、特に、 $C(V)$ は $\mathcal{G}$ の色彩となっている。
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$lW\overline{*}C(\Psi)$
、 $z_{j},$

$\iota^{;}\overline{\epsilon}t\prime V$ に紺して、$U”(\nu)=tf^{\phi}(’\iota_{-}^{I})$ のとき、$b\simeq v’$ と定めれば、 $\simeq$ は $W$ に

おける周鱒聞係となる。 $c(l\phi^{r})=\{\aleph_{1\}}^{J^{r}}\cdot*\cdot, W_{i}\}$ を $\simeq$ による $$\Psi$ の岡億類金体の集金とする。

容易に分かるように、 $l.\mathfrak{W}$ &
$\check$

$\mathfrak{k}4_{*\infty}^{F_{\nu}}w\not\in tf{}^{t}(v)$ であり、 $k_{j}^{r}\cap tf^{a}(v)\neqinfty 1\prime Y_{\grave{l}}\underline{C}tf^{\delta}(v)$

なので、従って、

$\mathfrak{B}$ & $\{\varphi_{\dot{\aleph}}\infty aS\underline{C}c\ovalbox{\tt\small REJECT} l\varphi^{v})t\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathfrak{x}_{-}4_{i}^{\prime^{\vee}}}\_{\backslash }$

$\zeta f^{ep}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{:}v)=i4_{j}^{r}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} 3l$

. $\ovalbox{\tt\small REJECT} 2.1)$

建義 5 (RCP graph, RC graph) $p_{\backslash },$

$=$ $(V E, E”)$ において、 $( $\backslash$t}, $c(t?)$ $=$

$\{\mathscr{X}_{s}\cdot\cdot, l\varphi_{t}\}(\}\varphi\varphi_{rightarrow}C(V\})$ を上で建めたものとする$ $>-$

(1) 究が次の条群

$\{\nu_{(ii}^{*}e$く $*r$- $)$ , $Wt8eet4^{t_{i}}\infty tX^{a}=lj\backslash 1_{i}’$’ (2.2)

を満たすとき、 $\mathcal{R}$ は RCP グラフ $(R_{\vee}acxnxp1aete$ partite $\Re\ t)h\rangle_{-}$ であるという。

(2)RCP グラフ驚が

$\aleph^{r}’\overline{8_{\sim}}\not\subset(t^{\overline{\gamma}}),$ $\/\}_{\dot{*}}^{f}\xi i\epsilon(l\varphi^{f})\infty|Psi_{i}|=\lambda$ (2.3)

を瀧たすとき、驚は RC グラフ (R-complete $\mathfrak{W}\ P$鯨であるという。

$-(^{2}2.2)$ は $($ 2. $X)$ において、 $s*\nu^{r}\{\prime t^{r_{\dot{8}}}\}$ となっている煽含であり、 {2.3) は (22) の極

端な場合である。究が RCP 或は RC であるということは、 $g^{\tau*}$ がそれぞれ発全猷部グラフ

$($complete $t_{\backslash ^{\alpha}}-partit\S$ graph$)$
、 完全グラフ (coniplete grapk) であるこということで特徴づ

けられる v

主張 ? 以下は鱒値な命題である。

(X) $n$ は RCP である。

(2) $\zeta j_{/}^{*}$ は鐘全無部グラフ (complete k-partite graph) である。

象張 2 以下は岡櫨な命題である。

$-(1)$ 究は RC である $\theta$

$-(2)Q^{*}$ は完全グラフ $t_{G0}\mathscr{K}$ grap励である。

$RC^{-}$ グラフは R題彩であるが、RCP グラフは、 一般には R題彩ではない $\otimes$ 以事のこと

が容易に分かる。

霊張 3 RCP グラフ究において、以下は瞬億である t$\rangle$
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(1) $\mathcal{R}$ は $R$-色彩である。

(2) $U\in u_{\backslash }\mathcal{G}$ の連結成分 $C$ に対して、 $U\cap C\neq\emptyset\approx|W$ 寡 $C|=1$ .

さて、 $\Re=$ く $U$ 欧 $tt||U|=1\},$ $\mathcal{L}=$ く $U\in u||U|>2\}$ とする。 RC グラフ $\mathcal{R}$ に対して、

以下の結果が得られる (証明は本質的に [8, Theorem 24] の誕明と圃様に行われる)。

定理 1 $\mathcal{R}$ を RC グラフとする。

(1) 以下の (i), (ii) は同値である。

(i) $\mathcal{R}$ は R-cycle を持つ。

(ii) R$\check$部分グラフ $\prime \mathcal{R}\psi=(W, Ew, E$釦 $)$ が存在して、 $|W|-|u_{w|-\omega}+1>0$ ,

ここに、 $\omega$ は $\mathcal{G}w$ の連結成分の数である。

(2) $|\mathcal{L}|\geq|\Re|\Rightarrow \mathcal{R}$ は R-cycle を持つ。

$C(V)=\{V_{1}, \cdots, V_{n}\}$ とし、各鷲に対して、 $\mathcal{G}^{\cdot}(V_{i}, E_{v}^{*})$ を完全 $k$ 部グラフ $:\simeq K_{m_{1},\cdots,m_{k}}$

とする。更に、 $m(V_{2})$ を $m_{1,}m_{k}$ の内で最大の数、 $I(V)$ を $\mathcal{G}$ の孤立点の数とする。 こ

のとき、RCP グラフ $\mathcal{R}$ に鮒して次の結果が得られる (誕明は本質的に [8, Theorem 19] の

簸明と岡様に行われる)。

定理 2 $\mathcal{R}$ を RCP グラフとし、 $n>1$ とする。任意の $i\in\{1, \cdots, n\}$ に苅して、

$|V_{i}|>2m_{1}$ のとき、
$|I(V)|\leq n\Rightarrow \mathcal{R}$ に R-cycle が存在する。

上の定理 2において、条件 $|V_{i}|>2m_{i}$ は必要である。園 6は、 $n=4$ で $I(V)=4$ であ

るが、 $|V_{2}|=2m_{2}=4,$ $|V_{3}|=2m_{3}=4$ となっており、R-cycle が存在しない RCP グラフ

の例である。

$v_{4}$ $v_{10}$
$v_{12}$

$C(V)=\{V_{1}, V_{\ell}, V_{3}, V_{4}\}$,

$I(V)=\{v_{lr}v_{\delta}, v_{9}, v_{1\triangleleft}\}$

$V_{12}=\{v_{X}\},$ $V_{zz^{=}}\{v_{\rho}\},$ $V_{z3^{=}}\{v_{3}\},$ $m_{z^{=1}}$ , $V_{zx^{=}}\{v_{4}, v_{5}\},$ $V_{kl}=\{v_{6}\},$ $V_{z3^{=}}\{v_{7}\},$ $m_{r^{=2}}$

$V_{31}=\{v_{8}\},$ $V_{3^{g}}=\{v_{9}\},$ $V_{33}=\{v_{1O}, v_{u}\},$ $m_{3}=2$, $V_{\triangleleft 1}=\{v_{1Z}\},$ $V_{4Z}=\{v_{13}\},$ $V_{4S}=\{v_{l\phi}\},$ $m_{4}=1$

図 $6:R$-cycle の存在しない $RCP$ グラ 7の例
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3 Formanek の方法の拡張

賄擁の建理 $\sim$ 、定理 2から群環の隙始盤に蘭して次の繕果が得られる (畿明のエッセンス

は [$S_{s}$ Theorem 1] の譲明で震閣されている)。

定理 3 $C$ を無隈群、 $Ji’G$ を体 $K$ ゐの群環とする。 $Q$ が以下の (1), (2) を満たせば、
$l\dot{t}^{\triangleright}G-$ は康嫡環である。

$(\lambda)O$ の部分群 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ で蝦 $|$ $=|O|$ を満たす灘由群 $d$ が存在する。

(2) $G$ の任意の蒋限翻の元 $fi_{\tau}f_{n},$ $g_{1:}’\cdot$ ,魚に魁して、 $a$ の冗 $X$ ) $\backslash X_{2},$$X_{\}=$, で以下の

( $i\rangle$ , (ii) Ciii) を満たすものが霧在する Q

(i) $\{x_{\grave{l}},$ $g_{\dot{i}}\rangle$ は購数 2の欝磁群である，
$(-\}$ 義紛飲$x_{j}=f_{t}x_{\theta}g_{t}x_{s}\varpi\ovalbox{\tt\small REJECT} i_{:}^{-}j.k\sim)=(l, s, l.)$,

(111) $n\mathscr{K}_{\mathfrak{x}\cdot;\ell}(xt_{i}g_{i_{t}i_{1}}x)^{-l}(x_{n_{\{}}g_{i}x_{\mathfrak{R}\gamma})=\lambda\infty 3t_{e_{Y}}n_{t}=l_{X+?}$ or $(l_{8}, i_{t})=(n_{c,i}j_{t}\}$ .

特に、 $S$ が驚算無隈のとき、 $G$ が (2) を満たせば $IA’C_{\vee}$ は原姶環である。

上の建理 3において、体の濃度に蘭する条群 $\xi K|\leq[G|$ が必要とされていないことに油

意する $\langle\rangle$ さて、定理 3を縮いて、 1節で紹介した Formanek [3] の建理の劉簸明を得ること

ができる。

系 1 $\langle$ [$3$ , Theorem 5] $)$ $\theta$ が叢明でない 2つの群 $A,$ $B$ の農蜘積，$G=A*\mathcal{B}$ とする。 た

だし、 $G\neq \mathfrak{B}_{2}*\mathscr{X}_{3}$ とする。 このとき、任意の体 $JK$ に舛して、 $R’\mathcal{B}$ は練始である。

証明 $C_{r}*\mathscr{R}_{\}*\mathfrak{B}_{\mathfrak{B}}$ なので $\langle C=\mathfrak{B}_{2^{*}2}g_{d}$ のとき、 $a$ は無隈 2灘体群であり、 $KG$ は原

始ではない)、 $|A|\underline{\gg}|\mathcal{B}|_{*}|A|\underline{\lambda}3,$ $|\mathcal{B}|\underline{3}2$ としてよい。

$A$ が無隈群のと遂、 $A$ の部分集合 $S=\ovalbox{\tt\small REJECT} a_{?\dot{8}?}a_{2i}-\cdot|r’$. $\approx^{-}I\}$ で、 $|I|=|A|$ かつ $i\neq i$ or $s\# C$

$a_{st}\# tX_{tj}^{:\ \lambda}$ な満たすものが霧蕉する。 1 $\# b$ 欧 $St$ に対して、 $h_{i}=a_{\zeta j}k_{\mathfrak{B}i},$ $iarrow\not\in I$ とし、

$\mathscr{X}=\{h_{i}|8\iota’earrow I\}$ とすれば、 $\mathscr{X}$ は驚理 3 $\zeta 1\rangle$ を満たす 8の部分群である a 魁たちから櫓異

なる可算無限儀の $k_{\lambda t}h_{\mathfrak{B}t}\cdots$ を選び、 $v_{i}= 2_{k=}^{i}t^{h_{A\backslash }}$ とする。 $G$ の光 $f_{\lambda_{:}}fm,$ $9t,$ $\cdots,9n$

に舛して、それぞれの班約表承の長さの叢大値を $li^{l}$ とし、 $x_{i}=y_{P\star i}\mathscr{A}i,$ $i=1,$ $\S_{\backslash }3$ とすれ

ば、 $x_{1}\grave,$ $x_{2:}xs$ は定理 3(2) を満たす。

$A$ が脊限群のとき、 $G$ は斑算無限群である。 $|A|\underline{\}}_{\tau}3$ なので、 $\alpha\#\lambda_{\}}a^{t}\neq X,$ $at\lambda^{l}*\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を
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満たす $a,a’\in A$ が存在する。 このとき、 $1\neq b$ 欧 $B$ に対して、 $h_{i}=(ab)^{2i}a’(ab)^{2i},$ $i6N$

とし、 $If=\ovalbox{\tt\small REJECT} h_{i}|i\in N\}$ とすれば、 $H$ は定理 3(1) を満たす $G$ の部分群である。 $G$

の元 $fi,$ $\cdots,$ $f_{m},$ $g_{1},$ $\cdots,g_{n}$ に対して、それぞれの既約表示の長さの最大値を $p$ とする。

$y_{i}=\Pi_{k=1}^{p+1}h_{k}$ とし、 $x_{i}=y_{i}(ab)y_{i}$ すれば、 $x_{1},$ $x_{2},$ $xs$ は定理 3(2) を満たす。

定理 3より、任意の体に対して、 $KG$ は原始である。 (鉦明終)

局所自由群の群環の原始性に関して次の結果が示される。

系 2([8, Corollary 30]) $G$ を葬可換麹虫群の昇鎖和となっている局所良由群とする。 こ

のとき、任意の体 $K$ に頬して、 $KG$ は原始である。特に可算無限の局所自由群の群環は原

始である。

証明 $G$ が定理 3の (1), (2) を満たすことを示す。

$F_{1}\underline{\subseteq}F_{2}\cdots$ を窃蜘群の昇鎖列とし、 $G=1j_{i=1}^{\infty}F_{i}$ とする。 まず、定理 3(1) を満たす $G$

の部分群 II が存在することを示す。任意の $i$ $\iota$こ対して $|F_{1}|$ が高々可算無限であるか、或

は、ある $i$ で矧が最大となっているとき、そのような $H$ が存在することは明らかなので、

$|F_{i}|$ に上隈がない場合を考えれば十分である。 この場合、任意の $il$こ舛して $|F:|<|F_{1+1}|$

としてよい。瓦の任意の元は $F:+1$ の有限個の元の積となっているので、 それぞれの $F:+1$

は $F_{;_{+1}}=N_{i+1}*H_{2+\ddagger}$ と表される。 ここに、 $N_{2+1}$ と $H_{i+1}$ はともに $F_{i+1}$ の自磁部分群で

あり、 $F_{2}\subseteq N_{i+1}$ かつ $|F_{1\star 1}|=|H_{i+1}|$ を満たすものである。 このとき、 $H=H_{2}*H_{3}*\cdots$

とすれば、 $H$ は定理 3(1) を満たす。

さて、 $G$ は局駈自由群なので、 $G$ の元 $f_{i},$
$\cdots,$ $f_{m},$ $g_{1},$ $\cdots,g_{n}$ に対して、 それらすべ

てを含む (葬可換) 自由部分群 $H$ が存在する。 $X$ を $H$ の基底とすれば、 $|X|\geq 2$ で

ある。 $y\neq Z$ なる $y,$ $z\in X$ に対して、 $x_{;=}y^{p+:}zy^{p_{+i}}$ とする。ただし、 $p=2q$ で $q$ は

$f_{i},$
$\cdots,$ $f_{m},$ $g_{1},$ $\cdots,g_{n}$ のそれぞれを既約語として表示したときの長さの最大値である。こ

のとき、 $x_{1},$ $x_{2},$ $x_{li}$ は定理 3(2) を満たす。 (誕明終)
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