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F.DeMeyer は内部自己同型からなるガロア群をもつ可換環上の中心的ガロア多元環について研究した ([4],

[5] $)$ . そこで $B$ が内部自己同型からなるガロア群 $G$ をもつ中心 $c$ 上のガロア多元環であれば $B$ が東屋射影的

群環 $CG_{f}$ であることを証明した，ここで $f$ : $G\cross Garrow U(C)$ は factor set である ( $[4$ , Theorem 6]). 逆に任意

の東屋射影的群環 $CG_{f}$ は $CG_{i}$ の基底によって誘導される内部自己同型からなるガロア群をもつ中心的ガロア
多元環であることを示した ([5, Theorem3]). この結果を内部自己同型群 $G$ をもつ任意のガロア拡大 $B/B^{G}$ に

対して拡張し，関連するいくつかの結果を述べる．

1. PRELIMINARIES

本論を通して，$B$ は単位元 1を持つ環とし，$C$ は $B$ の中心，G は $B$ の自己同型写像
から成る有限群とし，BG を $G$ の固定環とする．$B$ が $B^{G}$ の $G$-Galois拡大であるとは
$B$ の有限個の元 $\{a_{i},b_{i}\}(i=1,2, \ldots,m)$ が存在して $\Sigma_{i=1}^{m}a_{i}g(b_{i})=\delta_{1,g}(g\in G)$ が成
り立つことである．このような $\{a_{i},b_{i}\}$ は $B/B^{G}$ の $G$-Galois システムと呼ばれる．

Galoi拡大 $B/B^{G}$ が Galois 多元環であるとは $B^{G}$ が $C$ に含まれることであり，中
心的 Galois 多元環であるとは $B^{G}=C$ のとき言う．

$A$ を $B$ の単位元 1を共有する部分環とする．$V_{B}(A)$ は $A$ の $B$ における中心化環す
なわち，VB(A) $=\{b\in B|bx=xb$ すべての $x\in A\}$ である．環の拡大 $B/A$が分離拡大
(separable extension) であるとは $B\otimes_{A}B$ から $B$への B-B-準 $\prod\overline{\text{ロ}}$型写像 $a\otimes barrow ab$ が
分解 (splits) することである．また $B/A$が平田分離拡大 (Hirata separable extension)
であるとは $B\otimes_{A}B$ が $B$ の有限個の直和の直和因子に B-B-同型であることである．
良く知られているように平田分離拡大は分離拡大である．平田分離拡大は，平田和彦
が 1968年に [7] で，東屋多元環の一般化として初めて導入した概念である．平田分離
拡大はこれまで $H$-分離拡大と呼ばれてきたが，最近 G. Szeto と $L$ . $Xue$ が初めて考
察した平田和彦にちなんで Hirata separable extension(平田分離拡大) と呼び始めた
ので，筆者もそれにならうことにする．これまで使われていた $H$-分離拡大という呼
称は菅野孝三が平田の頭文字 $H$ をとって名付けたものである．菅野孝三は 2004年に
亡くなるまで一貫して平田分離拡大の研究を続けた．最近，作用素環論などの分野で
平田分離拡大やそれに類する環拡大が現れ，その重要性が注目されるようになってき
た．中心上分離拡大であるとき東屋多元環と言う．$G$-Galois拡大 $B/B^{G}$ が東屋Galois
拡大であるとは $B^{G}$ が東屋 $C^{G}$ 多元環であるときに言う．([1]) $G$-Galois拡大 $B/B^{G}$ が
DeMeyer-Kanzaki Galois拡大であるとは $B$ が東屋 $C$ 多元環で，C が $C^{G}$ 上 $G|_{C}\cong G$

ガロア多元環であるとき言う．$B$ が $B^{G}$ の平田分離ガロア拡大であるとは $B$ が $B^{G}$

上 $G$ ガロア拡大でかつ平田分離拡大であることである．
$R$ を単位元 1を持つ可換環とし $U(R)$ を $R$ の単数群とする．[4] で与えられたよ
うに，$f$ : $G\cross Garrow U(R)$ が factor set であるとは，すべての $g,$ $h,$ $k$ in $G$ に対し

て，$f(g, h)f(gh, k)=f(h, k)f(g, hk)$ が成り立つとき言う．$RG_{f}= \sum_{g\in G}RU_{g}$ が
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$R$ 上の射影的群環であるとは $RG_{f}$ が $R$ 上自由な基底 $\{U_{g}| g\in G\}$ (ここで $u_{9}$ は
各 $g\in G$ に対して可逆元) を持ち，乗法が全ての $r_{g},r_{h}\in R(g,h\in G)$ に対して
$(r_{g}U_{g})(r_{h}U_{h})=r_{g}r_{h}U_{g}U_{h}$ および $U_{9}U_{h}=f(g,h)U_{gh}$ $($すなわち，$f(g,h)=U_{g}U_{h}U_{gh}^{-1})$

によって与えられるときに言う．

2. GALOIS EXTENSIONS WITH AN INNER GALOIS GROUP
$B/B^{G}$ を G-Galois 拡大で，$|$ G $|$ は $B$ における可逆元で $G$ の元は内部自己同型，すな

わち $G=\{g\in G|$ 適当な $U_{g}\in B$ に対して $g(x)=U_{g}xU_{g}^{-1}(x\in B)\}$ となっている
ものとする．このとき $B$ は射影的群環 $CG_{f}$ を含むことを示す．中心的ガロア多元環

$CG_{f}$ に対するいくつかの同値条件も与える．これらの特徴付けは DeMeyerの内部自
己同型群による中心的ガロア拡大に対する結果の拡張となっている．

定理 2.1. ([22, Theorem 2.1]) $B/B^{G}$ を G-Galois拡大で，G の元は内部自己同型，
すなわち $G=\{g\in G|$ 適当な $u_{g}\in B$ に対して $g(x)=U_{g}xU_{g}^{-1}(x\in B)\}$ となって

いるものとする．このとき $B$ は射影的群環 $CG_{f}$ を含む．ここで $f:G\cross Garrow U(C)$

は factor setである，

$z$ を $G$ の中心とし-G を $G$ の $CG_{f}$ への制限とする．このとき $G\cong G/K$ となる．こ
こで $K=\{g\in Z If(g,h)=f(h,g)(h\in G)\}$ . つぎは中心的ガロア多元環 $CG_{f}$ が内
部自己同型からなるガロア群 $\overline{G}$ を持つための必要十分条件を与える．

定理 2.2. ([22, Theorem 2.2]) $B/B^{G}$ を G-Galois 拡大でその位数 $n$ が $B$ で可
逆で $CG_{f}$ は定理 2.1. で与えたものとする．このとき $CG_{f}$ がその中心 $S$上の内部自
己同型写像からなるガロア群 $\overline{G}$ をもつガロア多元環であるための必要十分条件は
$\{U_{\overline{g}}|\overline{g}\in\overline{G}\}$ が $S$上線形独立であることである．ここで $U_{\overline{g}}=U_{g}(g\in G)$ .

定理 22は必ずしも可換でない環 $R$上の射影的群環 $RG_{f}$ に対して次のように拡張
できる．

定理 2.3. ([21, Theorem 3.2]) $RG_{f}$ を環 $R$上のガロア射影的群環とし，$C$ を $RG_{f}$

の，$R_{0}$ を $R$ の中心とする．このとき次は同値である:
(1) $RG_{f}/(RG_{f})^{\overline{G}}$ は $\{U_{g}|g\in G\}$ によって誘導された内部自己同型からなる $\overline{G}$ を

ガロア群とするガロア拡大である．
(2) $C\overline{G}_{\overline{f}}$ は $C$上 -Gの中心的ガロア射影的群環となる．ここで-f : $\overline{G}\cross\overline{G}arrow U(C)$

は $f$ : $G\cross Garrow U(R_{0})$ により誘導された factor setである．
(3) $\{U_{\overline{g}}|\overline{g}\in\overline{G}\}$ は $RC$上自由で，$RC= \oplus\sum_{g\in K}RU_{g}$ ここで $U_{\overline{9}}=U_{g}$ が各 $g\in G$

について成り立ち $K=\{g\in Z(G)|f(g, g’)=f(g^{l}, g)(g’\in G)\}$ .

定理 2.2. により次が得られる．ここで $c$ は $B$ の中心，S は $CG_{f}$ の中心，Z は $G$ の中
$J\llcorner\backslash \backslash$ , さらに $K=\{g\in Z|f(g,h)=f(h,g)(h\in G)\}$ であることを思い出しておこう．
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定理 2.4. ([22, Theorem 2.3]) $B/B^{G}$ を G-Galois 拡大で，G の元は内部自己同型
からなるものとし，その位数 $n$ は可逆であるとする．このとき次は同値である:

(1) $B= \sum_{g\in G}B^{G}U_{gz}$ すなわち，$B$ は $B^{G}$ 上 $\{U_{g}|g\in G\}$ によって生成されている．
(2) $B=B^{G}G_{f}$ は $B^{G}$ 上 $G$ の射影的群環である．ここで $f$ : $G\cross Garrow U(C)$ は

factor setである．
(3) $C=S$ .
(4) $C$上 $\{U_{g}|g\in G\}$ で生成される $B$ の部分環 $\sum_{g\in G}CU_{g}$ は中心的ガロア $C$ 多元

環でガロア群は $\overline{G}\cong G$ となる．
(5) $\sum_{g\in G}CU_{g}$ は東屋 $C$ 多元環である．

(6) $K=\langle 1\}$ で $\{U_{\overline{g}}|\overline{g}\in\overline{G}\}$ は $S$上線形独立である．

3. A COMPOSITION OF GALOIS EXTENSIONS

この節では，B/BG を G-Galois拡大で，Gの元は内部自己同型からなるものとし，そ
の位数 $n$ は可逆であるとし，C を $B$ の中心，$K=\{g\in c|g(U_{i})=U_{i}i=1,2, \cdots,n\}$

とすれば $K$ は $G$ の可換な正規部分群となる．このとき次がなりたつ．

定理 3.1. ([23, Theorem 2.2]) $B/B^{G}$ を G-Galois 拡大で，G の元は内部自己同型
からなるものとし，その位数 $n$ は可逆であるとする．このとき $B$ は 2つのガロア拡大
を積み重ねたものになっている．

(1) $B/B^{K}$ は可換な内部自己同型群 $K$ に対して K-Galois拡大である．
(2) $B^{K}/B^{G}$ は内部白己同型からなるガロア群 $G/K$ に対して $G/K$-Galois拡大で

ある．

最後に関連した結果として次の定理をあげる．これは [18, Theorem 2.11] の拡張と
なっている．

定理 3.2. $B$ を可換環とし，$\rho$ を $B$ の自己同型写像で位数が $n$ とし，$G=<\rho>,$ $A=$

$B^{G}$ , さらに $n$ は $B$ で可逆であるとする．$B/A$ は $G-Gal\alpha is$ 拡大で，$A$ は 1の原始
$n$ 乗根 $\zeta$ を含み，すべての $1\leqq i\leqq n-1$ に対して，$1-\zeta^{i}$ は $A$ で可逆とする．こ
のとき任意の $u\in U(A)$ に対して，$B_{u}=B[X;\rho]/(X^{m}-u)B[X;\rho]=B[x;\rho],$ $x=$

$X+(X^{m}-u)B[X;\rho]$ は東屋 $A$ 多元環である．さらに

$\tilde{\rho}:B_{u}arrow B_{u},\tilde{\rho}(\sum_{i=0}^{n-1}x^{i}b_{i})=\sum_{i=0}^{n-1}x^{i}\rho(b_{i})$

$\sigma$ : $B_{u}arrow B_{u},$ $\sigma(\sum_{i=0}^{n-1}x^{i}b_{i})=\sum_{i=0}^{n-1}\zeta^{i}x^{i}b_{i}$

とおけば，$\sigma$ も $\tilde{\rho}$ もともに位数 $n$ の同型写像で $\sigma\tilde{\rho}=\tilde{\rho}\sigma$ となり，$B_{u}/A$ は中心的
$Abelian<\sigma>\cross<\tilde{\rho}>$ -Galios拡大である．
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