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1 はじめに

二次元空間における多重連結領域中の非粘性・非圧縮流体の運動を考える．このような流れ
の数学的研究は応用上も重要なものである．例えば，湖沼・港湾河川などは多くの砂州や島
を含むので，こうした流れ領域は多重連結領域として数学的には記述される．また，流体中に
ある複数の物体が能動的にあるいは流れに沿って動く場合，高速で泳ぐ魚群や空中を舞う葉の
数学モデルと見なすことができる．その他，風力発電のプロペラの運動，スキージャンプの飛
翔に対する数理モデルなど，これらの理論の適用範囲は広い．
こうした多重連結領域における流体運動に共通する問題意識は大きく見て二つある．まずは

領域内にある内部境界の配置や形状によって流れがどのように変化するかを調べることであろ
う．問題に応じて，それに適合するよりよい境界形状や効率的配置の問題を考えることは，海上
や河川での建造物設計に理論的基礎を与える．もう一つの問題意識は，境界と渦の相互作用を
調べることにある．これは，昆虫や魚などが，自らの体 (境界) を動かして渦構造を生成し，そ
の生成渦と境界の相互作用により効果的な移動を実現しているという事実を踏まえたものであ
る．こうした問題意識に答えられる解析可能な数理モデルを構築することが本稿の目的である．
さて，二次元全平面や単連結領域，また球面における非粘性非圧縮流体の研究では，これ

まで多くの研究成果がある．特に完全流体の理論は古くから複素速度ポテンシャルと複素関数
論の理論として整備され，翼理論構築のための数学的基礎として用いられたことはよく知られ
ている [12]. この理論を多重連結領域に拡張する試みは当然なされており，多重連結領域におけ
る複素速度ポテンシャルの存在自身は早い時期から知られていたが [15], 与えられた任意の多
重連結領域における複素速度ポテンシャルを具体的な関数として構成することはこれまででき

なかった．これに対して，近年 D. Crowdy と J. Marshall[5] により，ある特別な多重連結領域
上の完全流体の理論が構築され，これに基いて多重連結領域における流れの数学的理論展開が
可能になった．

このような背景を踏まえて我々は多重連結領域における流れに対する数理モデルの構成につ
いて解説し，さらにこの完全流体理論を発展させることによって点渦力学理論 (Point Vortex
Dynamics) を構築したい．完全流体は渦なしの流れであるが，我々は $\delta$ 関数の渦度に対応する
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点渦を導入して理論を拡張することができる．この点渦の相互作用運動を研究するのが点渦力
学である．特に二次元の非粘性・非圧縮流体では，渦度はスカラー量であり，流体粒子の軌道
に沿って保存される Lagrange保存量となっているため，この点渦はあたかも実在する質点で
あるかのように振る舞 $\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash$ , また後述するように点渦運動はハミルトンカ学系として定式化され
るので，非線形力学系理論などの手法を適用することが可能である．
平面や球面といった境界のない二次元領域での点渦力学については，ここ 30年の間にハミ

ルトンカ学系理論の立場から理論的な研究が進んでおり，また現在でも多くの研究がなされて
いる分野である [18]. しかし，多重連結領域における点渦力学についての理論的な成果はこれ
までにほとんどなく，そもそも点渦が従う基礎方程式すら与えられていなかったが，その方程
式の導出が論文 [24] で与えられた．その定式化について解説し，その応用のーつを示す．

2 二次元非粘性・非圧縮流体の数理 (点渦力学)

二次元空間における非粘性・非圧縮流体の運動は Euler 方程式として知られる以下の偏微分
方程式に従う．これは二次元領域 $D\subset \mathbb{R}^{2}$ において，速度場 $u(t, x)=(u(t, x, y), v(t, x, y))$ , 流
体の圧力 $p(t, x, y)$ とすると次で与えられる．

$\{\begin{array}{ll}u_{t}+(u\cdot\nabla)u=-\nabla p, in [0, T]\cross \mathcal{D},divu=0, in [0, T]\cross D,u(O, x)=u_{0}(x), in D,u\cdot n=0, on [0, T]\cross\partial D.\end{array}$

今，速度場に関する非圧縮条件が満足されるように，以下のように関数 $\psi(x, y)$ を導入する．

$divu=0\Leftrightarrow u_{x}+v_{y}=0\Leftrightarrow u=\psi_{y}$ , $v=-\psi_{x}$ . (1)

この時，$\nabla\psi\cdot u=0$ なので，$\psi$ の等高線と速度場は接する．この事実から関数 $\psi(x, y)$ は流れ
関数と呼ばれる．

さらに，二次元の渦度を $\omega=v_{x}-u_{y}$ によって定義すると，Euler 方程式から次の渦度方程
式が得られる．

$\omega_{t}+(u\cdot\nabla)\omega=0$ . (2)

また，これと流れ関数を組み合わせると，流れ関数 $\psi$ と渦度 $\omega$ は，次のボアソン方程式によっ
て関係づけられる．

$\omega=v_{x}-u_{y}=-\psi_{xx}-\psi_{yy}=-\triangle\psi$ . (3)

速度場 $u$ は流れ関数 $\psi$ を微分して得られるので，上の二つの式 (2) と (3) は流れ関数 $\psi$ と渦度
$\omega$ に関する閉じた方程式となっており，これを Euler 方程式の流れ関数-渦度表示という．
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複素関数と完全流体 二次元非粘性・非圧縮流体に対して，渦度が O となる「渦無し」流れを

考える．ここである関数 $\phi(x, y)$ を導入して，$u=\phi_{x},$ $v=\phi_{y}$ となるように $u,$ $v$ を定めると自

動的に $\omega=0$ の条件を満たす．この関数 $\phi$ と先ほどの流れ関数 $\psi$ の満たす関係式 (1) をあわせ

ると以下を得る．
$u=\phi_{x}=\psi_{y}$ , $v=\phi_{y}=-\psi_{x}$ .

二次元空間の点 $x=(x, y)$ と複素数 $z$ を $z=x+iy$ によって同一視すれば，これは関数 $F(z)=$

$\phi(z)+i\psi(z)$ に対する Cauchy-Rieman$n$ の関係式を与えているので，$F(z)$ は解析関数である．

さらに，この関数の複素微分は速度場 $(u, v)$ を複素数と同一視した時の複素共役を与える．

$\frac{dF}{dz}=\frac{1}{2}(\phi_{x}+\psi_{y})+\frac{i}{2}(\psi_{x}-\phi_{y})=u-iv$ . (4)

このような解析関数を複素速度ポテンシャルと呼び，解析関数と二次元完全流体を結びつける
重要な関数である．

点渦力学の導出 渦度方程式 (2) から

$\frac{d}{dt}\omega(t, x(t))=\omega_{t}+(u\cdot\nabla)\omega=0$

となることがわかるので，二次元流体において渦度は，時刻 $t\ovalbox{\tt\small REJECT}$こおいて $x(t)$ にある流体粒子の軌

道に沿って保存される量である．このような流体粒子の軌道に沿って保存される量を Lagrange
保存量と呼ぶが，この事実は二次元流体の運動の理解において重要な役割を果たす．すなわち，
初期時刻において二次元平面内にそのサポートが有界な渦度分布を与えたとき，そのサポート
内にある流体粒子の運動に従って渦度分布が時間発展する．このことから，我々は最初に渦度
を持っ領域だけを考えればよく，渦度を持たない流体粒子の運動は考える必要はないため，問
題は簡単になる．この事実に注目して，渦度分布を離散近似してその時間発展を見るのが点渦
近似である．
今，初期時刻における有界なサポートを持つ渦領域を考え，そのサポート領域を $N$ 個の小
メッシュに切って，$k$ 番目のメッシュの代表点 $x_{k}$ に流体粒子を置く．このとき，その小メッ
シュ内に含まれる渦度の総量を職として，渦度場を以下のような $\delta$ 関数で近似する．

$\omega(t, x)=\sum_{k=1}^{N}\Gamma_{k}\delta(x-x_{k}(t))$ .

なお，$\Gamma_{k}$ は各小メッシュの境界に沿って速度場を線積分して得られる循環でもあり，これは
Kelvin の循環定理から粒子の軌道に沿って保存される量であることがわかるので，点渦の時間
発展とともに動く定数である．このことから $\Gamma_{k}$ を点渦の強さと呼ぶ．このとき，ボアソン方
程式 (3) は，考えている二次元領域 $\mathcal{D}$ のラプラス作用素のグリーン関数 $G(x, y)$ から

$\psi(t, x)=\int_{D}G(x, y)\omega(t, y)dy=\sum_{k=1}^{N}\Gamma_{k}G(x, x_{k})$
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のように解けるので，この流れ関数を (4) のように微分することで速度場が計算できる．した
がって，流体粒子の従う運動方程式は $\dot{x}=(\psi_{y}, -\psi_{y})$ によって与えられるが，実はこの議論には
一つ問題がある．というのも，我々が考えている流体粒子は単なる粒子ではなく渦度を持った
粒子であり，他の粒子の渦度によって導かれる速度によって運動はするものの，自分が誘導する
速度では動くことができない．また点渦によって誘導される速度場は自分自身の点の上で無限
大に発散してしまう．これに対して，流れ関数を自分の影響が出ないように修正して点渦の運
動方程式を作る必要がある．そこで，$m$番目の点渦に対して，$m$ 番目の渦自身が持つ特異性に
対応するグリーン関数一 $\frac{\Gamma_{m}}{2\pi}\log|x-x_{m}|$ を流れ関数 $\psi(t, x)$ から除いた修正流れ関数 $\psi^{(m)}(t, x)$

を以下のように定義する．

$\psi^{(m)}(t, x)=\sum_{k\neq m}\Gamma_{k}G(x, x_{m})+\Gamma_{m}(G(x, x_{m})+\log|x-x_{m}|)\equiv\sum_{k\neq m}\Gamma_{k}G(x, x_{m})-\Gamma_{m}g(x, x_{m})$.

この修正流れ関数を微分することで，$m$ 番目の点渦の従う運動方程式を得る．

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{m}=\psi_{y}^{(m)}(x_{m})$ , $\dot{y}_{m}=-\psi_{x}^{(m)}(x_{m})$ , $m=1,$ $\ldots,$
$N$ .

このようにして二次元 Euler 方程式は渦度あるいは循環の Lagrange保存性に注目することに
よって，$N$ 個の点渦粒子の常微分方程式系で近似できることがわかった．この点渦方程式は次
の関数 $H(x_{1}, \cdots, x_{N})$

$H(x_{1}, \ldots, x_{N})=\frac{1}{2}\sum^{N}$ $\sum^{N}$ $\Gamma_{k}\Gamma_{m}G(x_{k}, x_{m})-\frac{1}{2}\sum\Gamma_{m}^{2}\mathcal{R}(x_{m})N$

$m=1k=m+1$ $k=1$

を導入すると，これをハミルトニアンとするハミルトン形式で書くこともできる．

$\Gamma_{m}\frac{dx_{m}}{dt}=\frac{\partial H}{\partial y_{m}}$ , $\Gamma_{m}\frac{dy_{m}}{dt}=-\frac{\partial H}{\partial x_{m}}$ , $m=1,$ $\ldots,$
$N$ .

ちなみに，これを複素表示すると以下のようになる [15,18].

$\Gamma_{m}\frac{d\zeta_{m}^{*}}{dt}=2i\frac{\partial H^{(\zeta)}}{\partial\zeta_{m}}$, $m=1,$ $\ldots,$
$N$. (5)

なお，ぐは $\zeta$ の複素共役を表す記号であり，$\mathcal{R}(x_{m})=g(x_{m}, x_{m})$ はロビン関数 [9] と呼ばれ，
点渦と境界の相互作用を表すハミルトンエネルギーと見なすことができる．
このことから，与えられた多重連結領域における点渦力学を構築するためには，その領域に

おけるグリーン関数を構成しなければならない．このようなことは一般に難しいが，ある特別
な形をした多重連結領域に対して Green 関数が陽的に与えられることに基づいて，その記述を
試みる．

3 多重連結標準円領域の点渦力学

二次元平面を複素 $\zeta$ 平面と同一視し，単位円 $|\zeta|=1$ 内に複数の円形の障害物が含まれてい
るような領域を考え，これを標準円領域と呼ぶことにする．我々はまずこの標準円領域におけ
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る点渦運動の方程式を導出する．このような特別な領域で理論を組み立てることは意味がある．
というのも，与えられた多重連結領域に対してその領域を標準円領域に写す等角写像が存在す
れば (この存在については [17] などを参照のこと) この等角写像を通して与えられた領域での点
渦方程式を標準円領域の方程式から導出することが可能だからである．
まず初めに標準円領域 $D_{\zeta}$ の配置を具体的に与える．この領域は単位円 $|\zeta|=1$ の内部領域で

あり，その中に $M$ 個の円形の島 $\{C_{j}|j=1, \ldots, M\}$ が含まれているものとする．それらの円の
中心の位置と半径をそれぞれ $\delta_{j}\in \mathbb{C}$ および $qj\in \mathbb{R}(i=1, \cdots, M)$ と書くことにすると，これ
らが標準円領域を特徴づけるパラメータ (モジュライ) となっている．この時，各円境界 $C_{j}$ の

情報からメビウス写像を $\theta_{j}(\zeta)$ を次のように定義する．

$\theta_{j}(\zeta)=\delta_{j}+\frac{q_{j}^{2}\zeta}{1-\delta_{j}^{*}\zeta}$ .

この $M$ 個のメビウス写像 $\theta_{j}(\zeta)$ とそれらの逆元 $\theta_{j}^{-1}(\zeta)$ を生成元とし，写像の合成を演算とし
て定義される無限自由群を Schottky群とよび，$\Theta$ と書くことにする．今，Schottky 群の元の
間に $\theta_{p}\sim\theta_{q}\Leftrightarrow\theta_{p}=\theta_{q}^{-1}$ なる同値関係 $\sim$ を導入する．この同値関係による $\Theta$ の商集合か

ら単位元 $e$ を取り除いたものを $\Theta"=(\Theta/\sim)\backslash \{e\}$ と定義する．

この集合を使って標準領域 $D_{\zeta}$ の上で正則な関数 (Schottky-Klein $P$而$me$関数) を以下のよう

に定義する [4].

$\omega(\zeta, \alpha)=(\zeta-\alpha)\omega’(\zeta, \alpha)$ , $\omega^{l}(\zeta, \alpha)=\prod_{\theta_{i}\in\Theta’’}\frac{(\theta_{i}(\zeta)-\alpha)(\theta_{i}(\alpha)-\zeta)}{(\theta_{i}(\zeta)-\zeta)(\theta_{i}(\alpha)-\alpha)}$ . (6)

この $\omega(\zeta, \alpha)$ は D(内の点 $\zeta=\alpha$ で一位の零点を持つ．また $\omega’$ は関数の微分を表すのではなくプ
ライムの記号であり，この関数の名前の由来ともなっている．この (6) に現れる無限積表示は円
形の島が離れていれば収束することが知られているが，Schottky-Klein Prime 関数そのものは
こうした無限積表示とは関係なく定義できることを注意しておく．(例えば論文 [8] を見よ．) な

お，この関数は与えられた標準円領域の内部の島の配置が決まるごとに異なる関数形を与えると
いうことに注意しておこう．その意味でも特に必要な場合は $D_{\zeta}$ に付随する), Schottky-Klein

Prime 関数と呼ぶこともある．
この標準領域 $D_{\zeta}$ に付随する Schottky-Klein Prime関数を用いて，D. Crowdy と J. Marshall[5]

は $\alpha\in D_{\zeta}$ にある点渦の複素速度ポテンシャル $G(\zeta, \alpha)$ を以下のように具体的に与えた．

$G( \zeta;\alpha)=-\frac{1}{2\pi}\log|\frac{1}{\alpha}\frac{\omega(\zeta,\alpha)}{\omega(\zeta,\alpha^{*-1})}|$ .

さらに，前章で解説した一般論を，この点渦の複素速度ポテンシャルを Green 関数として適用
すると，以下のような標準円領域における $N$ 個の点渦の従う運動方程式が得られる $[24|$ .
定理 1強さ $\{\Gamma_{m}|m=1, \ldots, N\}$ を持つ $N$ 個の点渦が標準円領域 $D_{\zeta}$ 内の $\{\zeta_{m}|m=1, \ldots, N\}$

にあるとする．この時，$N$ 点の運動方程式は以下で与えられる．

$\frac{d\zeta_{m}^{*}}{dt}=\frac{1}{2\pi i}\sum_{k\neq m}^{N}\Gamma_{k}(\frac{\omega_{\zeta}(\zeta_{m},\zeta_{k})}{\omega(\zeta_{m},\zeta_{k})}-\frac{\omega_{\zeta}(\zeta_{m},\zeta_{k}^{*-1})}{\omega(\zeta_{m},\zeta_{k}^{*-1})})-\frac{\Gamma_{m}}{2\pi i}\frac{\omega_{\zeta}(\zeta_{m},\zeta_{m}^{*-1})}{\omega(\zeta_{m},\zeta_{m}^{*-1})}$ , $m=1,$ $\ldots$ , N. (7)
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ただし $\omega_{\zeta}(\zeta, \alpha)=\delta^{\partial}\overline{\zeta}^{\omega(\zeta,\alpha)}$ とする．

この方程式のハミルトン関数 $H^{(\zeta)}$ は

$H^{(\zeta)}(\zeta_{1},$
$\zeta_{1}^{*},$

$\ldots,$
$\zeta_{N},$ $(_{N}^{*})= \frac{1}{2}\sum_{m}^{N}\sum_{k=m+1}^{N-1}\Gamma_{\lambda}\Gamma_{\alpha}G(\zeta_{m};\zeta_{k})-\frac{1}{2}\sum_{m=1}^{N}\Gamma_{m}^{2}\mathcal{R}(\zeta_{m};\zeta_{m}^{*})$ (8)

であり，ロビン関数 $\mathcal{R}(\alpha;\alpha^{*})$ は以下で与えられる [5].

$\mathcal{R}(\alpha;\alpha^{*})=\frac{1}{4\pi}\log|\frac{\omega’(\alpha,\alpha)\omega^{\prime*}(\alpha^{-1},\alpha^{-1})}{\alpha^{2}\omega(\alpha,\alpha^{*-1})\omega^{*}(\alpha^{-1},\alpha^{*})}|$ .

さて，ここで与えられた標準領域での $N$ 点渦の運動方程式から，一般の複素 $z$ 平面内の多
重連結領域 $D_{z}$ における $N$ 個の点渦の方程式を導出する．今，$N$ 個の強さ $\Gamma_{m}$ の点渦が位置
$\{z_{m}|m=1, \ldots, N\}$ にあり，同じ多重度を持つ $\zeta$ 平面の標準円領域 $D_{\zeta}$ から $D_{z}$ への等角写像
$z=f(\zeta)$ が与えられたとする．このとき標準円領域のハミルトニアン $H^{(\zeta)}$ から次のような新
たなハミルトン関数 $H^{(z)}$ を定義する．

$H^{(z)}(z_{1}, z_{1}^{*}, \ldots, z_{N}, z_{N}^{*})=H^{(\zeta)}(\zeta_{1}, \zeta_{1}^{*}, \ldots, \zeta_{N}, \zeta_{N}^{*})+\sum_{m=1}^{N}\frac{\Gamma_{m}^{2}}{4\pi}\log|f_{\zeta}(\zeta_{m})|$ .

ただし，$z_{m}=f(\zeta_{m})$ とし $f_{\zeta}$ は $f$ の $\zeta$ に関する微分を表す．この $H^{(z)}$ を用いて，多重連結領域
$D_{z}$ における点渦の方程式が以下のように得られる [23].

$\Gamma_{m}\frac{dz_{m}^{*}}{dt}=2i\frac{\partial H^{(z)}}{\partial z_{m}}=\frac{\Gamma_{m}}{f_{\zeta}(\zeta_{m})}(\frac{d\zeta_{m}^{*}}{dt}+\frac{i\Gamma_{m}}{4\pi}\frac{f_{\zeta\zeta}(\zeta_{m})}{f_{\zeta}(\zeta_{m})})$ . (9)

この式から，標準領域における点渦の定常配置は等角写像で写された先では定常配置にならな
いなど，点渦力学は等角写像の作用によって等価な力学系にはならない．したがって，標準領
域における点渦の運動だけでは一般論は展開できず，我々は与えられた多重連結領域に対して，
具体的に等角写像を構成する必要がある．
一般に，与えられた任意の多重連結領域に対して，それを標準円領域に写すような等角写像
を解析的に書き下すことは期待できない．また，数値的にこうしたものを構成することもそう
簡単ではない．一方で，与えられた領域がスリット領域である場合は，いくっかの解析的な表現
[7] が知られている．またたとえ解析的な表現ができなくても等角写像を数値的に構成する方法
(数値等角写像) が愛媛大学の天野教授らのグループよって精力的に研究されている [1, 2, 3].

4 一様流中にある平行平板における定常点渦
4.1 渦翼: 閉じ込め渦による揚力増加

飛行機の翼の周りに渦をうまく閉じ込めることによって，それに加わる揚力を増加させようと
いうアイデアに基づいて設計された翼を「渦翼」と呼ぶ．デルタ翼は，翼端から発生する巻き上
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がり渦層によって揚力を増加させており，この渦翼の実現の一つである [11]. また，Kasper は

Kasper 翼 (US patent $\#$ 3831885) と呼ばれる翼形状を提案し，渦を翼の中に閉じ込めることに
よって付加的な揚力が得られるとしている．このアイデアは Walton[28] や Kruppa[14] によっ

て調べられ，そのような渦の閉じ込めは容易でないことが示されているが，一方で Rossow[21]
は翼に小さな垂直フラップをとりつけることによって翼の断面に垂直な方向に流れをもつ軸渦
を閉じ込めることが可能であることを示している．実際の粘性流体においては，このフラップ
でたとえ渦が閉じ込められ揚力がアップしたとしても，逆にフラップによって抗力も増加する
ことになる．このような状況に対して，Saffman と Sheffield[22] は一様流中に置かれた一枚平
板の上に点渦を固定する数理モデルを提案し，フラップがなくても揚力を増加させる定常点渦
があり得ることを指摘した．この数理モデルは様々な方向に拡張 [10,16] されており，いずれ
のモデルでもこうした揚力を増加させる点渦 (あるいは軸渦) の存在を示唆するものである．

本章では，一様流中に二枚の平行平板を配置し，そこに二つの定常点渦が存在する時，これ
らの板に加わる力がどのように変化するかを調べる．これは Saffman と Sheffield の研究 [22]
の複翼 (double wing) への拡張であるだけでなく，図 1 (a) のような縦置きブレードを持つ風力
発電機のプロペラの断面のモデルにもなっており，定常渦がブレードの傍に配置されることに
よって回転方向の力がどう加速されるかを論ずることが可能になる．

4.2 数学的定式化

図 1(a) の回転プロペラを水平平面でカットすると，ちょうど図 1(c) に示すような複素 $z$ 平

面内の二重連結外部スリット領域 $D_{z}$ とみなすことができる．二つのスリットの長さは一般性
を失うことなく 1とでき，さらに実軸に対して $\phi$ だけ傾いており，またその距離は $2s$ だけ離れ

ているものとする．この領域における点渦の運動を論じるために，我々は前節で与えた標準円
領域の点渦力学を利用する．今，図 1(b) のような複素 $\zeta$ 平面内に標準二重連結領域である同心
円領域 $D_{\zeta}$ : $\{\rho<|\zeta|<1\}$ を考え，この標準円領域での流れの複素速度ポテンシャル $W(\zeta)$ を

与える．このとき，これらの流れは等角同値であることから $D_{\zeta}$ から $D_{z}$ への等角写像 $z=g(\zeta)$

をうまく構成することができれば $D_{z}$ における流れは $W(g^{-1}(z))$ と与えられる．

実際，このような等角写像 $g(\zeta)$ は以下のように解析的に表現することができる．

$g(\zeta)=A[K(\zeta/\sqrt{\rho}, \rho)-e^{2i\chi}K(\zeta\sqrt{\rho}, \rho)-K(-1, \rho)-e^{2i\chi}K(-\rho, \rho)]$ . (10)

ここに現れる $A\in \mathbb{C}$ や $\chi\in \mathbb{R}$ は二枚の平板の角度 $\phi$ と距離 $s$ から定まるパラメータである．ま
た関数 $K$ は

$K( \zeta, \rho)=\frac{\zeta P_{\zeta}(\zeta,\rho)}{P(\zeta,\rho)}$ , $P( \zeta, \rho)=(1-\zeta)\prod_{k=1}^{\infty}(1-\rho^{2k}\zeta)(1-\rho^{2k}\zeta^{-1})$

で与えられる楕円関数である．特に楕円関数 $P(\zeta, \rho)$ は標準円領域 $D_{\zeta}$ に付随して定義される

Schottky-Klein Prime 関数と等価である．すなわち，以下の関係が成立している．

$\omega(\zeta, \gamma)=-\frac{\gamma}{C^{2}}P(\zeta\gamma^{-1}, \rho)$ , $C= \prod_{k=1}^{\infty}(1-q^{2k})$ . (11)
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図 1: (a) 縦置き風力発電のモデル．(b) 同心円領域 $D_{\zeta}$ から (c) 平行平板スリット領域 $D_{z}$ への

等角写像

この等角写像により $D_{\zeta}$ 内の二点 $\zeta=\sqrt{p}$ とー $\sqrt{\rho}$ は，それぞれ $D_{z}$ における無限遠点と零点に
写像される．パラメータ $A$ は二つの平板がともに長さ 1かっ，それらの中点を結ぶ線分が実軸
に含まれるように選ぶ．$\chi$ や $\rho$ については，$D_{z}$ において与えられる二つのパラメータ $\phi$ と $s$ か

らニュートン法などを用いることによって具体的に計算することができる．

今，時亥 $|$J $t$ において，領域 $D_{\zeta}$ の中に強さ $\kappa_{1}$ および $\kappa_{2}$ 持っ二つの点渦がそれぞれ位置 $\alpha_{1}(t)$

と $\alpha_{2}(t)$ にあるとする．この渦に加えて，等角写像 $g(\zeta)$ によって，$D_{z}$ 平面で強さ $U$ の一様流
を与える複素速度ポテンシャル $W_{U}(\zeta)$ および二つのスリット平板の周りにそれぞれ大きさ $\Gamma_{1}$

と $\Gamma_{2}$ の循環を与える複素速度ポテンシャル $W_{\Gamma}(\zeta)$ とすると，我々が考える $D_{\zeta}$ における複素
速度ポテンシャルは $W(\zeta, t)=W_{U}(\zeta)+W_{V}(\zeta, t)+W_{0}(\zeta)+W_{\Gamma}(\zeta)$ となり，その各項は以下の
ように与えられる．

$W_{U}(\zeta)$ $=$ $UA[K(\zeta/\sqrt{\rho}, \rho)-K(\zeta\sqrt{\rho}, \rho)]$ , (12)
$W_{V}(\zeta, t)$ $=$ $\kappa_{1}G_{0}(\zeta, \alpha_{1}(t))+\kappa_{2}G_{0}(\zeta, \alpha_{2}(t))$ , (13)

$W_{0}(\zeta)$ $=$ $-(\kappa_{1}+\kappa_{2})G_{0}(\zeta, \sqrt{\rho})$ , (14)

$W_{\Gamma}(\zeta)$ $=$ $\frac{i(\Gamma_{1}+\Gamma_{2})}{2\pi}\log R_{0}(\zeta, \sqrt{\rho})-\frac{i\Gamma_{2}}{2\pi}\log\zeta$ . (15)

ただし，

$G_{0}( \zeta, \gamma)=-\frac{i}{2\pi}\log(\frac{|\gamma|P(\zeta/\gamma,\rho)}{P(\zeta\gamma^{*},\rho)})$ , $R_{0}( \zeta,\gamma)=|\gamma|^{2}\frac{P(\zeta/\gamma,\rho)}{P(\zeta\gamma^{*},\rho)}$ , $\zeta,$ $\gamma\in \mathbb{C}$ .

である．これらの複素速度ポテンシャルの導出については論文 [5, 6] を見よ．また，$W_{0}(\zeta)$ は，
$D_{\zeta}$ における点 $\zeta=\sqrt{\rho}$ に位置を持つ強さー $\kappa$ 1 $-\kappa_{2}$ の点渦を表す複素速度ポテンシャルを表

しており，この点渦をおくことによって，二点渦の複素速度ポテンシャル $W_{V}$ の持つ $\log$ の

$\alpha_{1}(t),$ $\alpha_{2}(t)$ における分枝と輪のゆにおける分枝がつながる．その結果，点渦によって生じ
る $\log$ の分枝は $D_{\zeta}$ の境界をまたがないので，境界での偏角の不連続性は取り除かれ，$W_{\Gamma}$ に

よって境界まわりに生成される循環の強さを $\Gamma_{1}$ と $\Gamma_{2}$ に調整することができる．
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この複素速度ポテンシャル $W(\zeta,t)$ を $\zeta$ で複素微分すれば，(4) のように速度場の複素共役が
得られる．点渦の従う運動方程式は，二つの点渦の相互作用と $W_{U},$ $W_{0},$ $W_{\Gamma}$ により生成される

速度場によって構成できる．多重連結領域の $N$ 点渦によって誘導される共役速度場は二重連結
標準円領域 $D_{(}$ に対する (7) および (11) を使って計算できる．すなわち，$\alpha_{1}(t)$ にある点渦が他

の点渦から受ける共役速度 $I_{1}(t)$ は

$I_{1}(t)=- \frac{i\kappa_{2}}{2\pi\alpha_{1}(t)}[K(\alpha_{1}(t)/\alpha_{2}(t), \rho)-K(\alpha_{1}(t)\alpha_{2}^{*}(t), \rho)]+\frac{i\kappa_{1}}{2\pi\alpha_{1}(t)}K(|\alpha_{1}(t)|^{2}, \rho)$ (16)

となり，$\alpha_{2}(t)$ にある点渦が受ける共役速度 $I_{2}(t)$ は

$I_{2}(t)=- \frac{i\kappa_{1}}{2\pi\alpha_{2}(t)}[K(\alpha_{2}(t)/\alpha_{1}(t), \rho)-K(\alpha_{2}(t)\alpha_{1}^{*}(t), \rho)]+\frac{i\kappa_{2}}{2\pi\alpha_{2}(t)}K(|\alpha_{2}(t)|^{2}, p)$ (17)

である．これらをあわせると $\alpha_{m}(t)$ の点渦の従う運動方程式は以下で与えられる．

$\frac{d\alpha_{m}^{*}}{dt}=\frac{dW_{U}}{d\zeta}(\alpha_{m}(t))+I_{m}(t)+\frac{dW_{0}}{d\zeta}(\alpha_{m}(t))+\frac{dW_{\Gamma}}{d\zeta}(\alpha_{m}(t))$ , $m=1,2$ .

また，等角写像 $z=g(\zeta)$ の影響を考慮して，二重スリット領域 $D_{z}$ の $w_{m}=g(\alpha_{m})$ にある点渦

の運動は (9) から，以下のように書ける．

$\frac{dw_{m}^{*}}{dt}=\frac{1}{g_{\zeta}(\alpha_{m})}(\frac{d\alpha_{m}^{*}}{dt}+\frac{i\kappa_{m}}{4\pi}\frac{g_{\zeta\zeta}(\alpha_{m})}{g_{\zeta}(\alpha_{m})})$ . (18)

これより，点渦が $D_{z}$ で定常であるという条件は以下のようになる．

$\frac{dW_{U}}{d\zeta}(\alpha_{m})+I_{m}+\frac{dW_{0}}{d\zeta}(\alpha_{m})+\frac{dW_{\Gamma}}{d\zeta}(\alpha_{m})+\frac{i\kappa_{m}}{4\pi}\frac{g_{\zeta\zeta}(\alpha_{m})}{g_{(}(\alpha_{m})}=0$, $m=1,2$ . (19)

さらに，我々は等角写像によって円がスリットに移ることから，スリットの端点で写像が特異
になるので，その特異性を取り除くため，この端点におけるクッタ条件を考える．今，$D$くの境界
上にある $\zeta_{m}$ は等角写像によって $D_{z}$ 平面における平板の端点 $z_{m}$ に移る，すなわち $z_{m}=g(\zeta_{m})$

とする．(図 1(b) および (c) を見よ) この時，点 $\zeta=\zeta_{m}$ におけるクッタ条件は以下で与えら

れる．

${\rm Im}( \frac{dW}{d\zeta}(\zeta_{m}))={\rm Im}(\frac{dW_{U}}{d\zeta}(\zeta_{m})+\frac{dW_{V}}{d\zeta}(\zeta_{m})+\frac{dW_{0}}{d\zeta}(\zeta_{m})+\frac{dW_{\Gamma}}{d\zeta}(\zeta_{m}))=0$ . (20)

我々の今考えている問題における未知実数は点渦の位置 $\alpha_{1},$
$\alpha_{2}\in \mathbb{C}$ , それらの強さ $\kappa_{1},$ $\kappa_{2}$ , 平

板周りの循環 $\Gamma_{1}$ , F2の 8つである．また，点渦の定常条件 (19) は四つの実方程式を与えている

ので，クッタ条件 (20) はすべての端点 $\zeta_{m},$ $m=1,$ $\ldots,$
$4$ で考えることができる．しかし，実は

すべての端点にクッタ条件をっけた場合，解が存在しないことが Saffolan と Sheffield [22] によ

る一枚平板の場合と同様にわかる．そこで，ここでは，四つのうち三つの端点 $\zeta_{m},$ $m=1,2,3$
だけにクッタ条件を課して，その時の二点渦定常配置を求めることにする．実際の数値計算で
は，この端点の選び方は 4通りあり，今回選んだ三点に特別な意味があるわけではないことに
注意する．また，我々は 8つの未知数に対して 7つの実方程式しか考えないので，定常配置は
一次元の族 (locus) をなすので，以下ではこの解の族を探す数値手法について考える．
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43 数値解法

前節で得られた点渦の方程式 (19) と (20) は非線形の方程式なので，ニュートン法などを用い
ることで解くことができそうだが，一方で我々は非線形方程式の局所一意解ではなく解の族を
探さねばならず，その意味ではニュートン法がうまく機能しない可能性がある．そこで，我々
は Brwonian mcthet scheme と呼ばれる線形代数的アプローチでこれらの方程式の解を求める．
そのアイデアを説明するために我々が解くべき方程式 (19) と (20) を具体的に書きくだしてみ
よう．

$\frac{UA}{\sqrt{\rho}}[K_{\zeta}(\alpha_{1}/\sqrt{\rho}, \rho)-\rho K_{\zeta}(\alpha_{1}\sqrt{\rho}, \rho)]+\frac{i(\kappa_{1}+\kappa_{2}+\Gamma_{1}+\Gamma_{2})}{2\pi\alpha_{1}}[K(\alpha_{1}/\sqrt{\rho}, \rho)-K(\alpha_{1}\sqrt{\rho}, p)]$

$- \frac{i\Gamma_{2}}{2\pi\alpha_{1}}-\frac{i\kappa_{2}}{2\pi\alpha_{1}}[K(\alpha_{1}/\alpha_{2}, \rho)-K(\alpha_{1}\alpha_{2}^{*}, \rho)]+\frac{i\kappa_{1}}{2\pi\alpha_{1}}K(|\alpha_{1}|^{2}, \rho)+\frac{i\kappa_{1}}{4\pi}\frac{g_{\zeta\zeta}(\alpha_{1})}{g_{\zeta}(\alpha_{1})}=0$, (21)

$\frac{UA}{\sqrt{\rho}}[K_{\zeta}(\alpha_{2}/\sqrt{\rho}, \rho)-\rho K_{\zeta}(\alpha_{2}\sqrt{\rho}, \rho)]+\frac{i(\kappa_{1}+\kappa_{2}+\Gamma_{1}+\Gamma_{2})}{2\pi\alpha_{2}}[K(\alpha_{2}/\sqrt{\rho}, \rho)-K(\alpha_{2}\sqrt{\rho}, \rho)]$

$- \frac{i\Gamma_{2}}{2\pi\alpha_{2}}-\frac{i\kappa_{1}}{2\pi\alpha_{2}}[K(\alpha_{2}/\alpha_{1}, \rho)-K(\alpha_{2}\alpha_{1}^{*}, p)]+\frac{i\kappa_{2}}{2\pi\alpha 2}K(|\alpha_{2}|^{2}, \rho)+\frac{i\kappa_{2}}{4\pi}\frac{g_{\zeta\zeta}(\alpha_{2})}{g_{\zeta}(\alpha_{2})}=0$ , (22)

${\rm Im}( \frac{UA}{\sqrt{\rho}}[K_{\zeta}(\zeta_{1}/\sqrt{\rho}, \rho)-\rho K_{\zeta}(\zeta_{1}\sqrt{\rho}, \rho)]-\frac{i}{2\pi\zeta_{1}}\sum_{\lambda=1}^{2}\kappa_{\lambda}[K(\zeta_{1}/\alpha_{\lambda}, \rho)-K(\zeta_{1}\alpha_{\lambda}^{*}, \rho)]$

$+ \frac{i(\kappa_{1}+\kappa_{2}+\Gamma_{1}+\Gamma_{2})}{2\pi\zeta_{1}}[K(\zeta_{1}/\sqrt{\rho}, \rho)-K(\zeta_{1}\sqrt{\rho}, \rho)]-\frac{i\Gamma_{2}}{2\pi\zeta_{1}})=0$, (23)

${\rm Im}( \frac{UA}{\sqrt{\rho}}[K_{\zeta}(\zeta_{2}/\sqrt{\rho}, \rho)-\rho K_{(}(\zeta_{2}\sqrt{\rho}, \rho)]-\frac{i}{2\pi\zeta_{2}}\sum_{\lambda=1}^{2}\kappa\lambda[K(\zeta_{2}/\alpha_{\lambda}, \rho)-K(\zeta_{2}\alpha_{\lambda}^{*}, \rho)]$

$+ \frac{i(\kappa_{1}+\kappa_{2}+\Gamma_{1}+\Gamma_{2})}{2\pi\zeta_{2}}[K(\zeta_{2}/\sqrt{\rho}, \rho)-K(\zeta_{2}\sqrt{p}, \rho)]-\frac{i\Gamma_{2}}{2\pi\zeta_{2}})=0$ , (24)

${\rm Im}( \frac{UA}{\sqrt{\rho}}[K_{\zeta}(\zeta_{3}/\sqrt{p}, \rho)-\rho K_{\zeta}(\zeta_{3}\sqrt{\rho}, \rho)]-\frac{i}{2\pi\zeta_{3}}\sum_{\lambda=1}^{2}\kappa_{\lambda}[K(\zeta_{3}/\alpha_{\lambda}, \rho)-K(\zeta_{3}\alpha_{\lambda}^{*}, \rho)]$

$+ \frac{i(\kappa_{1}+\kappa_{2}+\Gamma_{1}+\Gamma_{2})}{2\pi\zeta_{3}}[K((3/\sqrt{\rho}, \rho)-K(\zeta_{3}\sqrt{\rho}, \rho)]-\frac{i\Gamma_{2}}{2\pi\zeta_{3}})=0$ . (25)

今，二点渦の位置 $\alpha_{1}$ と $\alpha_{2}$ があらかじめ与えられたとしよう．そうするとこれらの方程式は
$7\cross 5$ 行列 $\mathcal{A}$ および $x=$ $(U, \kappa_{1}, \kappa_{2}, \Gamma_{1} , \Gamma_{2})^{T}$ に対する線形方程式 $\mathcal{A}x=0$ と見なすことができ

る．行列 $\mathcal{A}$ の各成分は紙面の制限ですべてを具体的に書き下さないが，方程式 (21)$-(25)$ から

二点渦の位置さえ与えられれば，その各成分は計算可能なので，この $\mathcal{A}$ を $\alpha_{1}$ と $\alpha_{2}$ に対する配
置行列と呼ぶことにする．
さて，二点渦の位置を任意に与えた場合，それに対応する配置行列 $A$ がランク落ちすること

は一般にないが，もし何らかのうまい方法で $\mathcal{A}$ が $\det(A^{T}\mathcal{A})=0$ となるような配置を見つける
ことができれば，この行列はランク落ちして非自明な零空間を持ち，それが解 $x$ のなす線形空

間になっている．このような零空間の基底は $\mathcal{A}$ の特異値分解 [27] によって求めることができ
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る．すなわち，与えられた行列 $\mathcal{A}$ に対して，以下の分解が成立する．

$\mathcal{A}v_{i}=\sigma_{i}u_{i}$ , $\mathcal{A}^{T}u_{i}=\sigma_{i}v_{i}$ , $i=1,$ $\cdots 5$ .

ここで $\sigma_{1}\geq\sigma_{2}\geq\cdots\geq\sigma_{5}\geq 0$ は行列 $\mathcal{A}$ の特異値と呼び，$u_{i}$ と $v_{i}$ はそれぞれ特異値 $\sigma_{i}\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対応

する左特異ベクトル，右特異ベクトルという．我々の Brownian ratchet scheme では，二つの
点渦をランダムウォークさせることによって，それに対応する配置行列が非自明な一次元の零
空間を持つ，すなわち，その特異値が $\sigma_{4}\neq 0$ および $\sigma_{5}=0$ となるような配置を探すことにす

る．これがうまくいけば，$\sigma_{5}$ の零特異値に対応する右側特異ベクトル $v_{5}$ は線形方程式 $\mathcal{A}x=0$

の解空間の基底を与える．すなわち $x\in$ Span $(v_{5}\}$ となるが，ここでは $x$ の第一成分を $U=1$

に正規化することで一意解を得る．実際に一様流の強さは予め与えられる定数なので，この正
規化は自然なものである．
ランダムウォークによって，最小特異値 $\sigma_{5}$ が $0$ になるような配置を見つける Brownian ratchet

schmeme は以下のようなアルゴリズムである．

ステップ 1 (初期化) 点渦の初期推定位置 $\alpha_{1}$ と $\alpha_{2}$ を適当に与えて，それに対応する配置行
列の最小特異値 $\sigma_{5}$ を計算して，それを $\sigma_{\min}=\sigma_{5}$ とおく．

ステップ 2 以下のステップを $\sigma_{\min}$ が $10\cross 10^{-13}$ 以下になるまで計算を続ける．

$\bullet$ 二つの点渦を分散 $\sigma_{\min}$ を持つ正規分布に従ってランダムウォークさせ，新しい点渦
の位置 $\tilde{\alpha}_{1}$ と $\tilde{\alpha}_{2}$ を得る

$\bullet$ 点渦の配置 $\tilde{\alpha}_{1}$ と $\tilde{\alpha}_{2}$ に対する配置行列の最小特異値 $\tilde{\sigma}_{5}$ を計算する．

$\bullet$ もし $\tilde{\sigma}_{5}\leq\sigma_{\min}$ なら，新しい配置の方がより小さな最小特異値を与えるので点渦の
位置を $\alpha_{1}=\tilde{\alpha}_{1}$ と $\alpha_{2}=\tilde{\alpha}2$ と更新し，$\sigma_{\min}=\tilde{\sigma}_{5}$ とする．そうでない場合はこの
ランダムウォークで得られる試行を破棄する．

ステップ 3 上のステップ 2が終了すれば，最終的に得られる点渦配置 $\alpha_{1}$ と $\alpha_{2}$ に対応する配

置行列の最小特異値が $1.0\cross 10^{-13}$ 以下となるため，これが数値計算の精度の範囲で求め
られる点渦定常配置である．この特異値に対応する右側特異ベクトルを $U=1$ と正規化

すれば，そのベクトルの残りの各成分が点渦の強さ $\kappa_{1},$ $\kappa_{2}$ および平板周りの循環の強さ
$\Gamma_{1},$ $\Gamma_{2}$ に対応する．

このアルゴリズムは，初期推定位置をうまく選べば非常に早く収束することが知られている
[19]. 今回の数値計算では，各平板のエッジの近傍に適当に格子点を入れ，その中から最小特
異値がもっとも小さくなるようなものをステップ 1の初期推定位置に選ぶ．詳しい選び方につ
いては論文 [26] を参考のこと．

4.4 平行平板に働く力 (a rigid rod model)

二重連結標準円領域 $D_{\zeta}$ の境界をそれぞれ $C_{0}$ : $|\zeta|=1$ および $C_{1}$ : $|\zeta|=\rho$ とすると，その境
界の等角写像 $g(\zeta)$ による $D_{z}$ への像である平行平板 $g(C_{0})$ と $g(C_{1})$ に加わる力はブラシウスの
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z-plane

図 2: 二枚の平板に働く力を計算するための rigid rod モデル

公式から計算することができる．すなわち，$m$ 番目 $(m=0,1)$ の平板に加わる力 $(F_{x}^{(m)},$ $F_{y}^{(y)})$

は以下のように与えられる．

$F_{x}^{(m)}-iF_{y}^{(m)}= \frac{i}{2}l_{C_{m}}(\frac{dW}{d\zeta}(\zeta))^{2}(\frac{d\zeta}{dz})d\zeta=\frac{i}{2}\int_{C_{m}}(\frac{dW}{d\zeta}(\zeta))^{2}\frac{d\zeta}{g_{\zeta}(\zeta)}$ .

なお，線積分について $C_{0}$ の向きは時計回り，$C_{1}$ の向きは反時計回りに取るものとする．ここ
で得られた力から二枚の平行平板に働く力を考えるため，図 2のような “rigid rod“ モデルを
採用する．すなわち，二枚の平板中心が目に見えない棒 (rigid rod) によって結ばれ，また各平
板に加わる力はその中心にのみ掛かっているとすると，rigid rod に関するモーメントモデルと
なる．また，我々は二重翼 (double wing) や縦型風力発電への応用を考えるので，各力 $F^{(m)}$ の

大きさを $x$ 方向と $y$ 方向に分解して，以下の二つの力を考える．. $F_{L}=F_{y}^{(0)}+F_{y}^{(1)}$ は $y$ 方向への力を表す．$F_{L}>0$ なら上昇力，$F_{L}<0$ なら下降力となる．. $F_{R}=F_{y}^{(0)}-F_{y}^{(1)}$ はロッドの回転方向の力を表す．$F_{R}>0$ なら反時計回り，$F_{R}<0$ な

ら時計回りの回転力となる．

さて，この研究の目的は Brownian ratchet scheme によって得られた定常点渦により平板に
働く力がどのように変化するかを調べることなので，得られた定常配置に対応する平板周りの
循環の強さ $\Gamma_{1}$ と $\Gamma_{2}$ を一定にしたまま，点渦がある場合の揚力 $F_{L}^{(v)}$ , 回転力 $F_{R}^{(v)}$ と点渦がな
い場合の力 $F_{L}^{(0)},$ $F_{R}^{(0)}$ の二つを計算し，それらの差 $\triangle F_{L}=F_{L}^{(v)}-F_{L}^{(0)}$ と $\triangle F_{R}=F_{R}^{(v)}-F_{R}^{(0)}$

を観察して点渦の存在による力の変化を調べる．

45 点渦定常配置の例

二枚の平板の距離が $s=0.6$ , 傾き角度が $\phi=0.8$ の場合の定常点渦配置を図 3(a) に示す．
二つの点渦定常解はそれぞれ二っの一次元 loci を構成している．右側の locus は右側の平板の
trailing edge につながっており，左側の locus は二つの平板の間，左側の平板の後ろ側に存在
している．これらの loci の構造を詳しく見るために，左側と右側の locus をそれぞれ図 3(c) と
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(d) に示す．各 locus の端点には $0$ と口の記号をそれぞれ示しているが，この同じ記号に対応
する点が二点渦の定常解のペアを与えており，$\circ$ が示す二点定常点渦のペアと $\square$ の示すペアが

各 locus の上を連続的に移動していくことを意味している，また，これらの図から Brownian
ratchet scheme によって得られた点渦の集合は各 locus の上で非均一に分布していることもわ
かるが，これはこの数値スキームがランダムウォークにより定常配置を見っける方法であるこ
とを反映したものである．そこで，我々は locus 内の点渦を正しい順序で整列させるため，右
側の locus 内の点渦に対して，その trailing edge からの弧長によってパラメトライズする．こ
れにより，右側の点渦に対応する左側 locus にあるペア点渦の位置，さらには定常配置に対応
して求まる点渦の強さや平板周りの循環の大きさも同様にパラメトライズできる．
図 3(b) には，この定常二点渦配置に対応する点渦の強さ $\kappa_{1},$ $\kappa_{2}$ および平板周りの循環の強

さ $\Gamma_{1},$ $\Gamma_{2}$ をプロットしている．右の点渦は右側の locus が trailing edge につながっていること
から，その強さ $\kappa_{1}$ は $0$ から始まり，点渦が locus にそって edge から離れるにつれて単調増加
する．これにあわせて右側平板の周りの循環の大きさは $\Gamma_{1}$ は単調減少して負になる．一方で
左側の点渦の強さ $\kappa_{2}$ および左平板周りの循環 $\Gamma_{2}$ はともに正であるが，図 3(c) に示す locus が
ちょうど折り曲げられている所に渦がある時に強さは最小，循環は最大になっている．これら
のデータを使って平板周りに加わる力 $F_{L}^{(v)},$ $F_{L}^{(0)},$ $\Delta F_{L}$ および $F_{R}^{(v)},$ $F_{R}^{(0)},$ $\Delta F_{R}$ を計算したもの
をそれぞれ図 3(e) と (f) に示している．それによると，$F_{L}^{(v)}<F_{L}^{(0)}<0,$ $F_{R}^{(v)}>F_{R}^{(0)}>0$ な

ので，すべての図 3(a) に示したすべて点渦定常配置に対して $\triangle F_{L}<0,$ $\Delta F_{R}>0$ である．し
たがって，点渦が存在することによって，下降流方向の力と反時計回りの方向の力が加速され
ることがわかる．

5 まとめ

本稿では，多重連結領域における二次元非粘性非圧縮流体に対する点渦力学の構成方法に
ついて解説し，その応用例を一つ示した．標準円領域に対する点渦方程式は陽的に与えられ，
さらにターゲットとなる一般の多重連結領域に対する点渦方程式は，これらの領域間の等角写
像を構成することによって得られる．一般に与えられた多重連結領域から標準円領域への等角
写像を構成することは解析的にも数値的にも難しいが，与えられた領域がスリットで構成され
るような多重連結領域の場合は，数値等角写像の技法などを組み合わせることで，このプログ
ラムを実行することできる．また，ここで得られた数理モデルによる研究は実際の流れからみ
ればもちろん非常シンプルなものであるが，その数学定式化のおかげで，その数学解析や数値
解析を深く掘り進めることが可能になり，その結果として様々な定量的な情報が得られる．こ
の結果をもとにして，実際に粘性の効果を入れたり三次元モデルへと拡張したりしてそれを大
規模数値計算によって確かめることができれば，現実の問題に対する一つの指針を与えてくれ
ると期待できる．
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図 3: (a) 平行平板の距離 $s=0.6$ よび角度 $\phi=$ OJ.8に対する二点渦定常配置の族 (loci).(b) そ
れに対応して得られる点渦の強さと平板周りの循環の様子．(c)左側 locus の拡大図．(d) 右側
locus の拡大図．(e) 上下方向の力 $F_{L}^{(v)},$ $F_{L}^{(0)}$ とその差 $\Delta F_{L}$ の様子．(f) 回転方向の力 $F_{R}^{(v)},$ $F_{R}^{(0)}$

およびその差 $\triangle F_{R}$ の様子．
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