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概要

流体の内部エネルギーと散逸関数が与えられたときに，変分原理を使って
流体の運動方程式を導出する．本稿では，最初に散逸のない系である完全流体
の変分原理について説明をし，次に散逸系であるニュー トン流体の変分原理に
ついて説明をする．完全流体では質量保存則と断熱条件が成立し，オイラー方
程式はこれらの拘束条件の下である汎関数を最小にする条件から導出するこ
とができる．ニュー トン流体では断熱条件は成立しておらず，流体粒子の流跡
線沿ったエントロピーの変化は散逸関数と熱流によって決まる．これは非ホロ
ノミックな拘束条件を与える．我々はナビエストークス方程式をこの拘束条件
の下で完全流体と同じ汎関数が最小になる条件から導いた．

1 導入

本稿ではオイラー的記述を用いて計算を行うが，ラグランジュ的記述を用いて
も同様に計算を行うことはできる [1]. 流体の運動は，速度場 $v\equiv(v_{1}, v_{2}, v_{3})$ , 質量
密度 /), 単位質量あたりエントロピー密度 $S$ の時間変化によって記述される．これ
らの変数は自由ではなく，質量保存とエントロピー増大則に関する拘束条件によっ
て関係づけられている．各々の流体は単位質量当たりの内部エネルギーと散逸関
数によって特徴付けられる．初期時刻と終端時刻をそれぞれ tinit と $tfin$ とし，完
全流体が占める空間を $V$ とし，その境界を $\partial V$ とする．流跡線の初期位置と終端
位置を固定する条件は，ラグランジュ座標 $A\equiv(A_{1}, A_{2}, A_{3})$ を用いて以 $\mathfrak{f}^{i}$ のよう
に与えられる [2].

$\delta A$ ( $X$ , tinit) $=\delta A(x, tfin)=0$ (1)

また，境界では流体のスリップはないと仮定する．

$\delta A(x, t)=0$ $x\in\partial V$ (2)

ラグランジュ座標 $A\equiv(A_{1}, A_{2}, A_{3})$ と速度場 $v$ には

$\partial_{t}A_{i}+v\cdot\nabla A_{i}=0$ (3)
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の関係がある．本稿では $i$ は 1, 2, 3を示す．(2) より速度場 $v$ は次の境界条件を満
たす．

$v(x, t)=0$ $x\in\partial V$ (4)

質量保存則はラグランジュ座標 $A$ を用いて以下のように与えられる．

$\rho(x, t)=\rho_{init}(A(X, t))J^{-1}(A(x, t))$ (5)

ここで，$\rho$init $(A(x, t))$ は初期時刻での質量密度の分布，$J^{-1}$ は初期時刻からの流体
粒子の収縮率 $|\partial(A_{1}, A_{2}, A_{3})/\partial(x_{1}, x_{2}, x_{3})|$ を表す (5) は

$\partial_{t}\rho+\nabla\cdot(\rho v)=0$ (6)

と書 $\langle$ こともできる．一般には，流体の各場所のエントロピーの時間変化は速度場
と散逸関数と熱流によって決まる．これについて完全流体の場合とニュートン流
体の場合をそれぞれ第 2節，第 3節で議論する．流体では局所平衡が成立し，単位
質量あたりの内部エネルギー $c$ は $\rho$ と $s$ との関数で与えられる．熱力学第一法則
より，$\delta\epsilon=-p\delta\rho^{-1}+7^{\urcorner}\delta_{S}$ , すなわち，

$p \equiv\rho^{2}(\frac{\partial\epsilon}{\partial\rho})_{s}$ と $T \equiv(\frac{\partial\epsilon}{\partial s})_{\rho}$ (7)

を得る [3]. 下添え字 $s$
と

$\rho$ はそれぞれの偏微分で固定される変数を示す．流体の
ラグランジアン密度は，運動エネルギーと内部エネルギーの差

$\mathcal{L}(\rho, v, s)\equiv\rho\{\frac{1}{2}v^{2}-\epsilon(\rho, s)\}$ (8)

によって与えられ，作用 $I$ は次のように与えられる．

$I[ \rho, s, v]\equiv\int_{t_{init}}t_{fin}di\int_{V}d^{3}x\mathcal{L}(\rho, s, v)$ (9)

質量保存則とエントロピーに関する拘束条件の下で作用 (9) の停留条件を求める
と流体の運動方程式が定まる．本稿では完全流体とニュートン流体の場合につい
て議論する．

2 完全流体の場合

完全流体では質景保存と断熱条件の下で作用 (9) の停留条件を解くと，オイラー
方程式が得ることができる [1,2,3,5,6,7,8,9,10,11]. 断熱条件は，

$s(x,t)-s_{init}(A)=0$ (10)

となる．拘束条件 (3),(5),(10) を考慮すると，変分するべき作用はラグランジュ未
定乗数法を用いて

$I_{pf}[\rho, v, A, s, \beta, K, \Lambda]$ $\equiv$ $l_{t_{init}}t_{fit\backslash } dt\int_{V}d^{3}x\{\mathcal{L}(\rho, s, v)+\rho\beta_{i}(\partial_{t}A_{i}+v\cdot\nabla A_{i})$

$+K(\rho-\rho_{init}J^{-1})+\Lambda(s-s:nit)\}$ . (11)
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となる．ここで，$\beta$ , $K$ ,A は未定乗数である $\beta,$ $K,$ $\Lambda,$
$\rho,$ $.g,$ $v,$ $A$ についての変分を求め

ると，それぞれ (3),(5),(lO) と以下の

$K$ $=$ $- \frac{1}{2}v^{2}+\epsilon+\underline{p_{J}}$

’
(12)

A $=$ $\rho T$ (13)
$v+\beta_{i}\nabla A_{i}=0$ (14)

と

$\rho\frac{\partial}{\partial t}\beta_{i}+\rho v\cdot\nabla\beta_{i}=-KJ^{-1}\frac{\partial\rho_{init}}{\partial A_{i}}+\frac{\partial}{\partial x_{j}}\{K_{\beta i}$ ..: $t^{\frac{\partial J^{-1}}{\partial(\partial A_{i}/\partial x_{j})}}\}-\Lambda\frac{\partial s_{init}}{\partial A_{i}}$ (15)

を得る．ラグランジュ未定乗数法では $\rho$ と $s$ は独立変数として扱うが，$\rho_{init}$ と $s_{init}$

は $A$ の関数として扱われていることに注意．(15) は，(10), (12), (13),

$\frac{\partial J^{-1}}{\partial(\partial A_{i}/\partial x_{j})}=J^{-1}\frac{\partial x_{j}}{\partial A_{i}}$ (16)

と

$\frac{\partial}{\partial x_{j}}\frac{\partial J^{-1}}{\partial(\partial A_{i}/\partial x_{j})}=\frac{\partial}{\partial x_{j}}(J^{-1}\frac{\partial x_{j}}{\partial A_{i}})=0$ (17)

を用いて，次のように書き換えられる．

$\rho\frac{\partial}{\partial t}\beta_{i}+;)v\cdot\nabla\beta_{i}$ $=$ $(p \frac{\partial K}{\partial x_{j}}-pT\frac{\partial s}{\partial x_{j}})\frac{\partial x_{j}}{\partial A_{i}}$

$=$ $(-p \frac{1}{2}\frac{\partial v^{2}}{\partial x_{j}}+\frac{\partial p}{\partial x_{j}}I\frac{\partial x_{j}}{\partial A_{i}}$ (18)

(14) を $L_{v}\equiv\partial_{t}+\nabla(v\cdot)-v\cross\nabla\cross$ で微分すると 7

$0$ $=$ $L_{v}(v+\beta_{i}\nabla A_{i})$ (19)
$=$ $L_{v}v+(\partial_{t}\beta_{i}+v\cdot\nabla\theta_{i})\nabla A_{i}+\beta_{i}\nabla(\partial_{t}A_{i}+v\cdot\nabla A_{i})$ (20)

となる．(20) の第三項は (3) より消える．計算の詳細については [2] の付録 A, また
はを [1,12] が詳しい．(18) を (20) の第二項に代入するとオイラー方程式を得る．

$\rho\{\frac{\partial}{\partial t}v+\frac{1}{2}\nabla v^{2}-v\cross(\nabla\cross v)\}=-\nabla p$ (21)

本稿では質量保存則と断熱条件として (5) と (10) を用いたが，これらに変えて
$\partial_{t}\rho+\nabla\cdot(\rho v)=0$ と $\partial_{t}s+v\cdot\nabla s=0$ を使っても同様にオイラー方程式を導出す
ることができる [1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11]. 完全流体の場合は，質量保存則と断熱
条件がホロノミックなのでラグランジュ未定乗数法が使えた．しかしながら，散逸
のある系では，次節で説明するようにエントロピーに関する拘束条件が非ホロノ
ミックなので，ラグランジュ未定乗数法を使うことはできない．
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3 散逸系の場合

散逸系の変分原理の簡単な例として減衰振動子について説明し，その次にニュー
トン流体の変分原理を議論する．

3.1 減衰振動子

質量 $m$ の錘がばね定数 $k$ のバネに繋がれているとする．振動子は熱浴の中にあ
り外部とは断熱壁で遮断されている．振動子の初期位置を $q(t_{init})$ とし，初期速度
を $dq(t_{init})/dt=0$ とする．このとき，作用は次のように与えられる．

(22)$I_{O}[q, s] \equiv\int_{t_{1nil}}^{t_{f\}n}}dt\{\frac{1}{2}m\dot{q}^{2}-(\frac{1}{2}kq^{2}+E(s))\}$

$s$ は熱浴のエントロピーで，熱浴のエネルギー $E$ はエントロピー $s$ の関数である．
熱浴の温度 $T$ は $T=\partial E/\partial s$ で与えられる．振動子と熱浴との間には摩擦があり，
振動子は熱浴からの摩擦 $f$ を受ける．熱浴のエントロピー $s$ の時間発展は，

$T \frac{ds}{dt}+f\cdot\frac{dq}{dt}=0$ (23)

となる．(23) の時間微分 $d/dt$ を変分 $\delta$ に変えると非ホロノミックな拘束条件が得
られる．

$T\delta s+f\delta q=0$ (24)

(22) の変分を求めると

$(-m \frac{d^{2}q}{dt^{2}}-kq)\cdot\delta q-T\delta s=0$ (25)

となり，(24) を代入して次の運動方程式を得る．

$m \frac{d^{2}q}{dt^{2}}=-kq+f$ (26)

3.2 ニュートン流体

ニュートン流体では，粘性応カテンソル $\sigma$ は次のように与えられる．

$\sigma_{ij}\equiv\zeta\delta_{ij}\nabla$ . $v+ \eta(\frac{\partial v_{i}}{\partial x_{j}}+\frac{\partial v_{j}}{\partial x_{i}}-\frac{2}{3}\delta_{ij}\nabla\cdot v)$ (27)

$\zeta$ と $\eta$ はそれぞれ体積粘性率とずり粘性率であり，$\delta$

ij はクロネッカーのデルタで
ある．流体粒子にかかる摩擦力 $f\equiv\nabla\cdot\sigma$ は，

$f=( \frac{\eta}{3}+\zeta)\nabla(\nabla\cdot v)+\eta\triangle v$ (28)

となる．単位体積あたりに発生する熱量は，

$\Theta\equiv\sigma_{ij^{\frac{\partial v_{i}}{\partial x_{J}}}}$

,
(29)

62



となる．その 1/2はレイリーの散逸関数と呼ばれる [4]. エントロピーの時間発展
方程式は次のようになる．

$\rho T(\partial_{t}s+v\cdot\nabla s)-\Theta+\nabla\cdot w=0$ (30)

ここで $w$ は熱流である．(30) の空間積分を計算すると，部分積分により第二項は，

$\int_{V}d^{3_{X}}\{-\Theta\}=\int_{V}d^{3_{X}}\{f\cdot v\}$ (31)

となり，系全体を断熱壁で覆った場合では境界での熱流はゼロになるのでガウス
の発散定理により第三項は消え，

$\int_{V}d^{3}x\{\rho T(\partial_{t}s+v\cdot\nabla s)+f\cdot v\}=0$ (32)

を得る．(28) を (32) に代入し，(3) より $v_{j}=-\partial_{t}A_{i}/(\partial A_{i}/\partial x_{j})$ を代入し，時間微分
$\partial/\partial t$ を変分 $\delta$ にすることで非ホロノミックな拘束条件を得る．

$\int_{V}d^{3_{X}}\rho T\delta s=\int_{V}d^{3_{X}}\frac{\partial x_{J}\prime}{\partial A_{i}}(\rho T\frac{\partial s}{\partial x_{j}}+f_{j})\cdot\delta A_{i}$ (33)

ニュートン流体の作用を完全流体の作用 (11) から断熱条件の項を除いたもので
与える．

$I_{vf}[\rho,v, A, s,\beta, K]$ $\equiv$ $[t_{fi_{11}}dt.[d^{3}x\{\mathcal{L}(\rho, s, v)+\rho\beta_{i}(\partial_{t}A_{i}+v . \nabla A_{i})$

$+K(\rho-\rho_{init}J^{-1})\}$ (34)

この停留条作を非ホロノミックな拘束条件 (33) のもとで解くと，(3),(5),(12),(14) と

$\rho\frac{\partial}{\partial t}\beta_{i}+\rho v\cdot\nabla\beta_{i}$
$=$ $( \rho\frac{\partial K}{\partial x_{j}}-\rho T\frac{\partial s}{\partial x_{j}}-f_{j})\frac{\partial x_{j}}{\partial A_{i}}$

$=$ $(- \rho\frac{1}{2}\frac{\partial v^{2}}{\partial x_{j}}+\frac{\partial p}{\partial x_{j}}-f_{j})\frac{\partial x_{j}}{\partial A_{i}}$ (35)

を得る．(3),(14) と (35) からナビエストークス方程式を得る．

$\rho\{\frac{\partial}{\partial t}v+\frac{1}{2}\nabla v^{2}-v\cross(\nabla\cross v)\}=-\nabla p+f$ (36)

4 考察

減衰振動子の配位空間上の軌道 $(q(t), s(t))$ は (23) に従う．その中で、微小に異
なる軌道同士で (24) が成立するものがある．我々はこの非ホロノミックな拘束条
件 (24) の下で作用 (25) を最小にする軌道 (26) を求め，これが減衰振動子の運動
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方程式になることを示した 32節では同様にナビエストークス方程式 (36) を導い
た．本稿で示した変分原理は，より複雑な構造をもつ粘弾性流体や二成分流体につ
いても扱うことができる [1]. さらに複雑な流体の場合についても，比較的容易に
知ることができる内部エネルギーや散逸関数からその運動方程式を導出すること
が可能であろう．実際，ソフトマターの分野ではオンサーガの変分原理が使われて
成果をあげてきた [13]. この原理に比べて，対流項も導出できる本研究の方法はよ
り適用範囲が広いと考えている．
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