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はじめにー Berndtsson 。米谷山口理論– ここで報告できる新しい結
果といえば複素トーラスに関する二三の簡単な計算結果にすぎないので、せめて
背景である Berndtsson . 米谷山口理論 (以下では BMYと略す)の説明の中で、
多少の雑学的な慈蓄を傾けてみたい。 BMYへの一つの糸口は楕円函数論の中に
認められるので、 ここから話をつなげていこう。
標準的な楕円関数として広く知られるWeierestrassの $\wp$関数は、周期という助
変数に関して正則である。定義により明白なこの事実はいかなる楕円関数も周期
に関して正則な変動をもつことの一例だが、 たった一つの実例であるレムニス
ケート関数から出発した Gaussの研究においては、 この点こそが「苦心の存する
ところ」であったらしい (cf. $[T$ , P.63])。 Gaussはこれによって周期のみの関数で
あるモジュラー関数に到達したが、超幾何関数を出発点において楕円関数とモ
ジュラー関数を論じ尽くす壮大な構想を果たせずに去ったという (cf. $[T,$ $p$ .
68] $)$。これらの関数の関連は (少なくとも筆者には)今日なお明確ではないが、
Riemannの写像定理と Schwarzの鏡像原理によるモジュラー関数の幾何学的構
成は、泉下の Gaussを頷かせるものの一つではなかったろうか。ちなみにこの事
実はわが国初の複素解析のテキストである 「函数論」 [Yk]にも記されている。一

方、 $\wp$関数を用いたレベル 2のモジュラー関数の構成は Gaussが手を染めた仕事
を徹底させている。 これは現代の保型形式論に受け継がれ、 テータ関数を用いて
一般のモジュラー形式が構成されている。 (cf. 数学辞典第 4版 $437A$)。
楕円関数が助変数を持つのに応じて、定義域である楕円曲線の族が複素上半平

面$H$上に生じる。 この族の全空間の普遍被覆は $H\cross C$であり、 この空間上の保型
形式である Jacobi形式は重さ半整数の保型形式や Gauss和と深い関係にあること
が知られている (cf. [E-Z]など)。

楕円曲線の族を一般化して閉リーマン面の解析族を考えたものが Teichm\"uller

空間上の普遍曲線族である。 これには豊かな双曲幾何的構造が内在していること
が知られている (cf. [I-T])。楕円曲線の場合と異なり、 この場合は全空間の普遍
被覆は底空間とファイバーの普遍被覆との直積にはならない。 しかしこれがシュ
タイン多様体であることや、 これを複素数空間内の有界領域として実現できるこ
となどが知られている。Bersの同時一意化の理論 (cf. [I-T])がその根拠である

が、 山口博史氏は「[Y]において Bers理論とは独立の立場から、 このシュタイン性
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が普遍被覆に限らず Schottky被覆に対しても成立することを示した ([H-1] も見
よ $)$

。 これはリーマン面の族に対する Robin定数の変動を解析した結果であっ
た。 リーマン面が Schottky被覆であれば、 それらを平面領域として実現したと
き補集合の対数容量は正になるので、 ポテンシャル論的な興味の対象になるので
ある。 閉リーマン面族の被覆空間とは限らぬ一般の解析族についても、 全空間の
シュタイン性は要請すべき自然な条件である (eg. [Nm], [Nn])。この立場から、

山口氏と米谷文男氏は全空間がシュタインであるような開リーマン面の解析族に
おけるベルグマン核の変動にっいて研究し、 [M-Y]で次の結果を得た。

定理 $0_{\text{。}}$ I. 開円板 $D$ 上の開リーマン面の解析族 $R(t)(t\in D)$ に対し、 もし全
空間 UR(t) がシュタインであれば、 R(t)上のベルグマン核 (の対角線への制限) を
$K(t, \zeta)|d\zeta|^{2}$としたとき $\log K(t, \zeta)$ は多重劣調和である。

俺 R(t)上のベルグマン核と区別する意味で、 $K(t, \zeta)|d\zeta|^{2}$を相対ペルグマン核
という。

より一般に $R(t)(t\in D)$ が$n$次元の複素多様体の解析族であるときも、 $\bigcup_{teD}R(t)$ が

シュタインであれば
$\grave$

R(t)上のベルグマン核 $K(t, \zeta)(d\zeta_{\{}\wedge\cdots\wedge d\zeta_{\mathfrak{n}})\otimes(d\overline{\zeta}_{t}$

$\wedge\cdots\wedge d\overline{\zeta}_{\mathfrak{n}})$ に対して $\log K(t, \zeta)$は多重劣調和になる。パラメータ空間 $D$ が高次
元の領域でも同様であり、

t
$\cup$R(t)上の半正なエルミート直線束を係数とする相対

ベルグマン核についても同様である。 これは BO Berndtsson氏によって、 凸体の
幾何における Brunn-Minkowski理論をヒントに、 [B-1]で確立されたPre’kopaの
定理の複素版が示唆する独創的な方法により示された (cf. [B-2])。同氏はさらに
これを拡張し、 [B-31において次を示した。

定理 0.2。 $\pi:Xarrow D$ はコンパクトなケーラー多様体の解析族であり、全
空間 $X$ はケーラー計量を持つとする。 このとき $X$上の半正なエルミート直線東
$L$ に対し、 $L$係数の相対ベルグマン核を $K^{L}(t, \zeta)(d\zeta_{4}\wedge\cdots\wedge d\zeta_{\mathfrak{n}})\otimes(d\overline{\zeta}_{\{}\wedge\cdots\wedge d\overline{\zeta}_{n})$

としたとき、 $logK^{\llcorner}(t, \zeta)$は多重劣調和になる。

簡単な言い方をすれば、複素多様体上のシュタイン族またはケーラー族におい
て、 半正な直線束を係数とする相対ベルグマン核は対数的多重劣調和である。 こ

の注目すべき結論を含む一連の理論が BMYである。濱野佐知子氏の仕事 [H-2]な
どにより、 BMYは現在もファイバー空間上のポテンシャル論として進化中であ
る。
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さて、素朴な疑問だが、定理 0.2における $X$ のケーラー性は、相対ベルグマン
核が対数的多重劣調和であるための必要条件だろうか。複素トーラスの場合に
やってみるとわかるように、 そうではない。 つまり定理 0.2からケーラー性の
条件は落とせない。 これが「等ケーラー複素変形」の計算結果である。 これによ

り、複素トーラスの変形空間の芽において、 ケーラー族が存在するような方向を
集めてできる錐を決定した。 これに類することが文献中には見当たらなかったの
でもう少し詳しく調べる事にし、双対的な問題である 「等複素ケーラー変形」 も

計算した。 これらの断片的な結果を、藤木明氏にご教示いただいた Calabiの論
文 [C]なども参考にしてまとめてみたのがこの論説である。

1 。トーラス族の非ケーラー性について $n$次元複素トーラスとは、複素 $n$

次元アファイン空間を複素 $n$次元ベクトル空間の (rank $2n$の)格子部分群の平行移

動による作用で割ってできる商空間をいうのであった。一つの格子群は $2n$個の

ベクトルで生成されるから、すべての $n$次元複素トーラスを含む完全な族が (自明
な仕方で)2n2次元の複素領域上に作れることになる。 しかしこの族は互いに同型

な複素トーラスからなる $n^{2}$次元の自明な族が含まれるので、 その方向を簡約して
考えることが多くの目的に適っている。つまり一般線形群 GL(n,C)の作用によっ
て、 格子群を生成する $2n$個のベクトルのうちの $n$個は一定のペクトル $e_{i}$

$(i=1,2,\ldots,n)$だとしてよい。残りの $n$個を Vj $:=\Sigma Z_{ij}e_{i}0=1,2,\ldots,n$) とするとき、

$n$次行列 $Z=(Z_{ij})$ は $n^{2}$次元の複素数空間の開集合内を動く。

$\Gamma(Z)=$
コ

$Ze_{[be]}+\sum_{j}Zv_{j}$

$T(Z)=C^{n}/\Gamma(Z)$

とおく。 $Z$が領域 $\Omega:=$ { $Z$ ;det(ImZ) $>0$} 上を動くとき、T(Z)が全ての $n$次元複
素トーラスを尽くすことは明らかであろう。

命題 1.1. $n\geq 2$ のとき $\Omega$ は擬凸ではない。

証明．$\Omega’=\{Z\in\Omega;z_{It}=Z_{22}, Z_{\{z}=-Z_{2t}, Z_{ij}=\sqrt{-1}\delta_{ij} (i>2$ または $j>2)\}$ と

おくと $\Omega\circ$上では det(ImZ) $=({\rm Im} Z_{11})^{2}+({\rm Im} Z_{\dagger 2})^{2}$ となる。 よって $\Omega’$ は $C^{2}-R^{2}$

と双正則同値であり、従って擬凸ではない。 よって $\Omega$ もそうである。
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$Z^{2\mathfrak{n}}$ の $C^{\eta}\cross\Omega$ への作用を
$(m_{\{}, \ldots, m_{z\mathfrak{n}})\cdot((z_{\{}, \ldots, z_{\mathfrak{n}}), Z)$

$=(( Z_{I}+m_{1}+_{j-1}\sum_{\backslash }^{\mathfrak{n}}m_{i\dagger \mathfrak{n}}Z_{\{j’}-\cdots, z_{\nu\iota}+m_{n}+\sum_{-,j-1^{m_{j+\mathfrak{n}\mathfrak{n}}}}^{\gamma\iota}Z_{j}), Z)$

により定め、 商空間 $C^{\mathfrak{n}}\cross\Omega/Z^{2t\iota}$ を $T$で表す。 $\pi$ : $Tarrow\Omega$ を自然な射影と
する。

命題 1.2。 $n\geq 2$ のとき $\prime f$はケーラー計量を持たない。

証明．解析族 $\pi$ : $Tarrow\Omega$ の相対ペルグマン核は定義より明らかに
$(\det(ImZ))^{-1}(dz1\wedge\cdots\wedge dz_{\mathfrak{n}})\otimes(d\overline{z}_{f}\wedge\cdots\wedge d$勾である。従って、 もし $T$がケーラー計
量を持ったとすると、 定理 0.2より $-\log(\det(ImZ))$ は $\Omega$ 上多重劣調和でなけれ
ばならない。 ところが明らかにこの関数は $Zarrow\partial\Omega$ のとき $+\infty$ に発散するの
で、 $\Omega$は擬凸であるということになる。 これは命題 1.1に反する。

よく知られているように、 $\Omega$の部分多様体である Siegel上半空間

$\mathscr{K}:=$ { $Z$ $;+_{Z=Z}$ かっ $ImZ$ は正定値}

の上では det(ImZ) は定数倍とべキを除いて $!H_{n}$のペルグマン核に一致し、従っ
て $-\log(\det(ImZ))$ は班上で強多重劣調和になる。

問題 相対ペルグマン核とパラメータ空間上のベルグマン核がこのような関係
にあるような解析族をすべて求めよ。

2。ケーラー的無限小変形 BMYに鑑み、 コンパクトなケーラー多様体 $M$ の

複素多様体としての無限小変形のうち、 $M$がケーラー類を変えずに変形する方向
を $M$ 上のすべてのケーラー計量に亘って集めたものが、 $H^{1}(M,\Theta)$ の中でどん
な集合として記述できるかを調べたい。 ここで $\Theta$ は $M$ の正則接ベクトルの層
を表し、 $H^{1}(M,\Theta)$ は $\Theta$ を係数とする一次コホモロジー群を表す。 この集合を
記号 KID(M) で表す。 (KID は $K\ddot{a}hle’’\dot{v}an$ infinitesimal $defo\uparrow mations$の略。)

ケーラー変形の一般論が [F]や [Slにあるが、 それには深入りせず複素トーラス
についてだけ述べよう。
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次元が 2以上の複素トーラス $T$に対し、 KID(T) が $H^{1}(T,\Theta)$ に一致しないこと

を Berndtssonの定理は教えてくれる。 (Berndtssonの定理はトーラスの場合は

Griffithsの古典的な結果に含まれるが。 ) 実際、 $T$ の倉西族は相対ベルグマン核
の逆数を相対標準直線束のファイバー計量として持ち、この曲率形式は容易に計
算できて、 その結果正負両方の固有値を持つことがわかる。 とくにこの負固有値

の方向は、 Berndtssonの定理によれば「T上のいかなるケーラー計量に対しても
ケーラー変形を持たない」方向である。 ケーラー性は擬凸性に様々な形で関連し
ているが、 これもその一例である。

$H^{1}(T,\Theta)$ と $n$次複素正方行列全体の集合を自然に同一視することができ、 この

座標で KID(T)を求めてみると、相対ベルグマン核が対数的劣調和になる方向よ
りも真に狭いことがわかる。

定理 2.1. $T=T(Z)$ , det(ImZ) $>0,$ $\dim T\geq 2$ とすると

KID(T) $=$ { $\Xi|$ 正定値エルミート行列 $H$が存在して $\overline{=}Y^{-\iota}H$ は対称}.

従って、 KID(T) は正定値エルミート行列 $H$のなす錐をパラメータ空間に持っ
$n(n+1)/2$ 次元の複素部分空間の族で埋め尽くされる。定理 2.1より KID(T)が

$H^{1}(T,\Theta)$ の領域であることもわかる。 $H$の集合は $C^{\prime r\iota^{1}}$ 内で全実 (totally real)だか

らである。 さらには KID(T)が C$*$作用を持つアファイン等質領域であることも明
白である。 このような領域の射影化は $P^{r\iota^{1}-I}$ 内の等質領域なのでよく知られたもの

だとは思うが、 まだ個人的には特定できていない。 $n=2$ のときは $P^{3}$ 内の領域に

なり、 これは $P^{2}$で埋め尽くされるので擬凸ではあり得ず、Andreotti-Garuert[A-
$G]$の意味でも 3-凸でしかない。 しかしその境界は滑らかで等質的である。一般

に KID(T)は何凸だろうか ?

定理 2.1の証明は、調和写像によるケーラー形式の引き戻しの (2,0) 成分が $0$

であるための条件を書き下すだけである。同様の計算によって次が得られる。

定理 22. $T$は 2次元以上の複素トーラスとし、 $\eta$ を $T$上の $0$ でない (2,0)形

式とする。 このとき $T$ 上のいかなるケーラー形式 $\omega$ および $\alpha!$ を (1, 1)型にする $T$上

のいかなる複素構造に対しても、 $\eta+\overline{\eta}$ は (1,1)型にならない。
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定理 2.3。 $\check{T}$は実トーラスで次元は 4以上とし、 $\omega$ は丁上のシンプレク
ティック形式であるとする。 このとき $H^{2}(T,R)$ の元で、 $\mathfrak{c}v$ をケーラー形式とす
るどのような複素構造に関しても (1, 1) 型にならないものが存在する。

このような方向では [Bm]も小論に関連する話である。

ちなみに、 Calabi[C]によれば、複素トーラス $T$上の平行移動で不変なケー
ラー計量 $g$ と、 平行移動で不変な実 (1, 1) 形式 $\sigma$ で指数 $i$ を持っものに対し、

$T$上の複素構造で、 $g$ がエルミート的であり、かっ $\sigma$ が (1, 1) 型かっ指数 $j$ であ
るものが「一般には」$n!/(n-j)!j!$ 通り存在する。 これはケーラー等長の条件下で
の複素構造の変形不変性 (rigidity)を言っている。小論の「等ケーラー変形」 は

ケーラー類を固定する話であったが、 [C] との関連を念頭に置くなら、 $g$ と $\sigma$ の

うち片方だけを固定する変形について調べてみるのも面白いかもしれない。
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付録

1. ツイスターとペンローズ変換 R. Penrose [P] が時空の物理への洞察によ

り Minkowski空間から導いた、二重ファイバー構造を持つ 3次元複素多様体上
の理論がある。 この理論において導入されたのが、ペクトル $(vector)$

、 テンソ

ル (tensor)、 スピノル (spinor)にちなんで命名されたというッイスター (twistor)で

あったが、 次に述べる Baston-Eastwood[B-E]によるその定式化は、 等ケーラー

変形と等複素変形の関係に似た構造を基礎にしている。
X, Y, Zは複素多様体で、次の図式で結ばれているとする。

$Y$

$Z$ X

ただし $\eta$ と $\tau$ はいたるところランクが極大な全射正則写像であり、対 $(\eta, \tau)$によ

り $Y$は $Z\cross X$の部分多様体になっているとする。 $\tau$ が同型射である場合には $Y$は写

像 $\eta\circ\tau^{-\{}$ のグラフであり、 これによって $Z$上の関数を X上の関数に引き戻すこと
をペンローズ変換と呼んでいる。 $\tau$ が同型ではない場合には、 Xの点は $Z$の部分

多様体の族を定め、X と $Z$を入れ替えてもそうである。 実際には X と $Z$については

対称でない状況を考える。つまり $\tau$ のファイバーはすべてコンパクトであると仮

定する。
$E$を $Z$上の正則ベクトル束とする。 $E$の正則断面の芽の層を $0(E)$

、
$\eta$ によるそ

の位相的逆像、解析的逆像をそれぞれ $\eta^{-t}\mathcal{O}(E)$
、

$\eta^{*}O(E)$ とし、 $\eta^{*}O(E)$を係数

とする正則な相対$p$形式の層による $\eta^{-(}O(E)$の分解を
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$0arrow\eta^{-t}\mathcal{O}(E)arrow\Omega_{Y/Z}(E)$

とする。

定理 $I$
。

$\eta$ のファイバーを保つホモトピーによって、 $\eta$ のすべてのファイ

バーは可縮であるとする。 このときスペクトル系列

$E_{t}^{p,q}=H^{0}(X, \tau_{\text{ト}}^{q}\Omega_{Y/Z}^{p}(E))=H^{p*q}(Z, O(E))$

が存在する。

一般のペンローズ変換は、 このスペクトル系列を用いて $H^{r*q}(Z, 0(E))$ を X 上
のある微分方程式の解空間に対応づける仕組みである。 これによって、 ゲージ場
のヤンミルズ方程式やスピノル束の断面に対するディラック方程式の解が、ベ
クトル束やコホモロジー群を複素部分多様体の有限次の無限小近傍へと拡張でき
るための障害類と同等であることが示されるのだが$(cf. [H-M]^{**})$

、 それを本格的
に論ずるには表現論からの準備が必要であり、詳しく解説することは残念ながら
筆者の任ではない。

2 。 Weierstrass-Zappaの汐関数 ツイスターの本性を、物理や表現論
から離れて素朴な座標で垣間みることはできないだろうか。 この意味で P.
Zappaの仕事 $[Z-1,2,3]^{***}$ は示唆に富むと思われるのでここで紹介したい。

$\Gamma$ を $C^{\mathfrak{n}}(n\geq 2)$ 内の格子とし、 $T(\Gamma)$で複素トーラス $C^{\mathfrak{n}}/\Gamma$ を表す。 $C^{\mathfrak{n}}-\Gamma$

上の (0,n-l)型 $\Gamma$ 不変な $\partial$

-

閉形式は、 コホモロジー群 $H^{0,\mathfrak{n}-1}(T(\Gamma)-\{\Gamma\}, O)$ の

元の代表元と自然に同一視できる。
次式によって $\Gamma$ 不変な $\overline{\partial}$ 閉形式 $\wp^{\dot{t}}(z)$ を導入する。

$\wp^{i}(e)=\varphi_{i}(z, 0)+\geq_{1^{\neg}}^{\neg}\varphi_{i}(z, \gamma)-\varphi_{i}(0, \gamma)\gamma_{-}\neq 0\gamma\in$

.

$*[B-E]$には [A-G] しか引用されていないが、 MEastwoodの初期の論文である [E-S]には [A-N-IIが引用されている。
$*[H-M]$では [A-N-21が引用されている。
$***$2008年の函数論シンポジウム (於高知大) で阿部幸隆氏にご教示いただいた。
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ただし

$\varphi_{i}(z, \gamma)=-\frac{\partial}{\partial_{d}\nu^{i}}\psi(z-\gamma)$

かっ

れ

$(-1)^{k-1}\overline{z}^{k}d\vec{z}^{1}\wedge\ldots\wedge\hat{d\mathscr{P}}\wedge\ldots\wedge d\overline{z}^{n}$

$\psi(z)=\frac{7r=1}{(\sum_{i=1}^{n}|_{6}^{\wedge j}|^{2})^{n}}$

とおく。
これはWeierstrassの $\wp$関数の多変数版である。 さらに (n-l,n-l)形式やりを次

式で定義する。

$\wp^{ij}(z-p)=\frac{(n-1)!}{(2\pi\sqrt{-1})^{n-1}}(-1)^{j-1}\wp^{i}(\emptyset-p)d^{\text{へ}}$ .

$p^{ij}$ (Z-p) が代表する $H^{\iota-1,\mathfrak{n}-1}(T(\Gamma)-\{p])$ の元の性質が問題である。

$T(\Gamma)$が代数的なトーラスの場合、 その主偏極に応ずるテータ関数を $\theta$

、 テータ

因子を $\Theta$ とする。 このとき次が成り立っ。

定理 2. (cf. [Z-3])

$\int_{\Theta}\wp^{ij}(z-p)=-\frac{\partial}{\partial z^{i}}\frac{\partial}{\partial z^{j}}\log\theta|_{p}+e^{ij}$ .

ただし $c$りは $p$ に依存しない定数である。
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