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1 はじめに

すべての要素が幕等であるような単位元 1をもつ可換環 $B$ をブール環と呼ぶ．さらに多項式環 $B[X_{1}, \ldots,X_{n}]$

のイデアル $\langle X_{1}^{2}-X_{l},$
$\ldots,$

$X_{n}^{2}-X_{n}\rangle$ による剰余環をブール多項式環と呼び、 $B(X_{1}, \ldots, X_{n})$ と表す．ブー
リアングレブナー基底とはこのプール多項式環上のグレブナー基底のことである．最近、我々はブーリアン
グレブナー基底を使用した数独パズルの解法についての研究を行ってきた．本稿では、我々の数独解法アル
ゴリズムをどのように数字を埋めていくのかを調べ、数独パズルの難易度との関連性を検証した．

2 ブール多項式環

プール環とプール多項式環を次のように定義する．

定義 1全ての要素が幕等であるような、単位元をもっ可換環 $B$ をブール環とよぶ．

定義 2 ブール環 $B$ を係数とする多項式環 $B[X_{1}, \ldots, X_{n}]$ のイデアル $\{X_{1}^{2}-X_{1},$
$\ldots,$

$X_{n}^{2}-X_{n}\rangle$ による剰余
環をプール多項式環とよび、 $B(X_{1}, \ldots, X_{n})$ で表す．

ブール多項式に関しては拡張定理と零点定理が成り立つ．

定理 1(拡張定理) $I$ をブール多項式環 $B(\overline{A}, X^{-})$ のイデアルとする．このとき任意の $\overline{a}\in V(I\cap B(\overline{X}))$ に

たいして $(\overline{a},\overline{b})\in V(I)$ となる $\overline{b}$ が存在する．

定理 2(零点定理) $I$ をブール多項式環 $B(\overline{X})$ のイデアルとする．このとき

$V(I)=\emptyset\Leftrightarrow$ ョ$a\in Ba\in I$ (弱形の零点定理)
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が成り立つ．また $I$ が有限生成であると仮定する．このとき

$f(\overline{X})\in I\Leftrightarrow\forall\overline{a}\in V(I)f(\overline{a})=0$ (強形の零点定理)

が成り立っ．

3 ブーリアングレブナー基底

まず始めに係数プール環上の多項式環でのグレブナー基底について説明する．以降は次の記号を使用する．
ある順序に対してブール多項式 $f$ の最大の単項式を $LM(f)$ で表し，LM(f) の係数と項をそれぞれ $LC(f)$

と $LT(f)$ で表す．また $f-LM(f)$ を $Rd(f)$ で表す．

定義 3 ブール多項式環 $B[X^{-}]$ のイデアル $I\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対して，I の有限部分集合 $G$ が $I$ のグレブナー基底であるとは

$\langle LM(I)\rangle=\langle LM(G)\rangle$ を満たすことである．

定義 4 ブール多項式 $f=a\alpha+h\in B[X^{-}]$ による単項式簡約 $arrow f$ を

$b\alpha\betaarrow f^{b(1}+a)\alpha\beta+ba\beta h$

と定義する．
$($ ただし $a=LC(f),$ $b\in B,ab\neq 0$ とし，$\alpha$ $=LT(f),\beta\in T(\overline{X}),$ $h=Rd(f)$ とする．$)$

係数プール環上のグレブナー基底の計算には次の定義が必要になる．

定義 5多項式 $f$ が $lc(f)f=f$ を満たすとき $f$ はブーノレ閉であるという．$lc(f)f$ を $f$ のブーノレ閉包とよび、

$bc(f)$ で表す．

一般の係数体のときと違い，簡約グレブナー基底は一意性をもたない．よって新しい条件を加える．

定義 6 $G$ を既約グレブナー基底とする．任意の異なる多項式 $f,g\in G$ にたいして $LT(f)\neq LT(g)$ が成り

立っとき $G$ は stmtifiedであるとよぶ．

定理 3 $G,$ $H$ を $\langle G\rangle=\langle H\rangle$ を満たす stmtifiedなグレブナー基底であるとする．このとき $G=H$ が成り立っ．

係数ブール環上のグレブナー基底は上記の単項式簡約を利用したブッフバーガーアルゴリズムで計算でき
る．

Algoritm BC
Input: $F$ a finite subset of $B[\overline{X}]$

Output: $F’$ a set of boolean closed polynomials such that $\{F\rangle=(F’\rangle$

begin
$F’=\emptyset$

while $F\neq\emptyset$ do
select $f$ from $F$

$F=F\backslash \{f\}$

$F’=F’\cup\{bc(f)\}$

$F=F\cup\{f-bc(f)\}$

end
retum $F’$
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Algoritm GB
Input: $F$ a finite subset of $B[X^{-}]$

Output: $G$ a Gr\"obner basis of $\langle F\rangle$ w.r.t $>$

bigin

$G=BC(F)$

while
$G’=G$

for each pair $\{p, q\}(p, q\in G’,p\neq q)$ do
$h=a$ normal form of $S(p, q)$ modulo $G’$ i.e. $S(p, q)arrow ch*$

if $h\neq 0$ then $G=G\cup\{h\}$

$G=G’$ do
end
ブーリアングレブナー基底に関しても今までの定義や定理と同じような議論ができる．またアルゴリズムも
非常にシンプルである．

定義 7 ブール多項式環 $B(\overline{X})$ のイデアル $I\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対して，I の有限部分集合 $G$ が $I$ のブーリアングレブナー基
底であるとは $\langle LM(I)\rangle=\langle LM(G)\}$ を満たすことである．

Algoritm BGB
Input: $F$ a finite subset of $B(X_{1}, \ldots, X_{n})$

Output: $G$ a boolean Gr\"obner basis of $\{F\rangle$ w.r.t $>$

begin
$G=$GB$(F\cup\{X_{1}^{2}-X_{1}, \ldots, X_{n}^{2}-X_{n}\})(X_{1}^{2}-X_{1}, \ldots, X_{n}^{2}-X_{n}\in B[\overline{X}])$

$G=G\backslash \{X_{1}^{2}-X_{1}, \ldots, X_{n}^{2}-X_{n}\}$

end
retum $G$

4 ブーリアングレブナー基底を使った数独の解法
数独とは 9 $\cross 9$ ブロックの枠内に 1から 9までの数字を”縦，横，区分けされた 3 $\cross 3$ ブロックに同じ数字
は入れられない” というルールに従って埋めていくペンシルパズルの 1つである．我々は集合制約問題への
有効性を示すために、 ブーリアングレブナー基底を使ったこの数独パズルの解法について研究を行ってき
た．我々の方法は始めに 81個のブロックに対して変数を割り当てる．
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さらに 1から 9までの数字は集合の要素とする．つまり $S=\{1,2,3,4,5,6,7,8,9\}$ としたとき，係数ブール
環は $B=\mathcal{P}(S)$ となる．これらの変数を用いて、 数独のルールを約 1000個のブール多項式で表すことがで

きる．さらに我々は almost solution polynomial という特殊な形のブール多項式に注目した．

定義 8 $S=\{s_{1}, s_{2}, \ldots, s_{k}\}$ とする．$\mathcal{P}(S)$ から $(GF2)^{k}$ への同型写像 $\phi$ を次のように与える．

$\phi(\{s_{1}\})=(1,0, \ldots, 0),$ $\phi(\{s_{2}\})=(0,1, \ldots, 0),$
$\ldots,$

$\phi(\{s_{k}\})=(0,0, \ldots, 1)$

$\mathcal{P}(S)$ から GF2への同型写像 $\phi_{j}$ を次のように与える．

任意の $T\subseteq S$ に対して，

$\phi_{j}(T)=\{\begin{array}{l}1 s_{j}\in T0 s_{j}\not\in T\end{array}$

定義 9変数 $X_{i}$ と集合の要素 $Sj$ に対して、次の条件のどちらかを満たすブール多項式 $f,g$ を $X_{i}$ の $Sj$ に

関する almost solution polynomial とよぶ．

(i) $\phi_{j}(f(\overline{X}))=X_{i}+1$

(ii) $j$ 以外の全ての $t\in S$ に対して $\phi_{t}(g(\overline{X}))=X_{i}$

$X_{i}$ の $s_{j}$ に関する almost solution polynomial に対して $X_{i}+\{Sj\}$ を associated solution polynomial とよぶ．

almost solution polynomial は数独の解を探す重要な手がかりとなる．我々は almost solution polynomial
が任意の項順序のブーリアングレブナー基底を計算すれば得られることを示した．

定理 4 $I\subseteq B(\overline{x})$ を定数項を含まないイデアルとし，G を任意の単項式順序での $I$ の簡約ブーリアングレブ

ナー基底とする．任意の almost solution polynomialf に対して，$f\in I$ ならば $f\in G$ となる．

ブーリアングレブナー基底を計算し、 almost solution polynomial を associated solution polynomial に置
き換えることで数独の空きマスに数字を埋めていくことができる．しかし常に almost solution polynomial
が見つかるとは限らない．この場合は適当な associated solution polynomial を付け加えてブーリアングレ
ブナー基底の計算を続ける必要がある．我々の方法は与えられた数独パズルに解がない場合や複数の解があ
る場合にも対応している．

5 数独の難易度判定

我々は数独パズルを解く過程で次のデータを計測した．

(a) ブーリアングレブナー基底の計算回数

(b) (i) の条件を満たした almost solution polynomial を associated solution $polyn\dot{o}$mial に置き換えた回数

(c) (ii) の条件を満たした almost solution polynomial を associated solution polynomial に置き換えた回数

(d) almost solution polynomial がブーリアングレブナー基底の生成するイデアルに含まれず、適当な $\mathfrak{B}$.
sociated solution polynomial を付け加えた回数
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実際に使用した問題は廣済堂出版の脳を鍛える数学パズルナンプレの初級篇、 中級篇、上級篇、超上級篇、
難問篇、超難問篇、 限界篇 (各 105問) の計 735問である．以下の表は難易度別 105問の合計を載せている．
数独パズルを解く過程で生じた分岐に関しては、特定の空きマスに対して全ての選択肢について計算し、偶
然に解を見つけた時点で終了することはしていない．よってブーリアングレブナー基底の計算回数には重複
部分が存在するが、 それも難易度のーつとして考えている．

予想通りの結果が得ることはできたが、 高難易度の数独問題の場合、 almost solution polynomial がブー
リアングレブナー基底の生成するイデアルに含まれなかったときの対処法次第で (a) や (d) の値が大きく異
なることが分かっている．より正確な数独の難易度判定を行う場合には、全ての空きマスに対して全ての選
択肢について計算する必要がある．しかし、 これらの計算量は非常に膨大となる．今後の課題は余計な重複
計算を避けるようにアルゴリズムを改良し、難易度判定の精度を上げることである．
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