
ジェネリック構造と $NSOP_{4}$

(Generic structures and $NSOP_{4}$ )

池田宏一郎*

(Koichiro Ikeda)
法政大学経営学部

(Faculty of Business Administration, Hosei University)

$SOP_{n}$ (n-strong order property) は，非単純理論を分類するために Shelah
によって導入された概念である ([10]).
一方，ジェネリック構成法は Hrushovski によって開発された構成法 ([6, 7])

で，単純理論への応用として，Hrushovski はある関数 $f$ に対して $SU$ ランク
1で可算範疇的なジェネリック構造 $M_{f}$ を構成した ([8]).

Hrushovski の作ったジェネリック構造は単純 (simple) であるが，関数 $f$

の選び方で Th$(M_{f})$ は単純になる場合もあれば非単純になる場合もある．
よって，Th $(M_{f})$ が $SOP_{n}$ によってどのように分類されるか$\searrow$ という問題

が自然に考えられる．これに対して，Evans-Wongは，Th$(M_{f})$ が可算範疇
的ならば $SOP_{4}$ をもたないことを証明した ([3]).
本稿では，この Evans-Wong の結果を一般化した次の定理を解説する :

ジェネリック構造の理論が有限閉包性をもつならば $SOP_{4}$ をもたない．
この結果は John Baldwin氏との共同研究によって得られた．

1 Preliminaries
ジェネリック構成法の基本事項について書かれた論文として [1,2,4,5,9,11]
などがある．ここで使われる記法や定義は主に [1, 11] に従う．

局所次元，閉，閉包 $L$ を relational な可算言語とする．ここで考える $L$-構
造 $A$ は各 $R\in L$ に対して対称的かつ非反射的であるとする．すなわち
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$\bullet$ $A\models R(\overline{a})$ ならば $\overline{a}$ の各元はみな異なる．

$\bullet$ 各置換 $\sigma$ に対して，$A\models R(\sigma(\overline{a}))$ .

をみたす．
$L$構造 $A$ と $n$ 項関係 $R\in L$ に対して，$R^{A}$ を $A$ のサイズ $n$ の部分集合で

$R$ をみたすものの全体の集合とする．有限構造 $A$ の局所次元 $\delta$ を

$\delta(A)=|A|-\sum_{R\in L}\alpha_{R}|R^{A}|$

と定義する．(ここで各 $\alpha_{R}$ は 1以下の正の実数．) $\delta(A/B)=\delta(A\cup B)-\delta(B)$

と表記する．
構造 $A\subset B$ に対して，$A$ が $B$ で閉 (あるいは strong) であるとは

$\delta(X/A\cap X)>0$ for any finite $X\subset B$

をみたすこととする．記号で $A\leq B$ と書く．このとき

$\bullet A\leq B\leq C$ ならば $A\leq C$ ;

$\bullet$ $A\leq C$ かつ $B\subset C$ ならば $A\cap B\leq C$ .

が成り立つ．よって，$A\subset B$ に対して，$A$ を含む最小の $C\leq B$ が存在する．
そのような $C$ を A.の $B$ における閉包と呼び，$c1_{B}(A)$ と書く．

融合性，ジェネリック構造，超均質性 KOをその部分構造の局所次元の値
がすべて非負である有限 $L$-構造全体のクラスとする．$K$ を部分構造に関して
閉じている KOの部分クラスとする．
このとき，$(K, \leq)$ が融合性をもつとは，$A\leq B\in K$ かつ $A\leq C\in K$ な

らば，$B$ および $C$ を $A$上 strong に埋め込める $D\in K$ が存在することである．
$(K, \leq)$ が融合性をもつとき，次をみたす可算 $L$構造 $M$ が存在する :

$\bullet$ 任意の有限な $A\subset M$ は $K$ に属す．

$\bullet$ $A\leq B\in K$ かつ $A\leq M$ ならば $B$ は $A$ 上 strong に $M$ に埋め込める．

$\bullet$ $M$ は有限閉包性をもつ．すなわち，任意の有限な $A\subset M$ に対して
$|c1_{M}(A)|$ は有限．

このような $M$ を $(K, \leq)-$ジェネリック構造という．
往復論法より，$M,$ $N$ が共に $(K, \leq)-$ジェネリック構造ならば $M\cong N$ と

なる．また，ジェネリック構造 $M$ は閉集合上超均質 (すなわち，$B,$ $B’\leq M$

かつ $B\cong B’$ ならば tp$(B)=$ tp $(B’))$ であることも確かめられる．
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有限閉包性，次元，自由融合 ジェネリック構造 $M$ は定義より常に有限閉
包性をもつが，Th$(M)$ のモデルがすべて有限閉包性をもつとは限らない．実
際，Evans-Wong の例 (Example 6.1) はそのような例になっている．そこで
理論 Th$(M)$ のすべてのモデルが有限閉包性をもつとき，その理論は有限閉
包性をもつという．

$M$ を理論が有限閉包性をもっジェネリック構造とし，$\mathcal{M}$ をそのビッグモ
デルとする．有限の $A\subset \mathcal{M}$ に対し

$d(A)=\delta(c1_{\mathcal{M}}(A))$

と定義する．また，有限の $A,$ $B\subset \mathcal{M}$ に対し，$d(A/B)=d(A\cup B)-d(B)$
と表記する．無限の $B$ に対しては

$d(A/B)= \inf$ { $d(A/B_{0})$ : $B_{0}$ is a finite subset of $B$ }

と定義する．
$B\cap C\subset A$をみたす構造 $A,$ $B,$ $C$に対して，$B$ と $C$ が $A$上自由であるとは

$R^{ABC}=R^{AB}\cup R^{AC}$ for each $R\in L$

をみたすこととする．記号で $B\perp {}_{A}C$ と書く．$B1_{A}C$ であるとき，構造 $B\cup C$

を $B$ と $C$ の $A$上の自由融合といい，$B\oplus_{A}C$ と書く．

2 Lemmas
$A\subset B$ に対して , $A\preceq B$ を

$\delta(X/A\cap X)\geq 0$ for any finite $X\subset B$

で定義する．$A\leq B$ との違いに注意する．

Lemma 2.1 (Evans [2]) $M$をその理論が有限閉包性をもつジェネリック構
造とする．$\overline{b},\overline{c}\in \mathcal{M}$ とし，$A\subset\Lambda\Lambda$ を有限集合とする．このとき次は同値．

1. $d(\overline{b}/\overline{c}A)=d(\overline{b}/A)$

2. cl $(\overline{b}A)\cap$ cl $(\overline{c}A)=$ cl $(A)$ , cl $(\overline{b}A)\perp$cl $(A)$ cl $(\overline{c}A)$ , cl $(\overline{b}A)$ ucl $(\overline{c}A)\preceq \mathcal{M}$ .

30



Proof. 簡単のため，cl$(A)=A$ とする．$B=$ cl $(\overline{b}A),$ $C=$ cl $(\overline{c}A)$ とする．こ
のとき

$d(\overline{b}/\overline{c}A)=d(\overline{b}/A)$

$\Leftrightarrow$ $\delta(c1(BC)/C)=\delta(B/A)$

$\Leftrightarrow$ $\delta(c1(BC)/C)=\delta(B/C)=\delta(B/B\cap C)=\delta(B/A)$

$\Leftrightarrow$ $\delta(c1(BC))=\delta(BC),$ $\delta(B/C)=\delta(B/B\cap C),$ $\delta(B\cap C)=\delta(A)$

$\Leftrightarrow$ $BC\preceq \mathcal{M},$ $B1_{B\cap C}C,$ $B\cap C=A$

Remark 2.2各 $i=0,1,3$ に対して，$A_{i}\subset A_{i}^{l}$ は有限であり，$A_{0}’,$ $A_{1}’,$ $A_{2}’$ は

互いに素であるとき，$\delta(A_{1}/A_{0})-\delta(A_{1}/A_{0}A_{2})\leq\delta(A_{1}’/A_{0}’)-\delta(A_{1}’/A_{0}’A_{2}’)$ .

Lemma 2.3 $M$ をその理論が有限閉包性をもつジェネリック構造とする．
$\overline{b},\overline{c}\in \mathcal{M},$ $A\subset \mathcal{M}$ とする．このとき $d(\overline{b}/\overline{c}A)=d(\overline{b}/A)$ ならば次が成り立つ．

1. $c1(\overline{b}A)1_{c1(A)}c1(\overline{c}A)$

2. cl $(\overline{b}A)$ Ucl $(\overline{c}A)\preceq \mathcal{M}$

Proof 簡単のため，cl$(A)=A$ とする．$B=$ cl $(\overline{b}A),$ $C=$ cl $(\overline{c}A)$ とする．
まず $BC\preceq \mathcal{M}$ を示す．そうでないとすると，ある有限集合 $B_{0}\subset B,$ $C_{0}\subset$

$C$ に対して
$\delta(Y/B_{0}C_{0})<0$

をみたす有限な $Y\subset$ cl $(B_{0}C_{0})-BC$が存在．$\overline{b}\in B_{0}$ と仮定して構わない．
$\gamma=-\delta(Y/B_{0}C_{0})$ とする．ここで，有限閉集合 $A_{0}\subset A$ を，

$d(B_{0}/A_{0})-d(B_{0}/A)<\gamma/2$

$d(C_{0}/A_{0})-d(C_{0}/A)<\gamma/2$

をみたすようにとる．$B_{1}=$ cl $(B_{0}A_{0}),$ $C_{1}=$ cl $(C_{0}A_{0})$ とする．仮定より $d(\overline{b}/AC_{0})=$

$d(\overline{b}/A)$ が成り立つので，

$d(B_{0}/AC_{0})=d(\overline{b}/AC_{0})=d(\overline{b}/A)=d(B_{0}/A)$ .
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よって

$d(B_{1}C_{1}/A_{0})$ $=$ $d(B_{0}C_{0}/A_{0})$

$\geq$ $d(B_{0}C_{0}/A)$

$=$ $d(B_{0}/AC_{0})+d(C_{0}/A)$

$=$ $d(B_{0}/A)+d(C_{0}/A)$

$>$ $d(B_{0}/A_{0})+d(C_{0}/A_{0})-\gamma$

$=$ $\delta(B_{1}/A_{0})+\delta(C_{1}/A_{0})-\gamma$

$\geq$ $\delta(B_{1}C_{1}/A_{0})-\gamma$

を得る．一方，

$d(B_{1}C_{1}/A_{0})$ $=$ $d(B_{0}C_{0}/A_{0})$

$\leq$ $\delta(YB_{0}C_{0}/A_{0})$

$=$ $\delta(B_{0}C_{0}/A_{0})+\delta(Y/B_{0}C_{0})$

$=$ $\delta(B_{0}C_{0}/A_{0})-\gamma$

となりこれは矛盾．
次に $B\perp {}_{A}C$ を示す．そうでないとすると，

$\delta(B_{0}/C_{0})<\delta(B_{0}/B_{0}\cap C_{0})$

をみたす有限集合 $B_{0}\subset B,$ $C_{0}\subset C$ が存在．$A_{0}=B_{0}\cap C_{0}$ とする．$\gamma=$
$\delta(B_{0}/A_{0})-\delta(B_{0}/c_{0})$ とする．$A_{0}\subset A_{1}\subset A$ となる有限閉集合 $A_{1}$ を，

$d(B_{1}/A_{1})-d(B_{1}/A)<\gamma$

をみたすようにとる．$B_{1}=$ cl $(A_{1}B_{0})$ とする．このとき Remark 2.2より

$\gamma$ $=$ $\delta(B_{0}/A_{0})-\delta(B_{0}/C_{0})$

$\leq$ $\delta(B_{1}/A_{1})-\delta(B_{1}/C_{0}A_{1})$

$\leq$ $d(B_{1}/A_{1})-d(B_{1}/C_{0}A)$

$<$ $d(B_{1}/A)+\gamma-d(B_{1}/C_{0}A)$

$=$ $\gamma$

これは矛盾．
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3 Strong order properties
Definition 3.1 (Shelah [10]) $T$ を完全な理論，$\mathcal{M}$ をそのビッグモデルと
する．

1. $n\geq 3$ とする．このとき $T$ が $SOP_{n}$ (n-strong order property) をもつ
とは，無限鎖をもつが n-サイクルをもたない方向グラフが定義可能な
ことである．すなわち，ある論理式 $\phi(\overline{x},\overline{y})$ が存在して

(a) $\models\phi(\overline{a}_{i},\overline{a}_{j})$ for $i<j\in\omega$ をみたす $\mathcal{M}$ の無限列 $(\overline{a}_{i})_{i\in\omega}$ が存在

(b) $\models\neg\exists\overline{x}_{0}\ldots\overline{x}_{n-1}(\phi(\overline{x}_{0},\overline{x}_{1})\wedge\phi(\overline{x}_{1},\overline{x}_{2})\wedge\ldots\wedge\phi(\overline{x}_{n-1},\overline{x}_{0}))$

2. $SOP_{n}$ の否定を $NSOP_{n}$ と書く．

3. $T$ が SOP (strict order property) をもつとは，無限鎖をもつ部分順序
が定義可能なことである．

Remark 3.2 1. $SOP\Rightarrow\cdots\Rightarrow SOP_{4}\Rightarrow SOP_{3}\Rightarrow$ not simple, が成り立
つことが知られている ([10]).

2. 上の定義の 1において，「無限列 $(\overline{a}_{i})_{i\in\omega}$」 は「一様列 $(\overline{a}_{i})_{1\in\omega}$」 に置き換
えても同値になる．さらに，一様列は $\phi$ のパラメータさえ含んでいれ
ばどこの上の一様列でもよい．

not simple simple
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4 Evans-Wong’s Result
Assumption 4.1 (Evans-Wong [3]) $L$ は relationalな可算言語で，各自然
数 $n$ に対し $n$項関係が高々有限個であるとする．このとき次の条件をみたす
関数 $f$ : $\mathbb{R}^{\geq 0}arrow \mathbb{R}^{\geq 0}$ を考える :

1. $f$ は連続，単調増加，かつ $\lim_{xarrow\infty}f(x)=\infty$

2. $K_{f}$ を $\delta(B)\geq f(|B|)$ for every $B\subset A$をみたす有限 $L$構造 $A$のクラスと

する．このとき $(K_{f}, \leq)$ は自由融合に関して閉じている : $A\leq B\in K_{f}$

かつ $A\leq C\in K_{f}$ ならば $B\oplus_{A}C\in K_{f}$ .

2より，$(K_{f}, \leq)-$ジェネリック構造 $M_{f}$ が存在する．1および $L$ のとり方によ

り，Th $(M_{f})$ は $\omega$-範疇的になる．

Example 4.2 (Hrushovski [8]) Hrushovski は $SU$ ランク 1をもつ super-
simple なジェネリック構造 $M_{f}$ を作った : $L=\{R(*, *, *)\},$ $\alpha_{R}=1,$ $f(x)=$
$\log$3 $x+1$ とする．このとき $f$ は Assumption 4.1をみたすことが確かめられ
る．さらに，$M_{f}$ は「$independence$ theorem over closed $sets$」 をみたす．こ
のことから Th$(M_{f})$ が simple であることがわかる．実際，Th $(M_{f})SU$ ラン
ク 1をもつ supersimple な理論となる．

Theorem 4.3 (Evans-Wong [3]) $M_{f}$ は Assumption 4.1をみたすジェネ
リック構造とする．このとき Th $(M_{f})$ は NSOP4をみたす．

5 Theorem
Assumption 5.1 $L$ は relationalな可算言語とする．$A\subset B$に対して，$A\leq$

$B$ を $\delta(X/X\cap A)>0$ for any finite $X\subset B$ と定義する．Ko をその部分構
造の $\delta$ の値がすべて $0$ 以上である有限 $L$構造のクラスとする．あるクラス
$K\subset$ Ko に対して，$M$ を $(K, \leq)-$ジェネリック構造とし，$\Lambda t$ をそのビッグモ
デルとする．

Definition 5.2 $A\subset \mathcal{M}$ とする．

1. $\overline{a},\overline{b}\in \mathcal{M}$ とする．このとき $\overline{a}$ と $\overline{b}$ が $A$ 上独立 ($d$-独立) であるとは，
$d(\overline{a}/\overline{b}A)=d(\overline{a}/A)$ かつ cl $(\overline{a}A)\cap$ cl $(\overline{b}A)=$ cl$(A)$ をみたすことである．
記号で $\overline{a}\downarrow_{A}^{d}\overline{b}$ と書く．
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2. $\overline{a}_{0},$ $\ldots,\overline{a}_{n}\in \mathcal{M}$ とする．このとき $\overline{a}_{0},$ $\ldots,\overline{a}_{n}$ が $A$ 上独立であるとは，各
$i\leq n$ に対して $\overline{a}_{i}\downarrow_{A}^{d}\overline{a}_{0}\ldots\overline{a}_{i-1}$ をみたすことである．

Remark 5.3上で定義した「独立性 ( $d$-独立性)」は必ずしも 「対称性」や
「推移性」をみたすとは限らない．しかし，我々の仮定の下 (ジェネリック
構造の理論が有限閉包性をもつ) では，有限集合上で「対称性」および「推
移性」をみたす．実際，Lemma 2.1より有限集合 $A$上において次が確かめら
れる．

1. $\overline{b}\downarrow_{A}^{d}\overline{c}$ $\Leftrightarrow$ $d(\overline{b}/\overline{c}A)=d(\overline{b}/A)$

2. $\overline{b}\downarrow_{A}^{d}\overline{c}$ $\Leftrightarrow$
$\overline{c}\downarrow_{A}^{d}\overline{b}$ (対称性)

3. $\overline{b}\downarrow_{A}^{d}\overline{c}\overline{d}$ $\Leftrightarrow$
$\overline{b}\downarrow_{A}^{d}\overline{c}$ かつ $\overline{b}\downarrow\frac{d}{c}A\overline{c}\overline{d}$ (推移性)

Remark 5.4 $\overline{b},\overline{c}\in \mathcal{M},$ $A\subset \mathcal{M}$ が

1. $A\leq c1(\overline{b}A),$ $A\leq c1(\overline{c}A)$

2. $c1(\overline{b}A)\perp_{A}c1(\overline{c}A)$

をみたすとき
cl $(\overline{b}(cl(\overline{b}\overline{c})\cap A))=$ cl $(\overline{b}\overline{c})\cap$ cl $(\overline{b}A)$

cl $(\overline{c}(c1(\overline{b}\overline{c})\cap A))=c1(\overline{b}\overline{c})\cap c1(\overline{c}A)$

が成り立っ．

Proof. 表記を簡単にするため

$B=c1(\overline{b}A),$ $C=c1(\overline{c}A)$

$B_{1}=c1(\overline{b}\overline{c})\cap B,$ $C_{1}=c1(\overline{b}\overline{c})\cap C,$ $A_{1}=c1(\overline{b}\overline{c})\cap A$

$B_{0}=c1(\overline{b}A_{1}),$ $C_{0}=c1(\overline{c}A_{1})$

とおく．今，結論が成り立たないとすると，$B_{0}\neq B_{1}$ または $C_{0}\neq C_{1}$ . よって

$B_{1}\cup C_{1}\neq B_{0}\cup C_{0}$

が成り立つ．一方，$B_{1}\cup C_{1}\subset$ cl $(B_{0}\cup C_{0})$ に注意すると，

$\delta(X/B_{0}\cup C_{0})\leq 0$
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となる $X\subset B_{1}\cup C_{1}-B_{0}\cup C_{0}$が存在．さらに $X$ はそのようなものの中で
包含関係に関して極小になるようにとる．$X^{b}=X\cap B,$ $X^{c}=X\cap C$ とする．
このとき，$B\perp {}_{A}C$ に注意すると

$\delta(X/B_{0}\cup C_{0})$ $=$ $\delta(XB_{0}/C_{0})-\delta(B_{0}/C_{0})$

$=$ $\delta(X^{b}X^{c}B_{0}/C_{0})-\delta(B_{0}/C_{0})$

$=$ $\delta(X^{b}B_{0}/X^{c}C_{0})+\delta(X^{c}/C_{0})-\delta(B_{0}/C_{0})$

$=$ $\delta(X^{b}B_{0}/A_{0})+\delta(X^{c}/C_{0})-\delta(B_{0}/A_{0})$

$=$ $\delta(X_{b}/B_{0})+\delta(X^{c}/C_{0})$

$>$ $0+0=0$

これは矛盾．

Lemma 5.5 $M$ をその理論が有限閉包性をもつジェネリック構造とする．こ
のとき，有限集合 $A$ 上の一様列 $(\overline{a}_{i})_{i\in\omega}$ に対して，$\overline{a}_{0},\overline{a}_{1}$ , $\overline{a}_{2}$ は $C$上一様かつ
独立となるような有限閉集合 $C(\supset A)$ が存在する．

Proof $I=$ $(\overline{a}_{i} :i\in\omega)$ は $\emptyset$ 上の一様列とする．この一様列を拡張した一様
列を $(\overline{a}_{i}:i\in Z)$ とする．$J=(\overline{a}_{i}: i<0)$ とおく．このとき各 $i\in\omega$ に対して

$d(\overline{a}_{i+1}/\overline{a}_{0}\ldots\overline{a}_{i}J)=d(\overline{a}_{i+1}/J)$

が成り立つ．Erd\"os-Rado の定理より，異なる $i_{0},$ $i_{1},$ $i_{2}\in\omega$ に対して，

$c1(\overline{a}_{i_{0}}\overline{a}_{i_{1}}J)\cap c1(\overline{a}_{i_{2}}J)$ は一定 $(=B)$

であるとしてよい．さらには，$I$ は $B$ 上一様であると仮定してもよい．この
とき

$d(\overline{a}_{2}/\overline{a}_{0}a_{1}B)=d(\overline{a}_{2}/B)$

が成り立つことに注意．Lemma 5.3より

$c1(\overline{a}_{2}B)\perp_{B}c1(\overline{a}_{0}\overline{a}_{1}B)$

$c1(\overline{a}_{2}B)\cup c1(\overline{a}_{0}\overline{a}_{1}B)\preceq \mathcal{M}$

を得る．ここで $C=$ cl $(\overline{a}_{0}\overline{a}_{1}\overline{a}_{2})\cap B$ とおくと，$C$ はあきらかに有限閉集合．
$E_{2}=$ cl $(\overline{a}_{0}\overline{a}_{1}\overline{a}_{2})\cap$ cl $(\overline{a}_{2}B),$ $E_{01}=$ cl $(\overline{a}_{0}\overline{a}_{1}\overline{a}_{2})\cap$ cl $(\overline{a}_{0}a_{1}B)$ とおく．$B$ のとり方
より，

$c1(\overline{a}_{0}\overline{a}_{1}B)\cap c1(\overline{a}_{2}B)=c1(\overline{a}_{0}\overline{a}_{1}J)\cap c1(\overline{a}_{2}J)=B$
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が成り立っていることに注意すると

$E_{2}\cap E_{01}=C$

を得る．また，最初の二つの条件式より

$E_{2}\perp c^{E_{01}}$

$E_{2}\cup E_{01}\preceq \mathcal{M}$

も得られる．Remark 5.4より

$E_{2}=c1(\overline{a}_{2}C),$ $E_{01}=c1(\overline{a}_{0}\overline{a}_{1}C)$

が成り立つ．よって Lemma 2.1より $d(\overline{a}_{2}/\overline{a}_{0}\overline{a}_{1}C)=d(\overline{a}_{2}/C)$ . $I$ は $C$上でも
一様なので，$\overline{a}_{0},\overline{a}_{1},\overline{a}_{2}$ は $C$上 $d$-独立．

Theorem 5.6 $M$ をその理論が有限閉包性をもつジェネリック構造とする．
このとき Th$(M)$ は $NSOP_{4}$ をもつ．

Proof $I=(\overline{a}_{i})_{\in\omega}$を任意の一様列とする．簡単のため，$I$ は $\emptyset$上一様とする．
$p(\overline{x}_{0}\overline{x}_{1})=tp(\overline{a}_{0}\overline{a}_{1})$ とおく．Th$(M)$ が $NSOP_{4}$ をもつことを示すためには

$p(\overline{x}_{0}\overline{x}_{1})\cup p(\overline{x}_{1}\overline{x}_{2})\cup p(\overline{x}_{2}\overline{x}_{3})\cup p(\overline{x}_{3}\overline{x}_{0})$が解をもつ

ことを示せば十分．Lemma 5.5より，$\overline{a}_{0},\overline{a}_{1},\overline{a}_{2}$ は有限閉集合 $C$上独立．$E_{i}=$

cl $(\overline{a}_{i}C),$ $E_{ij}=$ cl $(\overline{a}_{i}\overline{a}_{j}C)$ とおく．また，$E=E_{01}E_{12}$ とおく．

Claim: $E_{0}E_{2}=E_{0}\oplus c^{E_{2}}$ および $E_{0}E_{2}\leq E$ が成り立っ．

Proof of Claim $\overline{a}_{0}\downarrow_{C}^{d}\overline{a}_{2}$より，$E_{0}E_{2}=E_{0}\oplus_{C}E_{2}$ はあきらか．また Remark 5.3
より，$\overline{a}_{1}\downarrow_{0}\frac{d}{a}c\overline{a}_{2}$ および $\overline{a}_{1}\downarrow\frac{d}{a}{}_{2}C\overline{a}_{0}$ を得る．よって $E_{01}\cap E_{02}=E_{0}$ かつ $E_{12}\cap E_{02}=$

$E_{2}$ . したがって $E_{0}E_{2}=E\cap E_{02}\leq E$ . (End of Proof of Claim)
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$E_{1}$

いま $tp(\overline{a}_{0}/C)=tp(\overline{a}_{2}/C)$より，$E_{0}\cong c^{E_{2}}$ はあきらか．よって，$E_{0}$ と $E_{2}$

を $C$上入れ換える同型写像 $\sigma$ : $E_{0}E_{2}arrow E_{0}E_{2}$ が存在．$\sigma$ の定義域を $E$ まで拡
大した同型写像を $\sigma’$ とする．ここで，$E\cap\sigma’(E)=E_{0}E_{2}$ かつ $E\perp_{E_{0}E_{2}}\sigma’(E)$

が成り立っているとしてもよい．よって $F=E\oplus_{E_{0}E_{2}}\sigma’(E)$ とすると，融合
性より $F\in K$ が成り立つ．$M$ はジェネリックであるので，$\tau(F)\leq M$ をみ
たす埋め込み写像 $\tau$ が存在．そこで

$\overline{a}_{0}’=\tau(\overline{a}_{0}),\overline{a}_{1}’=\tau(\overline{a}_{1}),\overline{a}_{2}’=\tau(\overline{a}_{2}),\overline{a}_{3}’=\tau(\sigma’(\overline{a}_{1})),$ $C’=\tau(C)$

とおく．このとき

$c1(\overline{a}_{0}’\overline{a}_{1}’C’)\cong c1(\overline{a}_{0}\overline{a}_{1}C),$ $c1(\overline{a}_{1}’\overline{a}_{2}’C’)\cong c1(\overline{a}_{1}\overline{a}_{2}C)$ ,

cl $(\overline{a}_{2}’\overline{a}_{3}’C’)\cong$ cl $(\overline{a}_{0}\overline{a}_{1}C)$ , cl $(\overline{a}_{3}^{l}\overline{a}_{0}’C’)\cong$ cl $(\overline{a}_{1}\overline{a}_{2}C)$ .
はあきらか．ジェネリック構造の超均質性より

tp $(\overline{a}_{0}’\overline{a}_{1}’C’)=$ tp $(\overline{a}_{0}\overline{a}_{1}C)$ , tp $(\overline{a}_{1}’\overline{a}_{2}’C’)=$ tp $(\overline{a}_{1}\overline{a}_{2}C)$ ,

tp $(\overline{a}_{2}’\overline{a}_{3}’C’)=$ tp $(\overline{a}_{0}\overline{a}_{1}C)$ , tp $(\overline{a}_{3}’\overline{a}_{0}’C’)=$ tp $(\overline{a}_{1}\overline{a}_{2}C)$ .

が成り立つ．よって $\overline{a}_{0}’\overline{a}_{1}’\overline{a}_{2}^{l}\overline{a}_{3}’$ は $p(\overline{x}_{0}\overline{x}_{1})\cup p(\overline{x}_{1}\overline{x}_{2})\cup p(\overline{x}_{2}\overline{x}_{3})\cup p(\overline{x}_{3}\overline{x}_{0})$ の解と
なることが示された．

Remark 5.7一般に，ジェネリック構造の理論が可算範疇的ならば有限閉包
性をもつことがわかる．Evans-Wong の結果の仮定より，特に $M_{f}$ は可算範
疇的である (Assumption 4.1). よって，Theorem 5.6は Evans-Wong の結果
(Theorem 4.3) の一般化になっていることがわかる．また，Example 6.2よ
り，これが真の一般化になっていることもわかる．
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6 Examples
Example 6.1 (Evans-Wong [3]) SOP をもっジェネリック構造が存在す
る: $L$ を 3項関係 $R$ のみからなる言語とし，$\alpha_{R}=1$ とする．$M$ を (Ko, $\leq$ ) $-$

ジェネリック構造とする．このときビッグモデル $\Lambda\Lambda$ のある 2点の閉包は無
限になる．よってこの理論は有限閉包性をもたない．さらに 2点をうまく選
べば，その閉包の中に無限線形順序が定義できる．よって Th $(M)$ は SOP を
もつ．特に $SOP_{4}$ をもつ．

Example 6.2 Assumption 5.1をみたすジェネリック構造で，理論が有限閉
包性をもち $\omega$-categorical でないものが存在する．この構成法は Herwig の例
([5]) の単純理論版である．

$L$ を互いに素な可算個の 2項関係 $\{R_{i}\}_{i\in\omega}$ からなる言語とする．また

$\delta_{i}(A)=|A|-\sum_{j=0}^{i}\alpha_{j}|R_{j}^{A}|$

とおく．このとき，関数 $f$ : $\mathbb{R}^{\geq 0}arrow \mathbb{R}^{\geq 0}$ と自然数列 $(n_{i})_{i\in\omega},$ $(k_{i})_{i\in\omega}$ を次をみ
たすように帰納的に定義する:

(a) $n_{0}=1,$ $k_{0}=2$ ;
(b) $n_{i}|n_{i+1}$ for each $i\in\omega$ ;
(c) $\alpha_{i}=1/n_{i}$ for each $i\in\omega$ ;
(d) $k_{i}(2k_{i}-1)\alpha_{i+1}<\epsilon_{i}$ , where $\epsilon_{i}=\min\{\delta_{i}(A)-f(|A|)$ : $\delta_{i}(A)>f(|A|),$ $k_{i-1}\leq$

$|A|\leq k_{i}\}$ ;
(e) $f(x)=\alpha_{i}\log(x/k_{i})+f(k_{i})$ for $k_{i}\leq x\leq k_{i+1}$ where $f(k_{i+1})\geq i+2$ .

このとき次が成り立つことが確かめられる:

1. $\lim_{xarrow\infty}f(x)=\infty$ ;
2. $(K_{f}, \leq)$ は自由融合に関して閉じている ;
3. 任意の $A\in K_{f}$ に対して次をみたす $\phi\in L(A)$ が存在する :

$A\subset B\in K_{f}$ かつ $B\models\phi$ ならば $A\leq B$ .

1は (e) よりあきらか．
2を示す．$A,$ $B,$ $C\in K_{f}$ を $A\leq B$ かつ $A\leq C$をみたすようにとる．この

とき
$B\perp {}_{A}C$

$|B|\leq|C|$
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$(\exists i)(k_{i}\leq|C|\leq k_{i+1})$

と仮定しても一般性を失わない．$D=B\oplus_{A}C$ とおく．$D\in K_{f}$ を示すには

$\delta(D)>f(|D|)$

を示すのが本質的．よってこれを示す．$C\in K_{f}$ であるので

$\delta_{i}(C)\geq\delta(C)>f(|C|)$

をみたす．(b),(c), (e) より

$(\delta_{i}(C)-\delta_{i}(A))/(|C|-|A|)\geq(1/n_{i})/|C|=\alpha_{i}/|C|=f’(|C|)$

が成り立つ．よって
$\delta_{i}(D)>f(|D|)$

を得る．一方，(d) より

$\delta_{i}(D)-\delta(D)\leq(1/2)|D|(|D|-1)\alpha_{i+1}\leq k_{i}(2k_{i}-1)\alpha_{i+1}<\epsilon_{i}$

が成り立つ．よって $\epsilon_{i}$ の定義より

$\delta(D)>f(|D|)$

を得る．
3を示す．任意の $A\in K_{f}$ をとる．ここで，$A\leq_{n}B$ を

$A\leq A\cup X$ for any $X\subset B-A$ with $|X|\leq n$ .

で定義する．1より，ある $n_{A}\in\omega$が存在して，$A\leq_{n}AB\in K_{f}$ ならば $A\leq B$ .
一方，$\lim_{iarrow\infty}\alpha_{i}=0$ なので，各 $n\in\omega$ に対して，ある $\phi_{n}$ が存在して，$B\models\phi_{n}$

ならば $A\leq_{n}$ B. よって求める $\phi=\phi_{n_{A}}$ が得られた．
2より，$(K_{f}, \leq)-$ジェネリック構造 $M$ が存在する．1より，Th$(M)$ は有

限閉包性をもつ．3より，$A\leq \mathcal{M}$ は定義可能である．よって Th$(M)$ は閉集
合上超均質となり，$M$ は飽和構造となる．
一方，$a\perp b$かつ $ab\leq \mathcal{M}$ ならば tp(ab) は

$\{\neg R_{i}(x, y):i\in\omega\}\cup\{xy\leq \mathcal{M}\}$

で生成される．特に，tp(ab) は有限個の論理式で生成されることはない．よっ
て Th$(M)$ は可算範疇的でないことがわかる．
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最後に Th$(M)$ が非安定であることを示す．$A,$ $B,$ $C,$ $D\in K_{f}$ を

$A=B\cap C,$ $B\perp {}_{A}C$

$A\leq B\leq D,$ $A\leq C\leq D$

$B\cup C\preceq D,$ $B\cup C\not\leq D$

をみたすようにとる．ここで $A<C<\mathcal{M}$ であると仮定してよい．$C\leq D\in$

$K_{f}$ であるので，$D_{1}\leq \mathcal{M}$ となる $D_{1}\cong c^{D}$が存在する．$B_{1}$ を $B_{1}D_{1}\cong BD$ を

みたすようにとる．一方，$C\leq CB\in K_{f}$なので，$CB_{2}\leq \mathcal{M}$ となる $B_{2}\cong c^{B}$

が存在する．このとき

tp $(B_{1}/A)=$ tp $(B_{2}/A),$ $B_{1}\downarrow_{A}C,$ $B_{2}\downarrow_{A}C$, tp $(B_{1}/C)\neq$ tp$(B_{2}/C)$

を得る．我々の構成法より

$A=c1(A)=ac1(A)$

が成り立つので，Th $(M)$ は非安定となる．

Question 6.3 ジェネリック構造で，その理論が $NSOP+SOP_{4}$ をみたすも
のが存在するか．
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