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ここでは $R$ は単位元を持つ結合的環とする．Mod-$R$ で右 $R$-加群全体を表

し，特に断らない限り加群はユニタリーな $R$-加群を表すことにする．Mod-$R$

の恒等関手の部分関手を弱根基という．$\mathcal{T}$ が移入包絡で閉じているとき捻れ

理論 $(\mathcal{T},\mathcal{F})$ は安定的であるという．$E(M)$ を加群 $M$ の移入包絡とする．弱
根基 $\sigma$ に対し，$E\sigma$ (M) を $E_{\sigma}(M)/M:=\sigma(E(M)/M)$ で定義し加群 $M$ の $\sigma-$

移入包絡と呼ぶ．$\mathcal{T}$が $\sigma$-移入包絡で閉じているとき捻れ理論 $(\mathcal{T},\mathcal{F})$ は $\sigma$-安定
的であると定義する．ここでは $\sigma$ が幕等根基のとき $\sigma$-安定的捻れ理論を特徴
付し関連する結果を調べる．

1. 捻れ理論の基本的事柄

弱根基 $\sigma$ に対し任意の加群 $M$ とその部分加群 $N$ について $M\supseteq\sigma(M)$ で

あり $\sigma(M/N)\supseteq(\sigma(M)+N)/N$が成り立つ．弱根基 $\sigma$ に対して場: $=\{M\in$

$Mod-R|\sigma(M)=M\}$ で定義しその元を $\sigma$-捻れ元といい $\mathcal{F}_{\sigma}:=\{M\in$ Mod-
$R|\sigma(M)=0\}$ で定義してその元を $\sigma$-捻れ自由元という．$Hom_{R}(M, -)$ が

$C\in$ 場である短完全列 $0arrow Aarrow Barrow Carrow 0$ の完全性を保つとき加群
$M$ は $\sigma$-入射的であると言う．任意の加群 $M$ に対しいつでも $\sigma(\sigma(M))=$

$\sigma(M)$ であるとき弱根基 $\sigma$ は幕等であるという．任意の加群 $M$ に対しいつで

も $\sigma(M/\sigma(M))=0$ であるとき弱根基 $\sigma$ は根基であるという．任意の加群 $M$

とその部分加群 $N$ に対し $\sigma(N)=_{4}N\cap\sigma(M)$ が成り立つ時に弱根基 $\sigma$ は左

完全であるという．左完全な弱根基は幕等であることが知られている．
$C\subset Mod-R$ とする．$C$ に関する捻れ理論 $(\mathcal{T},\mathcal{F})$ とは $\mathcal{T}\subset C,\mathcal{T}\subset C$であって

次の条件 (i)(ii)(iii) を満たすものである (i)任意の $T\in \mathcal{T},$ $F\in \mathcal{F}$ に対し，いつ
でも $Hom_{R}(T, F)=0$ が成り立つ (ii) 任意の $F\in \mathcal{F}$ に対し $Hom_{R}(M, F)=0$

であるなら $M\in \mathcal{T}$ が成り立つ (iii) 任意の $T\in \mathcal{T}$ に対し $Ho\dot{m}_{R}(T, N)=0$

であるなら $N\in \mathcal{F}$が成り立つ．$t(M)=. \sum N(=\cap N)\ni N\subset MM/N\in F$
とすると $\mathcal{T}=\mathcal{T}_{t}$

及び $\mathcal{F}=\mathcal{F}_{t}$ が成り立ち，さらに $t$ が幕等根基になる．逆に $t$ が幕等根基であ
るならば $(\mathcal{T}_{t}, \mathcal{F}_{t})$ は捻れ理論になる．

非零部分加群と常に非零共通部分加群を持つ部分加群を大部分加群という．
加群 $M$ とその部分加群 $N$ に対し $M/N\in \mathcal{T}_{\sigma}$ のとき $N$ を $M$ の $\sigma$-稠密な部
分加群という．大部分加群であり $\sigma$-稠密な部分加群を $\sigma$-大部分加群であると
いう．また $N$ が $M$ の $\sigma$-大部分加群のとき $M$ を $N$ の $\sigma$-大な拡大であるとい

う．加群 $M$ に対し $M$ を大加群として含む入射加群を移入包絡といい $E(M)$

で表す．$E(M)$ は存在し同型を除いて一意的に決定する．Eckman &Shopf

により $E(M)$ は $M$ を大加群として含むものの中で極大であり，また $E(M)$ は

$M$ を含む入射加群の中で極小である．
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2. Eckman &Shopf’s Theorem の一般化

$E_{\sigma}(M)$ は $E_{\sigma}(M)/M:=\sigma(E(M)/M)$ で定義される．$\sigma$ は根基であるから
$E(M)/E_{\sigma}(M)\in \mathcal{F}_{\sigma}$ である．従って任意の加群 $M$ に対し $E_{\sigma}(M)$ は $\sigma$-入射
的であることがわかる．$\sigma$ は幕等であるから $M$ は $E_{\sigma}(M)$ の $\sigma$-大部分加群で
ある．$E\sigma$ (M) は $M$ の $\sigma$-移入包絡と呼ばれる $\sigma$-安定的捻れ理論を述べる前に
Eckman &Shopfの定理が拡張されることを述べておく．
補題 1. 加群 $N$ は加群 $M$ の $\sigma$-大部分加群とする．そのとき $E_{\sigma}(M)=E_{\sigma}(N)$

が成り立つ．$\sigma$ は左完全なら逆が成り立つ．
証明加群 $N$ は加群 $M$ の $\sigma$-大部分加群とする．次の短完全列を考える．

0 $arrow M$/$Narrow E\sigma$ (M)/$Narrow E\sigma$ (M)/$Marrow$ 0.場は拡大で閉じているか
ら $E_{\sigma}(M)/N\in$ 傷である．$\mathcal{T}_{\sigma}$ は剰余加群を取ることで閉じているから

$E_{\sigma}(M)/E_{\sigma}(N)\in \mathcal{T}_{\sigma}$ である．かくして $E_{\sigma}(M)$ のある部分加群 $K$ があって

$E_{\sigma}(M)=E_{\sigma}(N)\oplus K$ となる．$N$ は $M$ の大部分加群であり $M$ は $E_{\sigma}(M)$ の

大部分加群であるから $N$ は $E$
。

$(M)$ の大部分加群である．$E\sigma$ $(N)\cap K=0$ で

あるから $N\cap K=0$ で従って $K=0$ が従う．よって $E_{\sigma}(M)=E_{\sigma}(N)$ が成
り立つ．

逆に $\sigma$ は左完全で $E$
。$(M)=E$。$(N)$ であるとすると $M/Narrow E_{\sigma}(M)/N=$

$E_{\sigma}(N)/N\in \mathcal{T}_{\sigma}$ 寡 $\mathcal{T}_{Z}$ であるから $N$ は $M$ の $\sigma$-大部分加群である (ここで加
群 $M$ に対し $Z(M)$ は $\{m\in M|(O$ : $m)$ は $R$ の大部分加群 $\}$ を表す)
補題 2. $\sigma$-入射的加群 $M$ に対し $E_{\sigma}(M)=M$ が成り立つ．

証明短完全列 $0arrow Marrow E_{\sigma}(M)arrow\sigma(E(M)/M)arrow 0$ は分裂し $M$ は

$E_{\sigma}(M)$ の大部分加群であるから明らかである．
次は Eckman &Shopf’s Theorem の拡張である．
定理 2. 加群 $M$ は加群 $E$ の部分加群とする．次の条件を考える．
(1) $E$ は $\sigma$-入射的で $M$ を $\sigma$-大部分如群として含む．
(2) $E$ は { $Y|Y\supseteq M$ で $Y$ は $\sigma$-入射的である} の中で極小な元である．

(3) $E$ は { $Y|Y\supseteq M$ で $M$ は $Y$ の $\sigma$-大部分加群である} の中で極大な元で
ある．

(4) $E$ は $E_{\sigma}(M)$ と同型である．
そのとき (1) $arrow(2)$ と (4) $rightarrow(1)rightarrow(3)$ が成り立つ．$\sigma$ が左完全なら全て同値

である．

証明．(1) $arrow$ (2): $I$ は $\sigma$-入射的加群で $M\subseteq I\subseteq E$ とする．$\mathcal{T}_{\sigma}\ni E/Marrow E/I$

であるから $E/I\in \mathcal{T}_{\sigma}$ である．よって短完全列 $0arrow Iarrow Earrow E/Iarrow 0$ は分裂

する．よって $E$ の部分加群 $X$ があって $E=I\oplus X$ となる．$0=I\cap X\supseteq M\cap X$

であり，$M$ は $E$ の大部分加群であるから $X=0$ となり従って $E=I$ が得ら

れる．

(2) $arrow(1)$ :ここでは $\sigma$ は左完全とする．仮定より $E$ は $\sigma$-入射的である．よっ
て補題 2より $E_{\sigma}(E)=E$が従う．$M$ は $E$ の $\sigma$-大部分加群でないとする．補
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題 1より $E=E_{\sigma}(E)\supsetneq E_{\sigma}(M)\supseteq M$ が従う．$E$ と $E_{\sigma}(M)$ は $\sigma$-入射的であ
るから $E$ の極小性に矛盾する．従って $M$ は $E$ の $\sigma$-大部分加群である．

(1) $arrow(3):E$ は $\sigma$-入射的で $M$ は $E$ の $\sigma$-大部分加群とする．そのとき補題
1,2から $E_{\sigma}(E)=E$ と $E_{\sigma}(E)=E_{\sigma}(M)$ が成立する．従って $E=E_{\sigma}(M)$

が成立する．$I$ $\supseteq E$ であり，$M$ は $I$ の $\sigma$-大部分加群であるとする．その時
$E_{\sigma}(I)=E_{\sigma}(M)=E$ である．よって $E=E_{\sigma}(I)$ となる．$E_{\sigma}(I)\supseteq I$ であるか

ら $E\supseteq I$ となる．よって $E=I$ となる．

(3) $arrow$ (1):仮定より $E$ は $M$ を $\sigma$-大部分加群として含む．よって補題 1よ
り $E_{\sigma}(M)=E_{\sigma}(E)$ である．よって $M$ は $E_{\sigma}(E)$ の $\sigma$-大部分加群である．

$E_{\sigma}(E)\supseteq E$ であるから仮定より $E_{\sigma}(E)=E$ が従い補題 2より $E$ は $\sigma$-入射

的である．

(1) $arrow(4):E_{1}$ と $E_{2}$ は $\sigma$-入射的な $E(M)$ の部分加群で $M$ を $\sigma$-大部分加群

として含むとする．次の図式を考える．
$0arrow Marrow iE_{1}$

$\downarrow 1_{M} \downarrow f$

$0arrow Marrow E_{2}$
$j$

$0=kerf|_{M}=kerf\cap M$ であるから $kerf=0$ が従い $f$ は単型になる．
$\mathcal{T}_{\sigma}\ni E_{2}/j(M)arrow E_{2}/f(E_{1})$ であり $f(E_{1})$ は $\sigma$-入射的であるから，次の短
完全列は分裂する．$0arrow f(E_{1})arrow E_{2}arrow E_{2}/f(E_{1})arrow 0$ . かくして $E_{2}$ の

部分加群 $L$ があって $E_{2}=f(E_{1})\oplus L$ となる．$f(E_{1})\supseteq f(i(M))$ であり

$f(i(M))=j(M)$ は $E_{2}$ の大部分加群で $f(E_{1})\cap L=0$ であるから $L=0$ が

従う．よって $E_{2}=f(E_{1})$ となる．かくして $f$ は全型であり $E_{2}\simeq E_{1}$ が従う．
$E$
。

$(M)$ は $\sigma$-入射的な $E(M)$ の部分加群で $M$ を $\sigma$-大部分加群として含むか

ら，$M$ を $\sigma$-大部分加群として含む $\sigma$-入射的加群 $E$ は $E_{\sigma}(M)$ に同型である．

(4) $arrow$ (1):明らかである．

3. 安定的捻れ理論の拡張

$\sigma$ は幕等根基とする．$\mathcal{T}$

t が移入包絡で閉じているとき弱根基 $t$ が安定的であ

ると言われる．巧が $\sigma$-移入包絡で閉じているとき弱根基 $t$ は $\sigma$-安定的である
と定義する．

定理 3. $t$ は幕等弱根基のとき次の条件は同値である．
(1) $t$ は $\sigma$-安定的である．

(2) 任意の $\sigma$-移入加群 $E$ に対し $t(E)$ もまた $\sigma$-入射的加群になる．

(3) 任意加群 $M$ に対し $E_{\sigma}(t(M))\subseteq t(E_{\sigma}(M))$ が成り立つ．

証明．(1) $arrow(3)$ :任意の加群 $M$ に対し $t(M)\in \mathcal{T}_{t}$である．仮定より $E_{\sigma}(t(M))\in$

巧となる．$E_{\sigma}(t(M))\subseteq E_{\sigma}(M)$ であるから $E_{\sigma}(t(M))=t(E_{\sigma}(t(M)))\subseteq$

$t(E_{\sigma}(M))$ が従う．

(3) $arrow(2):X$ は $\sigma$-入射的加群とする．そのとき補題 2より $E_{\sigma}(X)=X$ とな

る．仮定より $E_{\sigma}(t(X))\subseteq t(E_{\sigma}(X))=t(X)$ が従う．$E_{\sigma}(t(X))\supseteq t(X)$ であ

るから $E_{\sigma}(t(X))=t(X)$ が従う．よって補題 2より $t(X)$ は $\sigma$-入射的である．
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(2) $arrow(1):M\in \mathcal{T}_{t}$ とする，仮定より $t(E_{\sigma}(M))$ は $\sigma$-入射的である．t( $E\sigma$ (M)) $\supseteq$

$t(M)=M$ であるから $E_{\sigma}(M)/Marrow E_{\sigma}(M)/t(E_{\sigma}(M))$ である．従って
$E_{\sigma}(M)/t(E_{\sigma}(M))\in$ 場が成り立つ．よって短完全列 $(0arrow t(E_{\sigma}(M))arrow$

$E_{\sigma}(M)arrow E_{\sigma}(M)/t(E_{\sigma}(M))arrow 0)$ は分裂する．よってある部分加群 $K$ が

$E_{\sigma}(M)$ にあって $E_{\sigma}(M)=t(E_{\sigma}(M))\oplus K$ となる．0 $=K\cap t(E_{\sigma}(M))\supseteq K\cap M$

であり $M$ は $E_{\sigma}(M)$ の大部分加群であるから $K=0$ となり，$E_{\sigma}(M)=$

$t(E_{\sigma}(M))$ が成り立つ．

遺伝的捻れ理論 $(\mathcal{T},\mathcal{F})$ とは $\mathcal{T}$ が部分加群で閉じているときに言う．$\mathcal{T}$ が

部分加群で閉じていることと $\mathcal{F}$ が移入包絡で閉じていることは同値であるこ

とは良く知られている．PGabriel は遺伝的捻れ理論を仮定して安定的捻れ理
論の様々な性質を調べた (参照 [3] 又は [12, p152]).[14] において著者は遺伝
的捻れ理論を拡張した．ここではこの拡張した遺伝的捻れ理論を仮定して安
定的捻れ理論の拡張を行う．まず最初に左完全弱根基を拡張する．加群 $M$ の

$\sigma$-稠密部分加群 $N$ に対しいつでも $t(N)=N\cap t(M)$ が成り立つとき弱根基
$t$ を $\sigma$-左完全であると定義する．
命題 4. $\sigma$ は左完全幕等根基で $t$ は罧等根基のとき次は同値である．
(1) $t$ は $\sigma$-左完全である．

(2) $\mathcal{T}_{t}$ は $\sigma$-稠密部分加群で閉じている．
(3) $\mathcal{F}_{t}$ は $\sigma$-移入包絡で閉じている．
補題 5. $\sigma$ は左完全罧等根基で $L\subseteq M$ のとき次は同値である．

(1) $L=E_{\sigma}(L)\cap M.$

(2) $L\subseteq X\subseteq M$ で $L$ は $X$ の $\sigma$-大部分加群なら $L=X$ が成り立つ．
$\mathcal{X}_{t}(M)$ $:=\{X|M/X\in \mathcal{T}_{t}\}$ で $N$ 口晶 $(M)$ $:=\{N\cap X|X\in \mathcal{X}_{t}(M)\}$ と定義

する．次の定理 6は [12, Proposition 7.1] と [2,Theorem $2.8(1)(2)$ ] を一般化
する．

定理 6. $\sigma$ は左完全幕等根基で $t$ は $\sigma$-左完全な幕等根基の時次は (6) を除い
て同値である．さらに $t$ が左完全なら全ては同値である．

(1) $t$ は $\sigma$-安定的である．

(2) $\sigma$-入射的加群の $t$-捻れ部分加群は $\sigma$-入射的である．

(3) 任意の加群 $M$ に対し $E_{\sigma}(t(M))\subseteq t(E_{\sigma}(M))$ が成り立つ．

(4) 巧は $\sigma$-大な拡大で閉じている．
(5) $N$ は $M$ の $\sigma$-稠密な部分加群のとき $N$ 口 $\mathcal{X}_{t}(M)=\mathcal{X}_{t}(N)$ が成り立つ．

(6) $M\not\in$ 巧であり $M/t(M)\in \mathcal{T}_{\sigma}$ である加群 $M$ は $0\neq N\in \mathcal{F}_{t}$ である部

分加群 $N$ を持つ．

(7) 任意の部分加群 $M$ に対し $t(M)=E_{\sigma}(t(M))\cap M$が成り立つ．

(8) 任意の加群 $M$ に対して $t(M)$ は $M$ の中に $\sigma$-大な拡大を持たない．
(9) $\sigma$-入射加群 $E$ の部分加群 $t(E)$ は $E/t(E)$ 欧 $\mathcal{T}_{\sigma}$ であるなら $E$ の直和因

子になる．

(10) 任意の加群 $M$ について $E_{\sigma}(t(M))=t(E_{\sigma}(M))$ が成り立つ．
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証明．(1) $arrow$ (3) $arrow$ (2) $arrow$ (1) は定理 3で既に示した．

(1) $arrow(4):M\in \mathcal{T}_{t}$ で加群 $X$ の $\sigma$-大な部分加群とする．仮定により $E_{\sigma}(M)\in$

巧が従う．補題 1より $E_{\sigma}(M)=E_{\sigma}(X)$ が従う．よって $E_{\sigma}(X)\in \mathcal{T}_{t}$ が成り立

つ．$X$ は $E_{\sigma}(X)$ の $\sigma$-稠密な部分加群であるから $X\in \mathcal{T}_{t}$ が成り立つ．

(4) $arrow(1)$ : 明らかである．
(3) $arrow(7);t$ は $\sigma$-左完全であるから仮定により次が成り立つ．t(M) $\subseteq M\cap$

$E_{\sigma}(t(M))\subseteq M\cap t(E_{\sigma}(M))=t(M)$ . よって $t(M)=M\cap E_{\sigma}(t(M))$ が得ら

れる．

(7) $arrow(9):E$ は $\sigma$-入射的で $E/t(E)\in \mathcal{T}_{\sigma}$ とする．そのとき $t(E)=E_{\sigma}(t(E))\cap$

$E$ と $E_{\sigma}(t(E))\subseteq E_{\sigma}(E)=E$が成り立つ．それで $t(E)=E_{\sigma}(t(E))$ が成り立

ち補題 2より $t(E)$ は $\sigma$-入射的になる．よって短完全列 $(0arrow t(E)arrow Earrow$

$E/t(E)arrow 0)$ は分裂するから $t(E)$ は $E$ の直和因子になる．

(9) $arrow(1):M\in \mathcal{T}_{t}$ とする．そのとき $M=t(M)\subseteq t(E_{\sigma}(M))$ が成り立つ．

従って $E_{\sigma}(M)/t(E_{\sigma}(M))$ は $E_{\sigma}(M)/M\in$ 希の全型像である．仮定により
$K\subseteq E_{\sigma}(M)$ で $E_{\sigma}(M)=K\oplus t(E_{\sigma}(M))$ となる $K$ が存在する．よって $0=$

$K\cap t(E_{\sigma}(M))\supseteq K\cap M$ であるから $K=0$が得られ $E_{\sigma}(M)=t(E_{\sigma}(M))\in \mathcal{T}_{t}$

が成立する．

(10) $arrow(2)$ : 明らかである．
(3) $arrow(10)$ : ここでは $\sigma$ の左完全性と $t$ の $\sigma$-左完全性を仮定する．まず最初に

$t(M)$ は $t(E_{\sigma}(M))$ の $\sigma$-大な部分加群を示す．$L\subseteq t(E_{\sigma}(M))$ で $L\cap t(M)=0$

とする．そのとき $0=L\cap t(M)=L\cap M\cap t(E_{\sigma}(M))=L\cap M$ が成り立つ．$M$

は $E_{\sigma}(M)$ の大部分加群であるから $L=0$ となる．よって $t(M)$ は $t(E_{\sigma}(M))$

の大部分加群である．$t(E_{\sigma}(M))/t(M)=t(E_{\sigma}(M))/(M\cap t(E_{\sigma}(M)))\simeq(M+$

$t(E_{\sigma}(M)))/M\subseteq E_{\sigma}(M)/M\in \mathcal{T}_{\sigma}$ が成り立つから $t(M)$ は $t(E_{\sigma}(M))$ の $\sigma-$

稠密な部分加群である．よって $t(M)$ は $t(E_{\sigma}(M))$ の $\sigma$-大な部分加群である．
よって補題 1より $E_{\sigma}(t(M))=E_{\sigma}(t(E_{\sigma}(M)))\supseteq t(E_{\sigma}(M))$ が成り立つ．仮
定により $E_{\sigma}(t(M))\subseteq t(E_{\sigma}(M))$ であるから $E_{\sigma}(t(M))=t(E_{\sigma}(M))$ が成立

する．

(4) $arrow(5)$ : ここでは巧が $\sigma$-稠密な部分加群で閉じていることを仮定する．
$N$ は $\sigma$-稠密な $M$ の部分加群とする．まず最初に $N$ 寡 $\mathcal{X}_{t}(M)\supseteq \mathcal{X}_{t}(N)$ を示

す．$No\in \mathcal{X}_{t}(N)$ とすると定義により $N/N_{0}\in \mathcal{T}_{t}$ となる．$\Gamma:=\{M_{i}/N0\subseteq$
$M/No|(M_{i}/N_{0})\cap(N/N_{0})=0\}$ とする．Zorn の補題により $M/N0$ において

$N/N_{0}$ の補部分群 $M_{0}/N_{0}$ ( $\Gamma$ の極大元) を持つ．このとき $M_{0}\cap N=N_{0}$ が

成り立つ．よって $(M_{0}/N_{0})\oplus(N/N_{0})$ は $M/N_{0}$ の大部分加群である．従っ
て $[(Mo/N_{0})\oplus(N/N_{0})]/[M_{0}/N_{0}]$ は $[M/N_{0}]/[Mo/N_{0}]$ の大部分加群である．

従って (Mb $+N$)/$M$矯は $M/M_{0}$ の大部分加群である．$M/N\in$ 勾であるから
$M/(M0+N)\in \mathcal{T}_{\sigma}$ である．よって $(M_{0}+N)/M_{0}$ は $M/M0$ の $\sigma$-大部分加群

である．また $\mathcal{T}_{t}\ni N/N_{0}=N/(M_{0}\cap N)\simeq(N+M_{0})/M_{0}$であるから仮定に

より $M/M_{0}\in \mathcal{T}_{t}$ が成立する $M0\cap N=N_{0}$ であるから $N$寡萌 (M) $\supseteq \mathcal{X}$t(N)
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が成り立つ．
次に $N$寡鵡 $(M)\subseteq \mathcal{X}_{t}(N)$ を示す．$M_{1}$ 欧 $\mathcal{X}_{t}(M)$ とする．そのとき $M/M_{1}\in$

巧になる．$N/(N\cap M_{1})\simeq(N+M_{1})/M_{1}\subseteq M/M_{1}\in \mathcal{T}_{t}$ であり場 $\ni M/Narrow$

$M/(N+M_{1})$ であるから仮定より $N/(N\cap M_{1})\in \mathcal{T}_{t}$ が従う．よって $N\cap M_{1}\in$

$\mathcal{X}_{t}(N)$ が言える．

(5) $arrow(1):M\in \mathcal{T}_{t}$ とする．$E_{\sigma}(M)/M\in \mathcal{T}_{\sigma}$ であるから $M\in \mathcal{T}_{t}$ に対し

萌 $(E_{\sigma}(M))\cap M=\mathcal{X}_{t}(M)\ni 0$が成立する．かくして部分加群 $X$ が $E_{\sigma}(M)$

に存在し $E_{\sigma}(M)/X\in \mathcal{T}_{t}$ で $X\cap M=0$ となる．$M$ は essential in $E_{\sigma}(M)$ の

大部分加群であるから $X=0$ となり $E_{\sigma}(M)\in$ 巧が得られる．
(1) $arrow(6):M\not\in \mathcal{T}_{t}$ であり $M/t(M)\in$ 希である加群 $M$ を取る．$M\supseteq N\neq 0$

のとき $N\not\in$ 瓦とする．$O\neq t(N)\subseteq N\cap t(M)$ であるから$WN\cap t(M)\neq 0$ であ

る．よって $t(M)$ は $M$ の大部分加群である．よって $t(M)$ は $M$ の $\sigma$-大部分加

群である．補題 1より $E_{\sigma}(t(M))=E_{\sigma}(M)$ が成立する．t(M) $\in$ 巧であるから
仮定より $E_{\sigma}(t(M))\in \mathcal{T}_{t}$ が成り立つ．よって $E_{\sigma}(M)\in \mathcal{T}_{t}$ が導かれる．そのと
き $t(M)=M\cap t(E_{\sigma}(M))=M\cap E_{\sigma}(M)=M$であるから $M\in \mathcal{T}_{t}$ が従う．

これは矛盾であるから $M\not\in \mathcal{T}_{t}$ で $M/t(M)\in \mathcal{T}_{\sigma}$ である加群 $M$ は非零部分加
群 $N\in F_{t}$ を持つ．

(6) $arrow(1):M\in \mathcal{T}_{t}$ とする．そのとき $t(E_{\sigma}(M))\supseteq t(M)=M$ が成り立

つ．$E_{\sigma}(M)\not\in \mathcal{T}_{t}$ であると仮定する $E_{\sigma}(M)/Marrow E_{\sigma}(M)/t(E_{\sigma}(M))$ であ

るから $0\neq E_{\sigma}(M)/t(E_{\sigma}(M))\in \mathcal{T}_{\sigma}$ が従う．仮定により $E_{\sigma}(M)$ は非零部

分加群 $N\in \mathcal{F}_{t}$ を持つ．$M$ は $E(M)$ の大部分加群であるから $M\cap N\neq 0$

が成り立つ．$\mathcal{F}$t $\ni N\supseteq N\cap M\subseteq M\in \mathcal{T}_{t}$ であり $t$ は完全であるから
$N\cap M\in \mathcal{F}_{t}\cap \mathcal{T}_{t}=\{0\}$ が成り立つ．これは矛盾であるから $E$

。
$(M)\in \mathcal{T}_{t}$

が得られる．

さて次の章からは紙面の関係で証明を省略する．

4. $\sigma$-安定的捻れ理論の応用

$R$ は右ネーター環のとき [6, Proposition 11.3] により幕等根基 $t$ は安定的で

あることと，任意の入射的な直規約な加群がか捻れ元か又は $t$-捻れ自由元であ

ることとは同値な条件である．これを拡張する．この時Matlis Papp’stheorem
の捻れ理論的拡張 [10] を必要とする．これは堀米，政池 $(\sigma$ が Goldie 捻れ理
論では山形) による．

[10,Theorem 1] $\sigma$ は左完全幕等根基とし $\mathcal{L}_{\sigma}:=\{I\subseteq R|R/I\in \mathcal{T}_{\sigma}\}$ と置

くとき次は同値である．

(1) $\mathcal{L}_{\sigma}$ が昇鎖条件を満たす．

(2) 任意の $\sigma$-入射的な $\sigma$-捻れ元は $\sigma$-入射的 $\sigma$-捻れ直規約部分加群の直和で
ある．

次は [6, Proposition 11.3] を一般化する．
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定理 7. $t$ は幕等根基で $\sigma$ は左完全幕等根基とする．$(\mathcal{T}_{t},\mathcal{F}_{t})$ は $\sigmaarrow$遺伝的

捻れ理論 ( $\mathcal{T}_{t}$ は $\sigma$-稠密な部分加群で閉じている) とする．このとき次が成立
する．

(1) $t$ は $\sigma$-安定的ならば $(^{*})$ 任意の直規約で $\sigma$-入射的加群 $E$ で $E/t(E)\in \mathcal{T}_{\sigma}$

であるならば $E$ は $t$-捻れ元か又は $t$-捻れ自由元である．

(2) もし $R$ が条件 $(^{*})$ を満たし $\mathcal{L}_{\sigma}$ が昇鎖条件を満たすならば辺 $\cap$勾は $\sigma-$

移入包絡で閉じている．
次の命題は [7, Proposition 1.2] を一般化する．
命題 8. $\sigma$ は左完全幕等根基とする．$(\mathcal{T}_{t},\mathcal{F}_{t})$ は $\sigma$-遺伝的で $\sigma$-安定的捻れ理論

とする．このとき $M/t(M)$ 欧希であるならば $E_{\sigma}(M/t(M))\simeq E_{\sigma}(M)/E_{\sigma}(t(M))$

であり，$E_{\sigma}(M)\simeq E_{\sigma}(t(M))\oplus E_{\sigma}(M/t(M))$が成り立つ．

短完全列 $0arrow Narrow Marrow M/Narrow 0,$ $($ただし $M/N\in \mathcal{T}_{\sigma})$ に対し，
$Hom_{R}(-, A)$ が左完全性を保つ時，加群 $A$ が $\sigma-M$-入射的であると言う．次
の命題は [16, Theorem 15] を拡張する．
命題 9. $\sigma$ は左完全幕等根基とする．次は同値である．
(1) $A$ は $\sigma-M$-入射的である．
(2) 任意の $f\in Hom_{R}(E_{\sigma}(M), E_{\sigma}(A))$ に対し $f(M)\subseteq A$が成り立つ．

次は Johnson Wong の定理の一般化である．命題 9で $M=A$ と置けば得
られる．$A$ が $\sigma-A$-入射的ならば加群 $A$ は $\sigma$-自己-入射的であるという．
系 10. $\sigma$ は左完全幕等根基とするとき次は同値である．

(1) $A$ は $\sigma$-自己入射的である．

(2) 任意の $f\in Hom_{R}(E_{\sigma}(A), E_{\sigma}(A))$ に対し $f(A)\subseteq A$ が成立する．

次は原田の [17, Proposition 2.3] を拡張する．
補題 11. $A$ は $\sigma$-自己入射的で $E_{\sigma}(A)=M\oplus N$ ならば $A=(M\cap A)\oplus$

$(N\cap A)$ が成り立つ．

次は [l,Theorem 2.3] を拡張する．
定理 12. $\sigma$ は左完全幕等根基で巧は $\sigma$-移入包絡で閉じているものとす

る．$A/t(A)\in$ 傷である $\sigma$-自己入射的 $R$-加群 $A$ は $t(A)$ を直和因子に持つ．
$t(A)\in \mathcal{T}_{\sigma}$ ならば $N$ は自己入射的である．

5. $\sigma$-特異関手

大加群の最初の捻れ理論的拡張は [ll]Rubin(1974) に見受けられる．続い
て [9]Manocha(l982) や [4]Pardo Gomez(1985) に見受けられるが直接的関係

は無い．加群 $M$ の大イデアルで零化される元全体を集めると部分加群 $Z(M)$

となるが特異部分加群と言われる．ここでは [11] に現れた $\sigma$-大イデアルで

零化される元全体を集めて部分加群 $Z_{\sigma}(M)$ を考えその性質を調べることに

する．

加群 $M$ に対し $Z(M)$ は $Z(M)$ $:=\{m\in M|(O$ : $m)$ は $R$ の右イデアル $\}$ で

定義される．ここで $(0:m)=\{r\in R|mr=0\}$ である．$\sigma$ は左完全幕等根基
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とする．$M$ の $\sigma$-特異部分加群 $Z_{\sigma}(M)$ を $Z_{\sigma}(M):=\{m\in M|(O:m)$ は $\sigma$-大

イデアル} で定義する．$Z_{\sigma}(M)=M(Z_{\sigma}(M)=0)$ の時 $M$ は各々 $\sigma$-特異 $(\sigma-$

非特異) であると言う．
命題 13. $\sigma$ は幕等根基で加群 $E$ は $\sigma$-非特異であるとする．$\mathcal{T}:=\{M\in$

Mod- $R|Hom_{R}(M, E)=0\}$ で $\mathcal{F}:=\{M\in$ Mod- $R|$ 任意の $X\in \mathcal{T}$ に対し

$Hom_{R}(X, M)=0\}$ とする．このとき $(\mathcal{T},\mathcal{F})$ は $\sigma$-安定的捻れ理論になる．

命題 14. $N$ は $M$ の $\sigma$-大部分加群なら $Z_{\sigma}(M/N)=M/N$ が成立する．

系 15. $R$ の右イデアル $I$ が $R$ の $\sigma$-大イデアル $\Leftrightarrow Z_{\sigma}(R/I)=R/I$

系 16. $M$ は $\sigma$-非特異で $N$ は $M$ の部分加群とする．この時 $N$ は $M$ の $\sigma-$

大部分加群 $\Leftrightarrow Z_{\sigma}(M/N)=M/N$

系 17. $N$ は $Z$
。

$(M/Z_{\sigma}(M))=N/Z_{\sigma}(M)$ で決まる $M$ の部分加群とする．

その時 $Z_{\sigma}(M)$ は $N$ の $\sigma$-大部分加群である．

系 18. 加群 $M$ に対し $Z_{\sigma}(M/Z_{\sigma}(M))=M/Z_{\sigma}(M)\Leftrightarrow Z_{\sigma}(M)$ は $M$ の $\sigma-$

大部分加群である．

命題 19. 単純右 $R$-加群 $S$ は $\sigma$-非特異である $\Leftrightarrow S$ は $\sigma$-捻れ自由元又は射

影的加群である．
命題 20. $\sigma$ は左完全幕等根基とする．$R$ が $\sigma$-非特異なら $Z_{\sigma}$ は左完全根基

である．

命題 21. $M/N$ が $\sigma$-非特異なら $N$ は $M$ の中に $\sigma$-大的拡大を持たない．$M$

が $\sigma$-非特異なら逆も成り立つ．

6. Goldie 捻れ理論の一般化

まずはじめに捻れ理論の基本的性質を述べておく．$\mathcal{B}$ は剰余加群と直和をとる

ことで閉じている Mod-$R$の部分集合とする．加群 $M$ に対し $b(M)$
$:= \sum_{N\subseteq M}N\in \mathcal{B}N$

で定義する．この時 $b(M)$ は $\mathcal{B}$ に属する最大の $M$ の部分加群になる．
$\mathcal{F}$ $:=\{M\in Mod-R|Hom_{R}(\mathcal{B}, M)=0\},\mathcal{T}$ $:=\{M\in Mod-R|Hom_{R}(M, \mathcal{F})=$

$0\}$ と定義すると $(\mathcal{T}, \mathcal{F})$ は捻れ理論になる．

なぜなら $(\mathcal{T}’,\mathcal{F})$ は $\mathcal{T}$ によって生成された捻れ理論とする．$\mathcal{T}’\supseteq \mathcal{T}$ である

ことは明らかである．$\mathcal{T}=\mathcal{T}’$ を示す．$C\in \mathcal{T}’$ とする．そのとき任意の $F\in \mathcal{F}$

に対して $Hom_{R}(C, F)=0$ が成り立つ．そのとき $\mathcal{T}$ に属する最大の $T\subseteq C$ が

ある．$C/T\in \mathcal{F}$ を示す．もし $Hom_{R}(M, C/T)\neq 0$ であるような $M\in \mathcal{T}$ があ

るなら $0\neq f\in Hom_{R}(M, C/T)$ があって $0\neq f(M)=C_{1}/T\subseteq C/T$ が成り

立つ．ただし $C_{1}$ は $C$ の真の部分加群である．$C_{1}/T\in \mathcal{T}$ であり $T\in \mathcal{T}$ であ

るから $C_{1}\in \mathcal{T}$ が従う．しかしこれは $T$ の極大性に矛盾する．よって $M\in \mathcal{T}$

ならば $Hom_{R}(M, C/T)=0$ が従い $C/T\in \mathcal{F}$が得られる．$C\in \mathcal{T}’$ であるから

$C/T\in \mathcal{T}’$ が成り立つ．よって $C/T\in \mathcal{F}\cap \mathcal{T}’=\{0\}$ なので $C=T\in \mathcal{T}$ が従

い $\mathcal{T}’\subseteq \mathcal{T}$ がわかる．そのとき $(\mathcal{T}, \mathcal{F})$ は $\mathcal{B}$ によって生成された捻れ理論とい
う．$\mathcal{T}\supseteq \mathcal{B}$ であり，$Hom$ 関手の性質により $\mathcal{T}$ は剰余加群，直和や拡大で閉じ
ていることがわかる．
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次は命題 4の言い換えであるが捻れ理論に付随する幕等根基 $t$ を用いない

で述べる．
命題 22. $\sigma$ は左幕等根基で $(\mathcal{T},\mathcal{F})$ は捻れ理論の時次は同値である．

(1) $\mathcal{T}$ は $\sigma$-稠密部分加群で閉じている．
(2) $\mathcal{F}$ は $\sigma$-移入包絡で閉じている．
次は [12,Proposition 3. $3,p141$] の拡張である．
命題 23. $\mathcal{B}$ は剰余加群と $\sigma$-稠密部分加群で閉じている Mod-$R$ の部分クラ

スとする．そのとき $\mathcal{B}$ で生成された捻れ理論は $\sigma$-遺伝的である．
例 24. $E$ は $\sigma$-入射的加群とする．$\mathcal{B};=\{M|Hom_{R}(M, E)=0\}$ とおく

と $\mathcal{B}$ は $\sigma$-稠密部分加群，剰余加群，直和や拡大で閉じていることがわかる．
$\mathcal{F}:=\{M|Hom_{R}(\mathcal{B},M)=0\}$ と置くと $(\mathcal{B},\mathcal{F})$ は $\sigma$-遺伝的捻れ理論になる．
さてここで Goldie 捻れ理論の拡張を述べる．$\mathcal{B}:=\{M/N|N$ はある加群

$M$ の $\sigma$-大部分加群である}. $\mathcal{B}$ により生成された捻れ理論を $\sigma$-Goldie捻れ理
論と呼ぶことにする．
定理 25. $\sigma$ は左完全幕等根基のとき $\sigma$-Goldie 捻れ理論は遺伝的で $\sigma$-安定

的である．
加群 $M$ に対し $Z_{\sigma}(M)\subseteq Z(M)\cap\sigma(M)$ で $Z$ と $\sigma$ は左完全であるか

ら $\sigma(Z(M))=Z(M)\cap\sigma(M)=Z(\sigma(M))$ が成り立つ．よって $Z_{\sigma}(M)\subseteq$

$Z(\sigma(M))=\sigma(Z(M))$ がわかる．$m\in Z(\sigma(M))=\sigma(Z(M))$ であるなら

$mR\in \mathcal{T}_{Z}$ 寡需であるから $Z_{\sigma}(M)=Z(\sigma(M))=\sigma(Z(M))$ が成り立つ．
次に [12,Proposition 6.2] の拡張を述べる．記号 $(_{-})_{2},\overline{(_{-})}$ の定義については

[12] の 6章を用いる．$(Z_{\sigma})_{2}(M)/M=Z_{\sigma}(M/Z_{\sigma}(M))=Z\sigma(M/Z(\sigma(M)))=$

$Z(\sigma(M)/Z(\sigma(M)))=Z_{2}(\sigma(M))/Z(\sigma(M))$ . が成り立ち $Z_{2}\sigma=(Z_{\sigma})_{2}$ が成

立する．Z2と $\sigma$ は左完全であるから $Z_{\sigma_{2}}$ は左完全である．2は $Z_{\sigma}$ を含む

最小の根基であるから $Z_{\sigma_{2}}=\overline{Z_{\sigma}}$ が成り立つ．従って次が得られる．
定理 26. 左完全幕等根基$\sigma$ に対し $Z_{2}\sigma=(Z_{\sigma})_{2}=\overline{Z_{\sigma}}$ が成り立つ．
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