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1 イントロダクション

本研究は早稲田大学理工学術院の上野喜三雄教授との共同研究である．
我々の研究の目的は形式的 Knizhnik-Zamolodchikov方程式 (形式的 $KZ$ 方程式) を代数解析，

微分方程式論の立場から研究することにある．特に解の接続問題，変換理論を代数的に取り扱
う枠組みを構成したいと考えている．
形式的 $KZ$ 方程式は $P$もの点の配置のモジュライ空間上の微分方程式であり，解の接続係数

である Drinfel’d associatorが多重ゼータ値の級数として表記される．Drinfel’d associator と多
重ゼータ値に関しては数論幾何の分野で Deligne-寺杣 [DT], 古庄 [F], Brown $[B|$ 等によりモ
チーフや数論的基本群の理論を用いて深く研究されているが，我々は形式的 $KZ$ 方程式を導入
し，(コ) ホモロジー論によらずに Drinfel’d associator から導かれる多重ゼータ値の関係式を形
式的 $KZ$ 方程式の解の接続問題として解釈する．

本稿においては形式的 $KZ$ 方程式，特に 2変数の場合の基本解の分解 (命題 6) を配置空間の
幾何学と関連づけて説明する．形式的 $KZ$ 方程式の基本解を反復積分を用いて構成 (命題 5) す
ると，解の分解は反復積分の積分路の選び方に対応する (命題 7) ことを示すことができる．ま
たそれぞれの積分路上での反復積分は被積分形式 (被約バー代数) の分解 (命題 2) として記述で
きる．

一方，被積分形式の分解は反復積分を通じて超対数関数と呼ぶ一連の関数の間の関数等式を
誘導する (一般化された調和積関係式). 特に 2変数の場合 (定理 3), これは多重対数関数の調和
積 (極限として多重ゼータ値の調和積) を真に含むことが示される (定理 4). これにより多重対
数関数の調和積を形式的 $KZ$ 方程式の基本解の分解の比較，すなわち解の変換理論，接続問題と
して捉えることができる．

本稿で述べる一般化された調和積関係式のうち多重対数関数の調和積に対応するのは非常に
狭い一部分にすぎない．多重ゼータ値の調和積を考えるにあたってはその部分のみを考えれば
十分であるが，微分方程式とその解としては多重対数関数からはみ出る超対数関数の部分やよ
り多変数への一般化も重要な意味を持つ．本稿では最後に 3変数以上への一般化についても簡
単に紹介する．
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2 形式的 $KZ$方程式
$P^{1}=P$との $n$点の配置空間

$\mathbb{F}_{n}(P^{1})=\{(x_{1}, \ldots, x_{n})\in(P^{1})^{n}|x_{i}\neq x_{j}(i\neq j)\},$

ならびに $\mathbb{F}_{n}(P^{1})$ の基本群の降中心列から定まる Lie 環 (伊原 [I]) $\mathfrak{X}$ を考える．$\mathfrak{X}$ は $x_{i}$ が吻
の周りを回る基本群の元に対応する形式元 $X_{ij}(1\leq i,j\leq n)$ を生成元とする自由 Lie 環
$C\{X_{ij}|1\leq i,j\leq n\}$ を無限小純組み紐関係式 (IPBR) で割った Lie環

$\mathfrak{X}=\mathfrak{X}(\{X_{ij}\}_{1\leq i,j\leq n}) :=C\{X_{ij}|1\leq i,j\leq n\}/(IPBR)$

で，これを無限小純組み紐 Lie環と呼ぶことにしよう．無限小純組み紐関係式 (IPBR) は

$\{\begin{array}{ll}X_{ij}=X_{ji}, X_{ii}=0,\sum_{j}X_{ij}=0 (\forall i) , [X_{ij}, X_{kl}]=0 (\{i,j\}\cap\{k, l\}=\emptyset) .\end{array}$ (IPBR)

で与えられる．また，$\mathcal{U}(\mathfrak{X})$ で実の普遍展開環を表し，その単位元を I とする．$\mathcal{U}$(鋤には語の長
さで次数が入り，それに関する完備化を $\mathcal{U}\sim$(鋤とする．$\mathcal{U}(\mathfrak{X})$ には自然に Hopf代数の構造が入
る 1.

$\mathbb{F}_{n}(P^{1})$ 上の実値全微分方程式 (接続)

$dG=\Omega G,$
$\Omega=\sum_{i<j}\omega_{ij}X_{ij},$

$\omega_{ij}=d\log(x_{i}-x_{j})$ ($KZ$)

を形式的 $KZ$方程式と呼ぶ$2(Drinfel’ d[D])$ . ここで，1-形式 $\omega_{ij}$ の間には次の唯一の 2次の非自
明な関係式である Arnold 関係式 (Arnold[A]) が成り立つ．

$\omega_{ij}\wedge\omega_{ik}+\omega_{ik}\wedge\omega_{jk}+\omega_{jk}\wedge\omega_{ij}=0. (AR)$

(IPBR) と ( $AR$) から，($KZ$) は可積分で PGL(2, $C$ )-不変性を持ち，モジュライ空間 3

$\mathcal{M}_{0,n}=$ PGL $(2, C)\backslash \mathbb{F}_{n}(P^{1})$

上の方程式と見なす事ができ，解は $\tilde{\mathcal{U}}(X)$ に値を持つ $\mathcal{M}_{0,n}$ 上の関数となる．位相的には $\mathbb{F}_{n}(P^{1})\approx$

$PGL(2, C)\cross \mathcal{M}0,n,$ $\mathcal{M}_{0,n}\approx \mathbb{F}_{n-3}(P^{1}-\{0,1, \infty\})$ である．特に $\mathcal{M}_{0,4}\approx P^{1}-\{0,1, \infty\}$ とな

ることに注意しておこう．

$\mathcal{M}_{0,n}$ に次の 2種類の座標を導入する．単体座標

$y_{i}= \frac{x_{i}-x_{n-2}}{x_{i}-x_{n}}\cdot\frac{x_{n-1}-x_{n}}{x_{n-1}-x_{n-2}} (1\leq i\leq n-3)$

$1x\in$ 実に対し，余積 $\Delta(x)=I\otimes x+x\otimes I$ , 余単位 $\epsilon(x)=0$ (共に代数射), 対合射 $S(x)=-x$ (反代数射).
2この方程式は $F_{n}(C)$ 上で定義されるものだが，(IPBR) の $\sum.X_{lj}=0$ より無限遠点でも正則となる．
3なお，代数曲線論で通常モジュライ空間という場合はコンパク $\vdash\oint_{b}$したものを考えるが，ここでは単純に $PGL(2, C)$

の一次分数変換による対角的な作用で割った空間と考える．

74



は $(y_{n-2}, y_{n-1}, y_{n})=(0,1, \infty),$ $\mathcal{M}_{0,n}\approx \mathbb{F}_{n-3}(P^{1}-\{0,1, \infty\})$ とみなした時の $\mathbb{F}_{n-3}(P^{1}-$

$\{0,1, \infty\})$ における座標であり，立方体座標

$z_{1}=y_{1}, z_{2}= \frac{y_{2}}{y_{1}}, \cdots, z_{n-3}=\frac{y_{n-3}}{y_{n-4}}\Leftrightarrow y_{i}=z_{1}\cdots z_{i} (1\leq i\leq n-3)$

はそれを $(z_{1}, \ldots, z_{n-3})=(0, \ldots, 0)$ が正規交叉になるようにブローアップしたものである．$\mathcal{M}_{0,5}$
の場合は次のようになっており，立方体座標で (1,1) もブローアップするともとの 5角形になる．

(対称な座標) 単体座標 立方体座標
$D_{ij}=\{x_{i}=x_{j}\}$

単体座標，立方体座標の特異因子はそれぞれ $\{y_{i}=0,1, \infty\}\cup\{y_{i}=yj|i\neq j\},$ $\{z_{i}=$

$0,1,$ $\infty\}\cup\{z_{i}z_{i+1}\cdots z_{j}=1|1\leq i<j\leq n-3\}$ で与えられる．

3 1変数形式的 $KZ$方程式と反復積分，多重対数関数
$\mathcal{M}_{0,4}$ の立方体座標で，$Z_{1}=X_{12},$ $Z_{11}=-X_{13}$ とすると，($KZ$ ) は次の 1変数形式的 $KZ$ 方程

式になる．

$dG=\Omega G,$ $\Omega=\zeta_{1}Z_{1}+\zeta_{11}Z_{11},$ $\zeta_{1}=\frac{dz_{1}}{z_{1}},$ $\zeta_{11}=\frac{dz_{1}}{1-z_{1}}$ . ( $1KZ$)

特異因子は $D=\{z_{1}=0,1, \infty\}$ である．(IPBR) は自明，すなわち無限小純組み紐 Lie 環
$\mathfrak{X}=C\{Z_{1}, Z_{11}\}$ は自由 Lie環であり，($AR$) は自明な関係式 $\zeta_{1}\wedge\zeta_{11}=0$ のみである．

この方程式の $z_{1}=0$ で正規化された基本解 $(\mathcal{L}(z_{1})=\hat{\mathcal{L}}(z_{1})z_{1}^{Z_{1}},$
$\hat{\mathcal{L}}$ (zl) &h $z_{1}=0$ で正則で

$\hat{\mathcal{L}}(0)=I$ となる $\tilde{\mathcal{U}}(\mathfrak{X})$ 値関数，と表記できる解) が存在し，次で与えられる．

$\hat{\mathcal{L}}(z_{1})=\sum_{s=0}^{\infty}\hat{\mathcal{L}}_{s}(z_{1})$ , (lKZSol)

$\hat{\mathcal{L}}_{s}(z_{1})=\sum_{k_{1}+\cdots+k_{r}=s}(\int_{0}^{z_{1}}\zeta_{1}^{k_{1}-1}\zeta_{11}\cdots\zeta_{1}^{k_{r}-1}\zeta_{11})$

$\cross$ ad $(Z_{1})^{k_{1}-1}\mu(Z_{11})$ $\cdots$ ad $(Z_{1})^{k,-1}\mu(Z_{11})(I)$ .

ここで $F\in \mathcal{U}(\mathfrak{X})$ に対し $ad(Z_{1})(F)=[Z_{1}, F],$ $\mu(Z_{11})(F)=Z_{1}{}_{1}F$ である．また，この積分は
反復積分

$\int_{0}^{z1}\zeta.w:=\int_{0}^{z_{1}}(\zeta. \int_{0}^{z_{1}}w) , \int_{0}^{z_{1}}1:=1$
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$(w は \zeta_{1}, \zeta_{11} で生成される自由シャッフル代数 4S(\zeta_{1}, \zeta_{11})$の語) を意味する．この反復積分で定
まる関数を (1変数) 多重対数関数 (multiple polylogarithm, MPL) と呼び，

$Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(z_{1})$ $:= \int_{0}^{z_{1}}\zeta f^{1^{-1}}\zeta_{11}\cdots\zeta_{1}^{k_{r}-1}\zeta_{11}$ (IMPL)

と表記する．多重対数関数は $\mathcal{M}_{0,4}=P_{1}-\{0,1, \infty\}$ 上の多価解析関数だが，原点の近傍で

$Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(z_{1}):=\sum_{m_{1}>\cdots>m_{r}>0}\frac{z_{1}^{m_{1}}}{m_{1}^{k_{1}}\cdots m_{r^{r}}^{k}}$

$(|z|<1$ で絶対収束 $)$ と展開される分枝を持つ．ここで $k_{1}>1$ であればこの級数は $z_{1}arrow 1$ でも

収束し，多重ゼータ値 (multiple zeta value, MZV)

$\zeta(k_{1}, \ldots, k_{r})$ $:= \sum_{m_{1}>\cdots>m_{r}>0}\frac{1}{m_{1}^{k_{1}}\cdots m_{r^{r}}^{k}}$ (MZV)

を定める．本稿ではまた多重対数関数，多重ゼータ値を対応する反復積分の被積分形式である
$S(\zeta_{1}, \zeta_{11})$ の $\zeta_{11}$ で終わる語を用いて

$Li(\zeta_{1}^{k_{1}-1}\zeta_{11}\cdots\zeta_{1}^{k_{r}-1}\zeta_{1};z_{1})=Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(z_{1})$ ,
$\zeta(\zeta f^{1^{-1}}\zeta_{11}\cdots\zeta_{1}^{k_{f}-1}\zeta_{11})=\zeta(k_{1}, \ldots, k_{r})$

と表記する．

4 多重ゼータ値の調和積

多重ゼータ値が Riemann ゼータ値となる場合に対し，

$\zeta(k_{1})\zeta(l_{1})=\sum_{m_{1}>0}\frac{1}{m_{1}^{k_{1}}}\sum_{n_{1}>0}\frac{1}{n_{1}^{l_{1}}}=(\sum_{m_{1}>n_{1}>0}+\sum_{(m_{1}=n_{1})>0}+\sum_{n1>m_{1}>0})\frac{1}{m_{1}^{k_{1}}n_{1}^{\downarrow 1}}$

$=\zeta(k_{1}, l_{1})+\zeta(k_{1}+l_{1})+\zeta(l_{1}, k_{1})$

という関係式が成立する．このような関係式は一般の” $\zeta$ $(kl, . .. , k_{r})\zeta(l_{1}, \ldots, l_{S})=$ MZV の和”
の形に拡張される．これを多重ゼータ値の調和積と呼ぶ．調和積は次のように代数的に定式化
できる 5(Hoffman [H]). $\mathfrak{h}^{0}=$ Cl $+C\langle\zeta_{1},$ $\zeta_{11}\rangle\zeta_{11}$ の調和積 $*$ を

$\chi_{k}*1=1*\chi_{k}=\chi_{k},$

$(\chi_{k_{1}}w_{1})*(\chi_{k_{2}}w_{2})=\chi_{k_{1}}(w_{1}*(\chi_{k_{2}}w_{2}))+\chi_{k_{2}}((\chi_{k_{1}}w_{1})*w_{2})+xk_{1}+k_{2}(w_{1}*w_{2})$

4集合 $A$ で生成される自由シャッフ 代数 (Reutenauer [R]) $S(A)$ は $A$ で生成される非可換多項式環 $C\langle A)$ に次の
シャッフル積 $u$ を入れた可換結合代数．$w$ 山 $1=1$ 山 $w=w,$ $(a_{1}w_{1})u|(a_{2}w_{2})=a_{1}(w_{1}$ 山 $(a_{2}w_{2}))+a_{2}((a_{1}w_{1})u|w_{2})$

$($ 1は $C\langle A\rangle$ の単位元 (空語), $a_{1},$ $a_{2}\in A,$ $w,$ $w_{1},$ $w_{2}:C\langle A\rangle$ の語 $)$ . $S(A)$ は自然に $A$ で生成される自由 Lie 環の普
遍展開環の双対 Hopf代数の構造を持つ．

5通常多重ゼータ値の論文などではここでの $(\zeta_{1}, \zeta_{11})$ を $(x, y),$ $\chi_{i}$ を $z_{l}$ と表記する．本稿では座標と混同しない
ように記号を変えた．また，本稿での $\mathfrak{h}^{0},$ $\mathfrak{h}^{10}$ をそれぞれ $\mathfrak{h}^{1},$ $\mathfrak{h}^{0}$ と表記するのが一般的である．
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で定める．ここで，$\chi k=\zeta_{1}^{k-1}\zeta_{11},$
$w_{1},$ $w_{2}$ は $\mathfrak{h}^{0}$ の語．このとき $(\mathfrak{h}^{0}, *, 1)$ は可換結合代数になり，

多重ゼータ値の調和積は
$\zeta(w_{1})\zeta(w_{2})=\zeta(w_{1}*w_{2})$ ($HP$-MZV)

$(w_{1}, w_{2} 語 \in \mathfrak{h}^{10}= Cl+\zeta_{1}C\langle\zeta_{1}, \zeta_{11}\rangle\zeta_{11})$ と表記される．

同様の考察を多重対数関数に対しても行ってみよう．

$Li_{k_{1}}(z_{1})Li_{l_{1}}(z_{2})=\sum_{m_{1}>0}\frac{z_{1}^{m_{1}}}{m_{1}^{k_{1}}}\sum_{n_{1}>0}\frac{z_{2}^{n_{1}}}{n_{1}^{l_{1}}}=(\sum_{m_{1}>n_{1}>0}+\sum_{1(m=n_{1})>0}+\sum_{n_{1}>m_{1}>0})\frac{z_{1}^{m1}z_{2}^{n1}}{m_{1}^{k_{1}}n_{1}^{l_{1}}}$

$=Li_{k_{1},l_{1}}(1,1;z_{1}, z_{2})+Li_{k_{1}+l_{1}}(z_{1}z_{2})+Li_{l_{1},k_{1}}(1,1;z_{2}, z_{1})$ .

ここで，$Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(i, r-i;z_{1}, z_{2})$ は次で定義される 2変数多重対数関数である:

$Li_{k_{1},\ldots,k}.(i, r-i;z_{1}, z_{2}):=\sum_{m1>\cdots>m_{r}>0}\frac{z_{1}^{m_{1}}z_{2}^{m_{i+1}}}{m_{1}^{k_{1}}\cdots m_{r}^{k_{r}}}. (2MPL)$

特に，$Li_{k_{1_{\rangle}}\ldots,k_{r}}(r, 0;z_{1}, z_{2})=Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(z_{1}),$ $Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(0, r;z_{1}, z_{2})=Li_{k_{1},\ldots,k}$
。

$(z_{1}z_{2})$ である．
これも同様に “

$Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(z_{1})Li_{l_{1},\ldots,l_{s}}(z_{2})=2MPL$の和” の形に拡張される．それを多重対数
関数の調和積 6と呼ぶことにしよう．実際に多重対数関数の調和積を作るときには次のようにす
ればよい．

(i) まず $\chi_{k_{1}}\cdots\chi_{k_{r}}*\chi_{l_{1}}\cdots\chi_{l_{8}}$ を求める．その各項は $\chi_{p_{1}}\cdots\chi_{pt}(Pi は k_{m}, l_{n} もしくは k_{m}+l_{n})$

の形をしている．
(ii) 各項で $k_{1}$ と $l_{1}$ がどこにあるか探す．それぞれ $p_{i_{1}},p_{i_{2}}$ の中にあるとする．

(iii) $\chi_{p_{1}}\cdots\chi_{p_{t}}$ を $\sum_{m_{1}>\cdots>m_{t}>0}\frac{z_{1}^{m_{i_{1}}}z_{2}^{m_{i_{2}}}}{m_{1}^{p_{1}}\cdots m_{t^{t}}^{p}}$に置き換える．

この多重対数関数の調和積は複雑であるが，
$i-1$

$Li_{k_{1},\ldots,k_{i}}(z_{1})Li_{l_{1},\ldots,l_{j}}(z_{2})=\sum(Li_{(k_{1},\ldots,k_{p},l_{1})\cdot((k_{p+1_{\rangle}}\ldots,k_{i})*(l_{2},\ldots,l_{j}))}(p, \bullet;z_{1}, z_{2})$

$p=1 +Li_{(k_{1},\ldots,k_{p},l_{1}+k_{p+1})\cdot((k_{p+2},\ldots,k_{i})*(l_{2},\ldots,l_{j}))}(p, .;z_{1}, z_{2}))$

$+Li_{(k_{1},\ldots,k_{i},l_{1},\ldots,l_{j})}(i,j;z_{1}, z_{2})$

$+ \sum^{j-1}(Li_{(l_{1},\ldots,l_{p},k_{1})\cdot((k_{2},\ldots,k_{i})*(l_{p+1},\ldots,l_{j}))}(p, .;z_{2}, z_{1})$

$p=1 +Li_{(l_{1},\ldots,l_{p},k_{1}+l_{p+1})\cdot((k_{2},\ldots,k_{i})*(l_{p+2},\ldots,l_{j}))}(p, \bullet z, z_{1}))$

$+Li_{(l_{1},\rangle l_{j},k_{1},\ldots,k_{i})}(j, i;z_{2}, z_{1})$

$+$ Li $(k_{1}+l_{1})\cdot((k_{2},\ldots,k_{i})*(l_{2},\ldots,l_{j}))(0, .;z_{2}, z_{1})$ . ( $HP$-MPL)

という再帰的な関係式で定義することができる 7
6本来は 1変数多重対数関数の調和積と呼ぶべきだろうが，煩雑なためただ多重対数関数の調和積と呼ぶことに

する．なお，一般に $n$ 変数 $\cross m$ 変数などの調和積も級数としての定義からは考えられるが，モジュライ空間上の方
程式として捉えることは出来ない．

7インデックス同士の調和積も同様に定義し，Li はインデックスの形式和に対し $Z$ 線型に拡張する．また，
$(a_{1}, \ldots, a_{n})\cdot(b_{1}, \ldots, b_{m})=(a_{1}, \ldots, a_{n}, b_{1},\ldots, b_{m})$ ( $Z$ 線型) とする．また $2MPL$ の．はインデックスの長
さ $-p$ で求めることができるので省略した．
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5 2変数形式的 $KZ$方程式と基本解の分解
$\mathcal{M}_{0,5}$ において無限小純組み紐 Lie環劣の元を

$Z_{1}=X_{12}+X_{13}+X_{23}, Z_{11}=-X_{14}, Z_{2}=X_{23}, Z_{22}=-X_{12}, Z_{12}=-X_{24}$

とすると，($KZ$ ) は次の 2変数形式的 $KZ$ 方程式となる．

$dG=\Omega G, \Omega=\zeta_{1}Z_{1}+\zeta_{11}Z_{11}+\zeta_{2}Z_{2}+\zeta_{22}Z_{2}+\zeta_{12}Z_{12}, (2KZ)$

$\zeta_{1}=\frac{dz_{1}}{z_{1}}, \zeta_{11}=\frac{dz_{1}}{1-z_{1}}, \zeta_{2}=\frac{dz_{2}}{z_{2}}, \zeta_{22}=\frac{dz_{2}}{1-z_{2}}, \zeta_{12}=\frac{d(z_{1}z_{2})}{1-z_{1}z_{2}}.$

この場合無限小純組み紐関係式 (IPBR) は

$(IPBR)\Leftrightarrow\{\begin{array}{l}[Z_{1}, Z_{2}]=[Z_{11}, Z_{2}]=[Z_{1}, Z_{22}]=0,{[}Z_{11}, Z_{22}]=[-Z_{11}, Z_{12}]=[Z_{22}, Z_{12}]=[-Z_{1}+Z_{2}, Z_{12}],\end{array}$

Arnold 関係式 ($AR$) は

$(AR)\Leftrightarrow\{\begin{array}{l}\zeta_{1}\wedge\zeta_{11}=0, \zeta_{2}\wedge\zeta_{22}=0,(\zeta_{1}+\zeta_{2})\wedge\zeta_{12}=0,\zeta_{11}\wedge\zeta_{12}+\zeta_{22}\wedge(\zeta_{11}-\zeta_{12})-\zeta_{2}\wedge\zeta_{12}=0\end{array}$

となり，共に非自明な関係式を含む．特異因子は $D=\{z_{1}=0,1, \infty\}\cup\{z_{2}=0,1, \infty\}\cup\{z_{1}z_{2}=1\}$

である．無限小純組み紐 Lie環 $\mathfrak{X}=C\{Z_{1}$ , Zll, $Z_{2},$ $Z_{22},$ $Z_{12}\}/(IPBR)$ は次の分解を持つ．

命題 1. 次の分解が成り立つ．
$\mathfrak{X}\cong C\{Z_{i}, Z_{11}, Z_{12}\}\oplus C\{Z_{2}, Z_{22}\}\cong C\{Z_{2}, Z_{22}, Z_{12}\}\oplus C\{Z_{1}, Z_{11}\},$

$\mathcal{U}(\mathfrak{X})\cong \mathcal{U}(C\{Z_{1}, Z_{11}, Z_{12}\})\otimes \mathcal{U}(C\{Z_{2}, Z_{22}\})$ ($DU$)

$\cong \mathcal{U}(C\{Z_{2}, Z_{22}, Z_{12}\})\otimes \mathcal{U}(C\{Z_{1}, Z_{11}\})$

特に，$C${ $Z_{1}$ , Zll, $Z_{12}$ }, $C\{Z_{2}, Z_{22}, Z_{12}\}$ は劣の Lie イデアル．

この命題は代数的に語の長さに関する帰納法によって証明されるが，幾何学的にも意味を持つ．

$(\mathbb{F}_{2}(P^{1}-\{0,1, \infty\})arrow \mathbb{F}_{1}(P^{1}-\{0,1, \infty\})$

射影 $p_{1}$ : $\mathcal{M}_{0,5}$ $arrow$ $\mathcal{M}_{0,4}$ $:$ $(z_{1}, z_{2})$ $\mapsto$ $z_{i}$

$\mathcal{M}0_{1^{5}p_{1}}$

$p_{1}^{-1}(z_{1})$

$\approx P^{1}-\{0,1, \infty, z_{1}^{-1}\}$

$(y_{1}, y_{2})\mapsto y_{1}$ に対応 $)$ により $\mathcal{M}_{0,5}$ は $\mathcal{M}_{0,4}$ 上

のファイバー空間構造を持つ $(z_{1}$ 上のファイバー

は $P^{1}-\{0,1, \infty, z_{1}^{-1}\})$ .
$0 1 z_{1} \infty$

ここでホモトピー群の完全系列
$\mathcal{M}_{0,4}\approx P^{1}-\{0,1, \infty\}$

$\pi_{2}(\mathcal{M}_{0,4}, z_{1})=1arrow\pi_{1}(P^{1}-\{0,1, \infty, z_{1}^{-1}\}, z_{2})arrow\pi_{1}(\mathcal{M}_{0,5}, (z_{1}, z_{2}))$

$arrow\pi_{1}(\mathcal{M}_{0,4}, z_{1})arrow\pi_{0}(P^{1}-\{0,1, \infty, z_{1}^{-1}\}, z_{2})=1$
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並びに切断 $\pi_{1}(\mathcal{M}_{0,4}, z_{1})arrow\pi_{1}(\mathcal{M}_{0,5}, (z_{1}, z_{2}))$ の存在から基本群の分解

$\pi_{1}(\mathcal{M}_{0,5}, (z_{1}, z_{2}))\cong\pi_{1}(P^{1}-\{0,1, \infty, z_{1}^{-1}\}, z_{2})\rtimes\pi_{1}(\mathcal{M}_{0,4}, z_{1})$

が得られる．この基本群の分解の降中心列を取って Lie環化する (分解の無限小版，伊原 [I]) と
$\mathfrak{X}$ の分解

$\mathfrak{X}\cong C\{Z_{2}, Z_{22}, Z_{12}\}\oplus C\{Z_{1}, Z_{11}\}$

$(C\{Z_{2}, Z_{22}, Z_{12}\} は Lie イデアノレ)$ を得る．

同様に $p_{2}$ : $(z_{1}, z_{2})\mapsto z_{2}$ , すなわち $(y_{1}, y_{2})\mapsto y_{2}/y_{1}$ も $\mathcal{M}_{0,5}$ の $\mathcal{M}_{0,4}$ を底空間 (変数: $z_{2}$ ),
$P^{1}-\{0,1, \infty, z_{2}^{-1}\}$ をファイバー (変数: $z_{1}$ ) とするファイバー空間構造を与え，基本群の分解

$\pi_{1}(\mathcal{M}_{0,5}, (z_{1}, z_{2}))\cong\pi_{1}(P^{1}-\{0,1, \infty, z_{2}^{-1}\}, z_{1})\lambda\pi_{1}(\mathcal{M}_{0,4}, z_{2})$

並びに無限小版
$\mathfrak{X}\cong C\{Z_{1}, Z_{11}, Z_{12}\}\oplus C\{Z_{2}, Z_{22}\}$

$(C\{Z_{1}, Zll, Z_{12}\} は Lie イデアル)$ を誘導する 8.

6 被約バー代数と 2変数の反復積分
次に $\mathcal{U}(\mathfrak{X})$ の双対である微分形式のなす代数を考えよう．これは幾何学的には $\mathcal{M}_{0,5}$ のループ

空間の $0$ 次コホモロジー群であり，Chen の定理 ([Cl]) により対応する Orlik-Solomon代数から
定まる被約バー複体の $O$ 次コホモロジー群と同型になる．しかし本稿ではコホモロジー論にょ
らずに代数的，組合せ論的に考察する．

$A=\{\zeta_{1}, \zeta_{11}, \zeta_{2}, \zeta_{22}, \zeta_{12}\},$ $S=S(A)$ を $A$ で生成される自由シャッフル代数とする．$S$ の $s$ 次
の元

$S \ni\sum.c_{I}\omega_{i_{1}}\cdots\omega_{i_{s}}I=(i_{1},..,i_{S})$ ’
$(C_{I}\in C, \omega_{i}\in A)$

が次を満たすとき，Chen の可積分条件を満たすという．
” 任意の $1\leq l\leq s-1$ に対して多重微分形式として

$\sum_{I}c_{I}\omega_{i_{1}}\otimes\cdots\otimes\omega_{i_{l}}\wedge\omega_{i_{l+1}}\otimes\cdots\otimes\omega_{i_{s}}=0$

“ (CIC)

この条件を満たす元に対しては反復積分 $\int_{(z_{1}^{(0)},z_{2}^{(0)})}^{(z_{1},x_{2})}\varphi$が積分路のホモトピー類にのみ依存して

定まり，$P^{1}\cross P^{1}-D$ 上の多価解析関数を定める (Chen の補題 [C2]).
被約バー代数 $\mathcal{B}$ を Chenの可積分条件を満たす元で張られる $S$ の部分空間として定める 9. こ

のとき $\mathcal{B}=\oplus_{s=0}^{\infty}$ $\mathcal{B}$。は $S$ の次数付き部分 Hopf代数 (次数は語の長さ) であり，$\mathcal{U}(\mathfrak{X})$ の双対

$8\mathcal{M}_{0,5}$ の 5角形にお て各特異因子 は $\mathcal{M}_{0,4}$ が貼り合わされていると思うことができるが，この射影 $p_{1},p_{2}$ は
それぞれ $D_{23},$ $D_{45}$ への射影に対応している．

$9\mathcal{M}_{0,4}$ の場合は $\zeta_{1}\wedge\zeta_{1}=\zeta_{11}\wedge\zeta_{1}=\zeta_{11}\wedge\zeta_{11}=0$なので，被約バー代数は $S(\zeta_{1}, \zeta_{11})$ そのものである．
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Hopf代数になる．双対は $(Z_{1}, Z_{11}, Z_{2}, Z_{22}, Z_{12})rightarrow(\zeta_{1}, \zeta_{11}, \zeta_{2}, \zeta_{22}, \zeta_{12})$ の文字の置き替えで与
えられる．$\mathcal{B}$ の低次の部分は具体的に次のようになっている．

$\mathcal{B}_{0}=C1,$

$\mathcal{B}_{1}=C\zeta_{1}\oplus C\zeta_{11}\oplus C\zeta_{2}\oplus C\zeta_{22}\oplus C\zeta_{12},$

$\mathcal{B}_{2}=\bigoplus_{\omega\in A}C\omega\omega\oplus\bigoplus_{i=1,2}C\zeta_{i}\zeta_{ii}\oplus\bigoplus_{i=1,2}C\zeta_{ii}\zeta_{i}$

$\oplus \oplus C(\omega_{1}\omega_{2}+\omega_{2}\omega_{1})\oplus \oplus C(\omega\zeta_{12}+\zeta_{12}\omega)$

$\omega_{1}=\zeta_{1},\zeta_{11} \omega\in A-\{\zeta_{12}\}$

$\omega_{2}=\zeta_{2},\zeta_{22}$

$\oplus C(\zeta_{1}\zeta_{12}+\zeta_{2}\zeta_{12})\oplus C(\zeta_{11}\zeta_{12}+\zeta_{22}\zeta_{11}-\zeta_{22}\zeta_{12}-\zeta_{2}\zeta_{12})$

さらに $s>2$ に対し，$\mathcal{B}_{S}$ は次で与えられる (Brown [B]).

$\mathcal{B}_{s}=\bigcap_{=1}^{\epsilon-1}\mathcal{B}_{j}\mathcal{B}_{s-J}=\cap^{s-2}\mathcal{B}_{1}\cdots \mathcal{B}\mathcal{B}_{2}\mathcal{B}_{1}\cdots \mathcal{B}jj=0^{\vee^{1}\vee^{1}}.$

$j$ 個 $8-j-2$ 個

$\mathcal{B}^{0}$ を $\mathcal{B}$ (resp. $S^{0}$ を $S$) の部分代数で $\zeta_{1},$ $\zeta_{2}$ で終わる項を含まない元からなるものとする．$\mathcal{B}^{0}$
の元 $\varphi$ に対しては積分路の始点を $(0,0)$ にして，反復積分 $\int_{(0,0)}^{(z_{1},z_{2})}\varphi$ を考えることができる．

$\mathcal{U}(\mathfrak{X})$ の分解に対応し，$\mathcal{B}$ は次のように分解される．

命題 2. $\zeta_{12}^{(1)}=\frac{zdz}{1-z_{1}z_{2}},$ $\zeta_{12}^{(2)}=\frac{zdz}{1-z_{1}z_{2}}$ とおく．射影 $Pr_{i\otimes j}^{(i)},$ $Pr_{i\otimes j}^{(j)}$ $(\{i,j\}=\{1,2\})$ を

$Pr_{i\otimes j}^{(i)}:Sarrow S(\zeta_{i}, \zeta_{ii}, \zeta_{12}^{(i)}) , \zeta_{j}, \zeta_{jj}\mapsto 0, \zeta_{12}\mapsto\zeta_{12}^{(i)},$

$Pr_{i\otimes j}^{(j)}:Sarrow S(\zeta_{j}, \zeta_{jj}) , \zeta_{i}, \zeta_{ii}, \zeta_{12}\mapsto 0$

とする．これと $\mathcal{B}$ の余積 $10\Delta^{*}$ を用いて写像 $\iota_{1\otimes 2}$ : $\mathcal{B}arrow S(\zeta_{1}, \zeta_{11}, \zeta_{12}^{(1)})\otimes S(\zeta_{2},\zeta_{22})$ を

$\iota_{i\otimes j}=(Pr_{i\otimes j}^{(i)}|_{\mathcal{B}}\otimes Pr_{i\otimes j}^{(j)}|_{\mathcal{B}})\circ\Delta^{*}$

で定める．このとき $\iota_{1\otimes 2},$ $\iota_{2\otimes 1}$ はシャッフル代数同型．さらに，$\mathcal{B}^{0}$ への制限 $l_{i\otimes j}|_{\mathcal{B}^{0}}$ : $\mathcal{B}^{0}arrow$

$S^{0}(\zeta_{\dot{i}}, \zeta_{ii}, \zeta_{12}^{(i)})\otimes S^{0}(\zeta_{j}, \zeta_{jj})$ $(\{i,j\}=\{1,2\})$ もまたシャツフル代数同型となる．特に線形同型
$\mathcal{B}\cong \mathcal{B}^{0}[\zeta_{1}, \zeta_{2}]$

を得る 11.

この命題は $\mathcal{U}(\mathfrak{X})$ と $\mathcal{B}$ の次数を保つ双対と命題 1の分解，ならびに組合せ論的な考察によっ
て証明される 12.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\otimes\ovalbox{\tt\small REJECT}$ は次の方法で得られる写像である:
$10_{\Delta^{*}(\omega_{1}\cdots\omega_{r})=\sum_{i=0}^{r}\omega_{1}\cdots\omega:}\otimes\omega_{*+1}\cdots\omega_{r}$ $(\omega_{k}\in A, i=0, r の時消える項は 1とみなす)$ .
111変数の場合 $S(\zeta_{1}, \zeta_{11})$ が $\mathfrak{h}^{0}=$ Cl $+C\langle\zeta_{1},$ $\zeta_{11}\rangle\zeta_{11}$ 上のシャツフル多項式環 $S(\zeta_{1}, \zeta_{11})\cong \mathfrak{h}^{0}[\zeta_{1}]$ となることが

知られているが，これはそれの 2変数版といえる．
12幾何学的には基本群の分解がループ空間のコホモロジーの分解と対応している．
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(i) $\psi_{i}\psi_{j}(\psi_{i}\in S(\zeta_{i}, \zeta_{ii}, \zeta_{12}), \psi_{j}\in S(\zeta_{j}, \zeta_{jj}))$の形の項のみを取り出す．

(ii) $\psi_{i}\psi_{j}$ を $\psi_{i}\otimes\psi_{j}\in S(\zeta_{i}, \zeta_{ii}, \zeta_{12})\otimes S(\zeta_{j}, \zeta_{jj})$に置き換える．

(iii) $\zeta_{12}$ を $\zeta_{12}^{(i)}$ に置き換える．

これはまた右記の積分路 $C_{i\otimes j}$ と対応

しており，$\mathcal{B}^{0}$ の元を $C_{i\otimes j}$ に沿って積
分する際に消えずに残る項を取り出
す写像になっている．

即ち，$\varphi\in \mathcal{B}^{0}$ に対し，次が成立する．

$\int_{(0,0)}^{(z_{1},z_{2})}\varphi=\int_{C_{1\otimes 2}}\varphi$
$= \int_{C_{1\otimes 2}}\iota_{1\otimes 2}(\varphi)$

$= \int_{C_{2\otimes 1}}\varphi =\int_{C_{2\otimes 1}}\iota_{2\otimes 1}(\varphi)$.

ここで，一番右側の積分はそれぞれ
$\int_{C_{1\otimes 2}}\psi_{1}\otimes\psi_{2}:=\int_{0}^{z1}\psi_{1}\int_{0}^{z2}\psi_{2}$

$(\psi_{1}\otimes\psi_{2}\in S^{0}(\zeta_{1}, \zeta_{11}, \zeta_{12}^{(1)})\otimes S^{0}(\zeta_{2}, \zeta_{22}))$,

$\int_{C_{2\otimes 1}}\psi_{1}\otimes\psi_{2}:=\int_{0}^{z_{2}}\psi_{1}\int_{0}^{z_{1}}\psi_{2}$
$(\psi_{1}\otimes\psi_{2}\in S^{0}(\zeta_{2}, \zeta_{22}, \zeta_{12}^{(2)})\otimes S^{0}(\zeta_{1}, \zeta_{11}))$ を意味する．

7 超対数関数

積分路 $C_{1\otimes 2},$ $C_{2\otimes 1}$ に沿った反復積分において，$\int_{0}^{z_{1}}w$ $(w\in S^{0}(\zeta_{1}, \zeta_{11}))$ と $\int_{0}^{z2}w$ $(w\in$

$S^{0}(\zeta_{2}, \zeta_{22}))$ は \S 3の 1変数多重対数関数

$\int_{0}^{z_{i}}w=Li(w;z_{i}) (w\in S^{0}(\zeta_{i}, \zeta_{ii}))$

であった 13. ここでは残りの $\int_{0}^{z_{1}}w$ $(w\in S^{0}(\zeta_{1}, \zeta_{11}, \zeta_{12}^{(1)})),$
$\int_{0}^{z_{2}}w$ $(w\in S^{0}(\zeta_{2}, \zeta_{22}, \zeta_{12}^{(2)}))$ を超

対数関数 (hyperlogarithm)14と呼ぶことにしよう．

$w=\zeta_{1}^{k_{1}-1}\omega_{1}\cdots\zeta_{1}^{k_{r}}$
“

$1_{\omega_{r}}\in S^{0}(\zeta_{1}, \zeta_{11}, \zeta_{12}^{(1)})$ $(\omega_{i}\in\{\zeta_{11}, \zeta_{12}^{(1)}\})$ に対し，主変数 $z_{1},$
$\{0,1, \frac{1}{z_{2}}, \infty\}$

に特異点を持つ超対数関数を

$L(w;z_{1})=L( \alpha_{1}\cdots\alpha_{r};z_{1}):=\int_{0}^{z_{1}}w=\sum_{m_{1}>\cdot\cdot>m_{r}}\frac{\alpha_{1}^{m_{1}-m_{2}}\alpha_{2}^{m_{2}.-m_{3}}\cdots\alpha_{r}^{m_{r}}}{>0m_{1}^{k_{1}}\cdot\cdot m_{r}^{k_{f}}}z_{1}^{m_{1}}$

$13\mathcal{M}_{0,4}$ においてはそれだけで全ての反復積分の結果が表記できる．
14超対数関数はより多変数の多重対数関数の変数を特殊値に制限したものとみなすことができる
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( $\omega_{i}=\zeta_{11}$ (resp. $\omega_{i}=\zeta_{12}^{(1)}$ ) のとき $\alpha_{i}=1$ (resp. $z_{2})$ ) で定める．これは $P^{1}-\{0,1, \frac{1}{z_{2}}, \infty\}$ 上

の多価解析関数で，原点の十分小さな近傍で右辺の Taylor展開で表される分枝を持つ．

特に，$w\in S^{0}(\zeta_{1}, \zeta_{11})$ のときは 1変数多重対数関数

$L(1\cdots 1;z_{1})=Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(z_{1})$

であり，$w_{1},$ $\ldots,$
$w_{i}=\zeta_{11},$ $w_{i+1},$ $\ldots,$

$w_{r}=\zeta_{12}^{(1)}$ のときは \S 4で定義した 2変数多重対数関数

$L(1\cdots 11z_{2}\cdots z_{2};z_{1})=Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(i, r-i;z_{1}, z_{2})$

となる．
$w\in S^{0}(\zeta_{2}, \zeta_{22},\zeta_{12}^{(2)})$ に対しても主変数 $z_{2},$

$\{0,1, \frac{1}{z1}, \infty\}$ に特異点を持つ超対数関数を同様に
定める．

この表記を用いると，$\mathcal{B}^{0}$ の元を $C_{1\otimes 2}$ に沿って反復積分した結果は主変数 $z_{1}$ の超対数関数と

$z_{2}$ 変数の多重対数関数の積で，$C_{1\otimes 2}$ に沿って反復積分した結果は主変数 $z_{2}$ の超対数関数と $z_{1}$

変数の多重対数関数の積で書き表す事ができる．

8 一般化ざれた調和積関係式と多重対数関数の調和積
以上をまとめることにより，直ちに次の定理を得る．これにより得られる超対数関数の関数
等式を一般化された調和積関係式 (generalized harmonic product relation) と呼ぶ．

定理 3([OU]). 各 $\varphi\in \mathcal{B}^{0}$ に対し，超対数関数の関数等式

$\int_{C_{1\otimes 2}}\iota_{1\otimes 2}(\varphi)=\int_{C_{2\Phi 1}}\iota_{2\otimes 1}(\varphi)$ (GHPR)

が成り立つ．

特に，$w\in S^{0}(\zeta_{1}, \zeta_{11}, \zeta_{12}^{(1)})$ とし，$\iota_{1\otimes 2}^{-1}(w\otimes 1)$ に対して定理を適用すると，(GHPR) は

$L(w;z_{1})= \int_{C_{2\otimes 1}}\iota_{2\otimes 1}\circ\iota_{1\otimes 2}^{-1}(w\otimes 1)$ (GHPR’)

と書くことができる．
例えばごく低次の場合一般化された調和積関係式を書き下してみると，次のようになる 15.

$\bullet w=\zeta_{11}\zeta_{12}^{(1)}$ $\iota_{1\otimes 2}^{-1}(w\otimes 1)=\zeta_{11}\zeta_{12}+\zeta_{22}\zeta_{11}-\zeta_{22}\zeta_{12}-\zeta_{2}\zeta_{12},$

$Li_{1,1}(1,1;z_{1}, z_{2})=Li_{1}(z_{2})Li_{1}(z_{1})-Li_{1,1}(1,1;z_{2}, z_{1})-Li_{2}(0,1 :z_{2}, z_{1})$.
$\bullet w=\zeta_{12}^{(1)}\zeta_{11}$ $\iota_{1\otimes 2}^{-1}(w\otimes 1)=\zeta_{12}\zeta_{11}-\zeta_{22}\zeta_{11}+\zeta_{22}\zeta_{12}+\zeta_{2}\zeta_{12},$

$L(^{1}z_{2^{1}}1;z_{1})=Li_{1}(0,1;z_{2}, z_{1})Li_{1}(z_{1})-Li_{1}(z_{2})Li_{1}(z_{1})+Li_{1,1}(1,1; z_{2}, z_{1})+Li_{2}(0,1;z_{2}, z_{i})$.
$15_{\iota}$ の逆写像を一般に求めるのは組合せ論的に面白い問題ではあるが，大変難しい．
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$w=\zeta_{12}^{(1)}\zeta_{11}\zeta_{12}^{(1)}$

$\iota_{1\otimes 2}^{-1}(w\otimes 1)=\zeta_{12}\zeta_{11}\zeta_{12}+\zeta_{12}\zeta_{22}\zeta_{11}+\zeta_{22}\zeta_{12}\zeta_{11}-\zeta_{22}\zeta_{11}\zeta_{12}$

$-2\zeta_{22}\zeta_{22}\zeta_{11}+2\zeta_{22}\zeta_{22}\zeta_{12}+2\zeta_{22}\zeta_{2}\zeta_{12}-\zeta_{12}\zeta_{22}\zeta_{12}-\zeta_{12}\zeta_{2}\zeta_{12},$

$L(^{1}z_{2^{1}}1^{1}z_{2};z_{1})=-2Li_{1,1}(z_{2})Li_{1}(z_{1})+2Li_{1,1,1}(2,1;z_{2}, z_{1})+2Li_{1,2}(1,1;z_{2}, z_{1})$

$+L(^{1}z_{1^{1}}1;z_{2})Li_{1}(z_{1})+Li_{1,1}(1,1;z_{2}, z_{1})Li_{1}(z_{1})-L(^{1}z_{1^{1}}1^{1}z_{1};z_{2})-Li_{1,2}(0,2;z_{2}, z_{1})$ .

さらに，このうち左辺が 2変数多重対数関数になるものは右辺もまた 2変数多重対数関数の
みで表す事が出来，それら全体が実は 2変数多重対数関数の調和積と同値である 16.

定理 4([OU]). $w=\zeta_{1}^{k_{1}-1}\zeta_{11}\cdots\zeta_{1}^{k_{i}-1}\zeta_{11}\zeta_{1}^{k_{i+1}-1}\zeta_{12}^{(1)}\cdots\zeta_{1}^{k_{r}-1}\zeta_{12}^{(1)}\in S^{0}(\zeta_{1}, \zeta_{11}, \zeta_{12}^{(1)})$に対し，一
般化された調和積関係式 (GHPR’) は 2変数多重対数関数の関数等式を与える．さらに，これら
の関係式は多重対数関数の調和積と同値である．

証明の概略．主変数 $z_{1}$ , パラメータ $z_{2}$ の 2変数多重対数関数の $z_{1},$ $z_{2}$ による偏微分が再び 2変
数多重対数関数になり，全微分が

$dLi_{k_{1},\ldots,k_{r}}(i, r-i:z_{1}, z_{2})=\zeta_{1}f_{1}+\zeta_{11}f_{11}+\zeta_{2}f_{2}+\zeta_{22}f_{22}+\zeta_{12}f_{12}$

$(fi, \ldots, fi_{2} は重み 17が 1下がった 2変数多重対数関数の和)$ と書けることを用いる．この 2 変
数多重対数関数の全微分を繰り返し取ることにより $\iota_{1\otimes 2}^{-1}(w\otimes 1)\in \mathcal{B}^{0}$ を帰納的に構成すること
が出来，一般化された調和積関係式を

$Li_{k_{1},\ldots,k_{r}}(i, r-i:z_{1}, z_{2})=\int_{C_{2\otimes 1}}dLi_{k_{1},\ldots,k_{r}}(i, r-i:z_{1}, z_{2})$

という再帰的な関係式として書くことができる．この関係式は $(z_{1}$ の $2MPL)\cross$ ( $z_{2}$ の IMPL) を
$(z_{2}$ の $2MPL)\cross$ ( $z_{1}$ の IMPL) に書き直す方法を与えており，それが多重対数関数の調和積を定
義する関係式 ($HP$-MPL) と等しい事が示される．

9 2変数形式的 $KZ$方程式の正規化ざれた基本解とその分解

一般化された調和積関係式を解の接続問題として捉えるため，2変数形式的 $KZ$方程式の基本
解を構成してこれまでの議論と結びつけよう．

命題 5([OU]). $\Omega_{0},$ $\Omega’$ をそれぞれ

$\Omega_{0}=\zeta_{1}Z_{1}+\zeta_{2}Z_{2},$ $(\Omega の (0,0)$ で特異性を持つパート)
$\Omega’=\Omega-\Omega_{0}=\zeta_{11}Z_{11}+\zeta_{22}Z_{22}+\zeta_{12}Z_{12}.$ $(\Omega の (0,0)$ で正則なパート)

16互いに線形結合で表せるという意味．
17多重対数関数 $Li_{k_{1},\ldots,k_{f}}(i, r-i;z_{1}, z_{2})$ に対し，インデックスの和 $k_{1}+\cdots+k_{r}$ を重みと呼ぶ．
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とする．原点で正規化された基本解 $\mathcal{L}(z_{1}, z_{2})=\hat{\mathcal{L}}(z_{1}, z_{2})z_{1}^{Z_{1}}z_{2}^{Z_{2}}(\hat{\mathcal{L}}(z_{1}, z_{2})$ は $(0,0)$ で正則で
$\hat{\mathcal{L}}(0,0)=I)$ は一意的であり，次で与えられる 18.

$\hat{\mathcal{L}}(z_{1}, z_{2})=\sum_{s=0}^{\infty}\hat{\mathcal{L}}_{s}(z_{1}, z_{2})$ ,

$\hat{\mathcal{L}}_{s}(z_{1}, z_{2})=\int_{(0,0)}^{(z_{1},z_{2})}(ad(\Omega_{0})+\mu(\Omega’))^{s}(1\otimes 1)$ . $(2KZSo1)$

更に，任意の $s$ に対して $(ad(\Omega_{0})+\mu(\Omega’))^{s}(1\otimes I)$ $\in \mathcal{B}^{0}\otimes \mathcal{U}(X)$ となっている．

一方，2変数形式的 $KZ$方程式を $C_{1\otimes 2}^{(1)},$ $C_{1\otimes 2}^{(2)},$ $C_{2\otimes 1}^{(2)},$ $C_{2\otimes 1}^{(1)}$ に制限する 19. このとき 2変数形
式的 $KZ$方程式は以下の 4つの (一般化された 20)1変数形式的 $KZ$ 方程式となり，基本解が次の
ように与えられる．$d_{z_{1}}$ (resp. $d_{z_{2}}$ ) は $z_{1}$ (resp. $z_{2}$ ) による外微分とする．

$C_{1\otimes 2}^{(1)}$ : $d_{z_{1}}G(z_{1}, z_{2})=\Omega_{1\otimes 2}^{(1)}G(z_{1}, z_{2})$ , $\Omega_{1\otimes 2}^{(1)}=\zeta_{1}Z_{1}+\zeta_{11}Z_{11}+\zeta_{12}^{(1)}Z_{12},$

基本解 $\mathcal{L}_{1\otimes 2}^{(1)}=\hat{\mathcal{L}}_{1\otimes 2}^{(1)}z_{1}^{Z_{1}},$

$C_{1\otimes 2}^{(2)}$ : $d_{z2}G(z_{2})=\Omega_{1\otimes 2}^{(2)}G(z_{2})$ , $\Omega_{1\otimes 2}^{(2)}=\zeta_{2}Z_{2}+\zeta_{22}Z_{22},$

基本解 $\mathcal{L}_{1\otimes 2}^{(2)}=\hat{\mathcal{L}}_{1\otimes 2}^{(2)}z_{2}^{Z_{2}},$

$C_{2\otimes 1}^{(2)}$ : $d_{z2}G(z_{1}, z_{2})=\Omega_{2\otimes 1}^{(2)}G(z_{1}, z_{2})$ , $\Omega_{2\otimes 1}^{(2)}=\zeta_{2}Z_{2}+\zeta_{22}Z_{22}+\zeta_{12}^{(2)}Z_{12},$

基本解 $\mathcal{L}_{2\otimes 1}^{(2)}=\hat{\mathcal{L}}_{2\otimes 1}^{(2)}z_{2}^{Z_{2}},$

$C_{2\otimes 1}^{(1)}$ : $d_{z_{1}}G(z_{1})=\Omega_{2\otimes 1}^{(1)}G(z_{1})$, $\Omega_{2\otimes 1}^{(1)}=\zeta_{1}Z_{1}+\zeta_{11}Z_{11},$

基本解 $\mathcal{L}_{2\otimes 1}^{(1)}=\hat{\mathcal{L}}_{2\otimes 1}^{(1)}z_{1}^{Z_{1}}.$

ここで，各 $\hat{\mathcal{L}}_{i\otimes j}^{(k)}$ は $z_{k}=0$ で正則で $\hat{\mathcal{L}}_{i\otimes}^{(k)_{j}}|_{z_{k}=0}=I$ を満たしている関数として特徴付けられる．

これに対して次の命題 (分解定理) が成立する．この命題は次節で見るように実際に解の反復積
分表示を考えると明らかだが，解の具体的な表記を用いなくても方程式の形と命題 1の実の分
解，解の漸近挙動のみから示すことができる．

命題 6(分解定理). $(2KZ)$ の原点で正規化された基本解 $\mathcal{L}(z_{1}, z_{2})$ は次のように 1変数の方程
式の基本解の積に分解される．

$\mathcal{L}(z_{1}, z_{2})=\mathcal{L}_{1\otimes 2}^{(1)}\mathcal{L}_{1\otimes 2}^{(2)}=\mathcal{L}_{2\otimes 1}^{(2)}\mathcal{L}_{2\otimes 1}^{(1)},$

$\hat{\mathcal{L}}(z_{1}, z_{2})=\hat{\mathcal{L}}_{1\otimes 2}^{(1)}\hat{\mathcal{L}}_{1\otimes 2}^{(2)}=\hat{\mathcal{L}}_{2\otimes 1}^{(2)}\hat{\mathcal{L}}_{2\otimes 1}^{(1)}.$

$18\omega\in\{\zeta_{1}, \ldots, \zeta_{12}\},$ $\varphi\in \mathcal{B},$ $X\in\{Z_{1}, \ldots, Z_{12}\},$ $F\in$ u(鋤に対し，$ad(\omega\otimes X)(\varphi\otimes F)=\omega\varphi\otimes[X, F],$

$\mu(\omega\otimes X)(\varphi\otimes F)=\omega\varphi\otimes XF.$

19それぞれ $z_{2}=$ 定数，$z_{1}=0,$ $z_{1}=$ 定数，$z_{2}=0$ で定義される積分路．
$20_{P^{1}-}\{0, a_{1}, \ldots, a_{n}, \infty\}$ 上の全微分方程式 $dG=^{X_{\Delta_{\frac{dz}{z}}}}-+ \sum_{=1}^{n}\frac{a\cdot X\cdot dz}{1-a:z}$ を一般化された 1変数形式的 $KZ$ 方程

式 (あるいは形式的 Schlesinger 系) と呼ぷ．これに関しても 1変数形式的 $KZ$ 方程式と同様に基本解が構成できる．
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10 2変数形式的 $KZ$方程式の解の反復積分表示
2変数形式的 $KZ$方程式の原点で正規化された基本解 $\mathcal{L}(z_{1}, z_{2})$ を具体的に計算してみょう．
$\alpha:\mathcal{U}(\mathfrak{X})arrow End(\mathcal{U}(X))$ を

$\alpha$ : $(Z_{1}, Z_{11}, Z_{2}, Z_{22}, Z_{12})\mapsto(ad(Z_{1}), \mu(Z_{11}), ad(Z_{2}), \mu(Z_{22}), \mu(Z_{12}))$

とし，$\theta_{i\otimes j}^{(i)},$ $\theta_{i\otimes j}^{(j)}$ をそれぞれ $\mathcal{U}(C\{Z_{i}, Z_{ii}, Z_{12}\})arrow S(\zeta_{i}, \zeta_{ii}, \zeta_{12}^{(i)}),$ $\mathcal{U}(C\{ろ, Z_{jj}\})arrow S(\zeta_{j}, \zeta_{jj})$

の双対を与える写像とする．すなわち

$\theta_{i\otimes j}^{(i)}(Z_{i})=\zeta_{i}, \theta_{i\otimes j}^{(i)}(Z_{ii})=\zeta_{ii}, \theta_{i\otimes j}^{(i)}(Z_{12})=\zeta_{12}^{(i)},$

$\theta_{i\otimes j}^{(j)}($ろ $)=\zeta_{j},$ $\theta_{i\otimes j}^{(j)}(Z_{jj})=\zeta_{jj}$

で定義する．

命題 7([OU]). $(2KZSo1)$ において反復積分の積分路を $C_{1\otimes 2}$ にとると，$\mathcal{L}(z_{i}, z_{2})$ の正則部分
の $s$ 次パートは

$\hat{\mathcal{L}}_{S}(z_{1}, z_{2})=\int_{C_{1\otimes 2}}(ad(\Omega_{0})+\mu(\Omega’))^{S}(1\otimes I)$

$= \int_{C_{1\otimes 2}}(\iota_{1\otimes 2}\otimes id_{\mathcal{U}(x)})((ad(\Omega_{0})+\mu(\Omega’))^{S}(1\otimes 1))$

$= \sum_{W,W’}L(\theta_{1\otimes 2}^{(1)}(W’);z_{1})L(\theta_{1\otimes 2}^{(2)}(W^{J/});z_{2})\alpha(W’)\alpha(W")(I)$

と計算できる．但し，ここで和 $\sum_{W’,W"}$ は $W$’が $Z_{1},$ $Z_{11},$ $Z_{12}$ の $Z_{1}$ で終わらない語，$W”$ が
$Z_{2},$ $Z_{22}$ の $Z_{2}$ で終わらない語で長さの和が $s$ であるような組全体を動く．これは $\hat{\mathcal{L}}_{1\otimes 2}^{(1)}\hat{\mathcal{L}}_{1\otimes 2}^{(2)}$ の
$s$ 次パートに等しい 21. 同様に積分路を $C_{2\otimes 1}$ にとると，

$\hat{\mathcal{L}}_{s}(z_{1}, z_{2})=\sum_{W,W’}L(\theta_{2\otimes 1}^{(2)}(W’);z_{2})L(\theta_{2\otimes 1}^{(1)}(W");z_{1})\alpha(W’)\alpha(W")(I)$ ,

和 $\sum_{W’,W"}$ は $W’$ が $Z_{2},$ $Z_{22},$ $Z_{12}$ の $Z_{2}$ で終わらない語，$W”$ が $Z_{1},$ $Z_{11}$ の $Z_{1}$ で終わらない語で
長さの和が $s$ であるような組全体を動く，となり，$\hat{\mathcal{L}}_{2\otimes 1}^{(2)}\hat{\mathcal{L}}_{2\otimes 1}^{(1)}$ の $s$ 次パートに等しい 22.

これより直ちに分解定理の 2通りの分解は基本解を $C_{1\otimes 2},$ $C_{2\otimes 1}$ それぞれの積分路で計算した
結果に対応していることが分かる．

また，これらはそれぞれ $z_{1}$ (resp. $z_{2}$ ) を主変数とする超対数関数と $z_{2}$ (resp. $z_{1}$ ) 変数の 1変
数多重対数関数を係数とする $Z_{1},$ $Z_{11},$ $Z_{12}$ が $Z_{2},$ $Z_{22}$ の左にある (resp. $Z2,$ $Z_{22},$ $Z_{12}$ が $Z_{1},$ $Z_{11}$ の

左にある) $\mathcal{U}(\mathfrak{X})$ の元の線形結合であり，それぞれの $\mathcal{U}(\mathfrak{X})$ 部分を無限小純組み紐関係式 (IPBR)

$21Z_{1}$ が $Z_{2},$ $Z_{22}$ と可換であるので $W’$ を $Z_{1},$ $Z_{11},$ $Z_{12}$ の語，$W”$ を $Z_{2},$ $Z_{22}$ の語とすると $ad(Z_{1})(W’W")=$
ad$(Z_{1})(W’)W"$ であることに注意する．

22この命題の 1変数の場合が (lKZSol) に他ならない．
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を用いて同じ基底で書き直して係数を比較することにより関数等式を得ることができる．しか
しそもそも被積分形式 $(ad(\Omega_{0})+\mu(\Omega’))^{s}(1\otimes I)$ が $\mathcal{B}^{0}\otimes \mathcal{U}(\mathfrak{X})$ に属する，すなわち $\mathcal{U}(X)$ の任

意の基底に対してその係数が $\mathcal{B}^{0}$ に属することを思い出すと，その係数の比較は $\mathcal{U}(\mathfrak{X})$ の基底に

対応する $\mathcal{B}^{0}$ の元を $C_{1\otimes 2},$ $C_{1\otimes 2}$ に沿って積分した結果と等しくなければならない．これは一般
化された調和積関係式そのものである 23.

以上の議論により一般化された調和積関係式 (純代数的，組合せ論的に得られる関係式), 分解
定理における 2通りの分解における係数の比較 (微分方程式の解の漸近挙動のみから得られる),
形式的 $KZ$ 方程式の基本解の 2通りの積分路に応じた表示における係数の比較 (積分路の選択
という幾何によって得られる関係式) が全て同値であることが示された．

さらに，積分路 $C_{1\otimes 2},$ $C_{2\otimes 1}$ の選択は解の変換，即ち $(0,0),$ $(0,1)$ における基本解の接続公式 24と
(0,0), (1,0) における基本解の接続公式に対して変数変換 $(z_{1}, z_{2})arrow(z_{2}, z_{1})$ を施したものが等

しい，として解釈できる．これはもとの 5角形の座標 $\{x_{ij}\}$ で考えると添字を (24) (35) で置換す

る解の変換に対応しており，一般化された調和積関係式 (調和積) を解の変換理論，接続問題と
して解釈することが出来た．

11 3変数以上への一般化
一般に $\mathcal{M}_{0,n}$ は (単体座標の変数を落とす射影などによって)$\mathcal{M}$0,n-l 上のファイバー空間構

造を持つ (ファイバーは $P^{1}-\{n-1$ 点}). しかし，立方体座標の変数を落とす射影が $\mathcal{M}_{0,n}$ の

$\mathcal{M}_{0,n-1}$ 上のファイバー空間構造を与えているとは限らない．与えている場合は 2変数と同様
の方法で解の分解と超対数関数の関数等式を得ることができる．この場合基本群は

$\pi_{2}(\mathcal{M}_{0,n-1})=1arrow\pi_{1}(P^{1}-\{n-1$ 点 $\})$ $arrow\pi$1 $(\mathcal{M}_{0,n})$

$arrowarrow\pi_{1}(\mathcal{M}_{0,n-1})arrow\pi_{0}(P^{1}-\{n-1$ 点 $\})=1$

という分裂する完全系列を持ち，次のように分解する．

$\pi_{1}(\mathcal{M}_{0,n})\cong\pi_{1}(P^{1}-\{n-1$点 $\})$ $\rtimes\pi$1 $(\mathcal{M}_{0,n-1})$

$\cong\pi_{1}(P^{1}-\{n-1$ 点 $\})\rtimes(\pi_{1}(P^{1}-\{n-2$ 点 $\})\rtimes\pi 1(\mathcal{M}_{0,n-2}))$

$\cong\pi_{1}(P^{1}-\{n-1$ 点 $\})\rtimes(\pi_{1}(P^{1}-\{n-2$ 点 $\})$ $\rtimes(\pi_{1}(P^{1}-\{n-3$ 点 $\})$

. . . $(\pi_{1} (P^{1}-\{4$ 点 $\})\rtimes\pi 1(P^{1}-\{3$ 点 $\})\cdots)$ .

例えば 3変数 $(\mathcal{M}_{0,6})$ の場合，立方体座標 $(z_{1}, z_{2}, z_{3})$ において特異因子は $z_{i}=0,1,$ $\infty(i=$

$1,2,3),$ $z_{1}z_{2}=1,$ $z_{2}z_{3}=1,$ $z_{1}z_{2}z_{3}=1$ であり，射影 $(z_{1}, z_{2}, z_{3})arrow(z_{1}, z_{2})$ , $(z_{1}, z_{2}, z_{3})arrow$

23もちろん $\mathcal{B}^{0}$ の適当な基底全てに対応する項が現れている．
24分解定理 (命題 6) より 1変数の場合に帰着でき，接続係数は Drinfel’dassociator で与えられる．
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$(z_{2}, z_{3})$ は $\mathcal{M}_{0,6}arrow \mathcal{M}_{0,5}$ ファイバー空間構造を与える 25. しかし，$(z_{1}, z_{2}, z_{3})arrow(z_{1}, z_{3})$ はファ
イバー空間構造を与えない 26.

従って左図の積分路に沿って 3変数形式的 $KZ$方
程式の解を計算するにあたり，

$\{\begin{array}{l}C_{3\otimes 2\otimes 1}:(z_{1}, z_{2}, z_{3})arrow(z_{1}, z_{2})arrow z_{1}C_{3\otimes 1\otimes 2}:(z_{1}, z_{2}, z_{3})arrow(z_{1}, z_{2})arrow z_{2}C_{1\otimes 3\otimes 2}:(z_{1}, z_{2}, z_{3})arrow(z_{2}, z_{3})arrow z_{2}C_{1\otimes 2\otimes 3}:(z_{1}, z_{2}, z_{3})arrow(z_{2}, z_{3})arrow z_{3}\end{array}$

の 4つはファイバー空間構造の列に沿ったもので
あり，2変数の場合と同様にして超対数関数の関

数等式を得ることができる (例えば最初の積分路は無限小純組み紐 Lie環の分解

$\mathcal{U}(\mathfrak{X})=\mathcal{U}(C\{Z_{3}, Z_{33}, Z_{23}, Z_{13}\})\otimes \mathcal{U}(C\{Z_{2}, Z_{22}, Z_{12}\})\otimes \mathcal{U}(C\{Z_{1}, Z_{11}\})$

に対応しており，解には $z_{3}$ を主変数，$0,1,$ $\frac{1}{z2},$ $\frac{1}{z1z2},$ $\infty$ を特異点に持つ超対数関数と $z_{2}$ を主変数，
$0,1,$ $\frac{1}{z_{1}},$ $\infty$ を特異点に持つ超対数関数と $z_{1}$ 変数の 1変数多重対数関数の積が現れる). しかし

$\{\begin{array}{l}C_{2\otimes 3\otimes 1}:(z_{1}, z_{2}, z_{3})arrow(z_{1}, z_{3})arrow z_{1}C_{2\otimes 1\otimes 3}:(z_{1}, z_{2}, z_{3})arrow(z_{1}, z_{3})arrow z_{3}\end{array}$

の 2つの積分路における解はファイバー空間構造の分解には対応していない．実際無限小純組
み紐 Lie環においても

$\mathcal{U}(\mathfrak{X})\neq \mathcal{U}(C\{Z_{2}, Z_{22}, Z_{12}, Z_{23}, Z_{13}\})\otimes \mathcal{U}(C\{Z_{1}, Z_{11}\})\otimes \mathcal{U}(C\{Z_{3}, Z_{33}\})$

である．しかし，これらの積分路においても対応する解を求めて何らかの関数等式を得ることは
でき，一般の超対数関数同士の調和積に相当する関数等式などが現れていると考えられる．こ
のとき $\mathcal{U}(\mathfrak{X})$ は自由 Lie環の展開環のテンソル積としては分解されず，それを適当な束縛条件で
割った商代数に同型になる．このような場合も含めて幾何学的な意味づけ 27を考察し，解の分解
を統合的に捉える枠組みを構築することは今後の大変興味深い研究対象となり得る．

$25_{Z_{1},Z_{2}}$ の満たす関係式は $z_{l}\neq 0,1,$ $\infty,$ $z_{1}z_{2}\neq 1$ であり，$(z_{1}, z_{2})$ は $\mathcal{M}_{0,5}$ の立方体座標である．$(z_{2}, z_{3})$ も同様．
$26_{z_{1}z_{3}=}1$ となっても構わないため，$(z_{1}, z_{3})$ は $\mathcal{M}_{0,5}$ の座標になっていない．
27モジュライ空間の商空間とその特異ファイバーの基本群など．
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