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1 群の growth series と growth rate
群の growth series は、 その有限生成系を固定したときに以下のように定められる。 $G$ を有限生成群とし、

$S$ をその有限生成系とする。 ここでは、 $S=S^{-1},$ $e\not\in S$ と仮定する。 以下、 まとめて $(G, S)$ と書く。 $g\in G$

の $S$ による語の長さを $l_{S}(g):= \min\{n\in \mathbb{N}|g=s_{1}\cdots s_{n}, s_{i}\in S\}$ と定める。 ただし、 $l_{S}(e)=0$ とする。

このとき、 $(G, S)$ の growth series を

$f_{S}(t):= \sum_{g\in G}t^{l_{S}(g)}=\sum_{k\geq 0}a_{k}t^{k}=1+|S|t+\cdots$

で定める。 ここで、 $a_{k}$ は語の長さが $k$ となる $G$ の元の個数である。 さらに、 $\tau:=\lim_{karrow}\sup_{\infty}\sqrt[k]{a_{k}}$
を $(G, S)$ の

growth rate と呼ぶ。 $t$ を複素数とすれば、 Cauchy-Hadamard の定理から、 $\tau$ は $f(t)$ の収束半径 $R$ の逆数で

ある。

2 Coxeter群の growth series
まず、 Coxeter 系とそのグラフの定義を述べる [KP, Pari]。

定義 2.1. $(G, S)$ が Coxeter 系とは、 群 $G$ の関係式が次で与えられていることである ;

$G=<s\in S|(st)^{m_{s,t}}=e$ , for $s,$ $t\in S>$ であり、 かつ

1. $m_{s,t}=m_{t,s、}$

2. 任意の $s\in S$ に対し、 $m_{SS}=1$ 、

3. $s\neq t$ ならば、 $m_{s,t}\in\{2,3, \cdots, +\infty\}$
。

また、 このとき $G$ を Coxeter 群という。

定義 2.2. Coxeter 系 $(G, S)$ の Coxeter グラフとは、 頂点が生成元を表し、以下のルールで頂点同士を結ん
だものである ; 相異なる $s,$ $t\in S$ に対し、

1. $m_{s,t}\geq 4$ ならば、 $s,$ $t$ に対応する頂点を直線で結び $m_{s,t}$ とラベル付けする、

2. $m_{s,t}=3$ ならば、 $s,$ $t$ }こ対応する頂点を直線で結ぶ、

3. $m_{s,t}=2$ ならば、 $s,$ $t$ に対応する頂点は結ばない。

以下、 Coxeter 群 $G$ に対しては、常に Coxeter 系 $(G, S)$ を考えるものとし、 $(G, S)$ を Coxeter 群と呼ぶこ
とにする。
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定理 2.3. (Solomon $[So|)(G, S)$ を $k$ 個の頂点を持つ連結な Coxeter グラフで表される有限位数の Coxeter
群 (以下、既約な有限 Coxeter 群と呼ぶ) とし、 その growth series を $f_{S}(t)$ とすると、

$f_{S}(t)= \prod_{i=1}^{k}(1+t+t^{2}+\cdots+t^{m_{\dot{0}}})$

となる。 ここで、 $\{m_{1}, m_{2}, \cdots , m_{k}\}$ は $(G, S)$ の exponents である。 exponents とは、 以下で定義される ; 生
成系 $S=\{s_{1}, \ldots, s_{k}\}$ の元の任意の順番の積で定義される Coxeter 元 $c:=s_{\sigma(1)}\cdots s_{\sigma(k)}$ (ここで $\sigma$ は $S$ の置
換 $)$ の位数を $h$ としたとき、Coxeter元を直交群の元として表したものの固有値は、 $(e^{2\pi i/h})^{m_{i}},$ $i=m_{1},$

$\ldots,$ $m_{k}$

となり、 この $m_{1},$
$\ldots,$

$m_{k}$ を exponents という。

既約な有限 Coxeter 群の exponents とその growth series は下表のとおりであることが知られている ([Hu,
$KP$] $)_{0}$ Symbol に対応する Coxeter グラフについては [Hu, $R$] を参照して頂きたい。 また、 $[n]$ $:=1+t+t^{2}+$

十 $t^{n-1、}[n, m]=[n][m]$ としている。

図 1: 既約な有限 Coxeter群の growth series

また、 すべての有限 Coxeter 群は既約な有限 Coxeter 群の Coxeter グラフの直和で表される。

定理 2.4. $(G, S)$ を連結でない Coxeter グラフで表される有限 Coxeter 群 (既約でない有限 Coxeter群)
、 そ

の growth series を $f_{S}(t)$
、

$T_{1},$
$\ldots,$

$T_{l}\subset S$ をグラフの各連結成分に対応する生成元集合、 $f_{T_{j}}(t)$ を Coxeter 部
分群 $(G_{T_{j}}, T_{j})$ の growth series とすると、

$f_{S}(t)= \prod_{j=1}^{l}f_{T_{j}}(t)$

となる。

さらに、 無限 Coxeter 群の growth series は有限 Coxeter 部分群の growth series を用いて表される。

定理 2.5. (Steinberg [St]) $(G, S)$ を無限 Coxeter 群、 $T\subset S$ に対し Coxeter部分群 $(G_{T}, T)$ の growth series
を方 $(t)$ とすると、

$\frac{1}{f_{S}(t^{-1})}=\sum_{T\subset S,|G_{T}|<\infty}\frac{(-1)^{|T|}}{f_{T}(t)}$

となる。

上の定理から、 $(G, S)$ が無限 Coxeter群の場合、その growth series $f_{S}(t)$ は有理関数 $P(t)/Q(t)$ に解析接続
されることがわかる。 この有理関数を growth function と呼ぶ。 よって、 growth rate を調べるには、 growth
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function の極の最小絶対値の逆数を調べればよい。実際、分母 $Q(t)$ は整数係数の多項式であり、 $f_{S}(O)=1$ 、

$P(O)=1$ であることから $Q(O)=1$ であり、 growth rate を根に持つ多項式 tn $Q$ (t-l)(ここで $n$ は $Q(t)$ の次

数 $)$ は monic となることから、 growth rate は代数的整数であることがわかる。3章 2節以降では growth rate
の数論的性質をさらに詳しく述べる。

3 Coxeter多面体から定まる鏡映群とその growth rate

Coxeter群の中には、 Coxeter 多面体と呼ばれる多面体から定まる鏡映群に一致するものがある。 この章で
は、 そのような Coxeter 群の growth rate についての先行結果と主定理について述べる。まず、 Coxeter 多面
体とそれから定まる鏡映群の定義について述べる。

3.1 Coxeter多面体から定まる鏡映群

定義 3.1. $X^{n}$ を $n$ 次元双曲空間 $\mathbb{H}_{\backslash }^{n}$ Euclid 空間 $E^{n、}$ または球面空間 $\mathbb{S}^{n}$ とする。 $\mathbb{X}^{n}$ の Coxeter 多面体と
は、 各面角の大きさが $\pi/m_{s,t}$ $(ただし m_{8},t は 2以上の整数または \infty)$ である体積有限の多面体のことである。

ここで、 $s,$ $t$ は多面体の $n-1$ 次元の 2つの互いに交わる面を、 $\pi/m_{s,t}$ はその間の面角を表すこととする。

また、 Coxeter 多面体から定まる鏡映群とは、Coxeter 多面体の $n-1$ 次元の面を含む超平面に関する鏡映

変換の集合 $S$ で生成される等長変換部分群 $G$ のことである。

定理 3.2. Coxeter 多面体から定まる鏡映群は Coxeter 群である、つまり定義 3.1における $(G, S)$ は Coxeter
系である。

実際、 定義 3.1における $s,$ $t$ を $s,$ $t\in S$ と思えば、 $G$ の関係式は定義 $2.1_{\backslash }(G, S)$ の Coxeter グラフは定義
2.2と同様である。

3.2 双曲 Coxeter群の growth rate
$\mathbb{H}^{n}$ の Coxeter 多面体から定まる鏡映群は双曲 Coxeter 群と呼ばれ、 growth rate の数論的性質についてい

くつかの先行結果がある。 ここではまず、低次元双曲空間における結果を紹介する。

定理 3.3. (Cannon-Wegraich, Parry [CW, Parr]) $\mathbb{H}^{2}$ または $\mathbb{H}^{3}$ の compact な Coxeter 多面体から定まる鏡
映群の growth rate は Salem 数である。 ここで Salem 数とは、代数的整数かつ 1より大きい実数で、 その共

役な根で自身以外のものは絶対値が 1であるものである。

定理 3.4. (Floyd [F]) $\mathbb{H}^{2}$ の non-compact な Coxeter 多面体から定まる鏡映群の growth rate は Pisot-
Vijayaraghavan 数である。 ここで Pisot-Vijayaraghavan 数 (P. $V$ . 数) とは、 代数的整数かつ 1より大き

い実数で、 その共役な根で自身以外のものは絶対値が 1より小さいもののことである。

これらの他、 Kellerhals と Perren は、 4次元の双曲空間の compact な Coxeter 多面体で高々6つの鏡映変

換で生成される鏡映群の growth rate は Salem 数ではなく Perron 数であるという結果を数値計算により得
ている [KP]。ここで Perron 数とは、代数的整数かつ 1より大きい実数で、 その共役な根で自身以外のもの
は絶対値が自身より小さいもののことである。

3.3 主定理

そこで我々は、 $\mathbb{H}^{3}$ の non-compact な場合について以下の結果を得た。 growth function の Steinberg の公

式を用いた具体的な計算方法や主定理の証明の詳細については、 [KU, $U$] を参照して頂きたい。
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定理 3.5. (主定理 (Komori- $U$)) $\mathbb{H}^{3}$ の non-compact な Coxeter 四面体または Coxeter 四角錐から定まる
鏡映群の growth rate は Perron 数である。

$\mathbb{H}^{3}$ の non-compact な Coxeter 四面体、 non-compact な Coxeter 四角錐のリストはそれぞれ以下である
$([Hu, R]、[T])$ 。

くレム
�� � $4$ $5$ $6$

図 2: $\mathbb{H}^{3}$ の non-compact な四面体

$k=2,3,4,\cdot$ $m=2,3,4,\cdot$

$I=3,4,\cdot$ $n=3,4.$

$k=5,6,\cdot$ $m=2,3,\cdot$

$|=2,3,4,5,6.$

図 3: $\mathbb{H}^{3}$ の non-compact な四角錐

実際、 non-compact な Coxeter 四面体から定まる鏡映群の growth function の分母多項式のリストは以下
である。 式番号はグラフの番号である。

1. $(t-1)(t^{3}+t-1)$

2. $(t-1)(t^{4}+t^{3}+t^{2}+t-1)$

3. $(t-1)(3t^{2}+t-1)$

4. $(t-1)(t^{7}+t^{6}+2t^{5}+2t^{4}+t^{3}+t^{2}-1)$

5. $(t-1)(t^{9}+t^{7}+t^{6}+t^{4}+t^{2}+t-1)$

6. $(t-1)(2t^{5}+t^{4}+t^{2}+t-1)$

7. $(t-1)(t^{7}+t^{6}+t^{5}+t^{4}+t^{3}-1)$

8. $(t-1)(t^{2}+t-1)(t^{2}+t+1)$

9. $(t-1)(t^{5}+t^{3}+t-1)$
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10. $(t-1)(2t^{4}+3t^{3}+t^{2}-1)$

11. $(t-1)(t^{5}+t^{4}+t^{2}+t-1)$

12. $(t-1)(t^{6}+t^{5}+t^{4}+t^{3}+t^{2}+t-1)$

13. $(t-1)(3t^{3}+t^{2}+t-1)$

14. $(t-1)(t^{5}+t^{4}+t-1)$

15. $(t-1)(t^{8}+2t^{7}+2t^{6}+3t^{5}+t^{4}+t^{3}-1)$

16. $(t-1)(t^{7}+t^{6}+t^{5}+t^{4}-1)$

17. $(t-1)(t^{3}+t-1)(t^{4}+t^{3}+t^{2}+t+1)$

18. $(t-1)(t^{13}+t^{12}+2t^{11}+2t^{10}+2t^{9}+2t^{8}+2t^{7}+2t^{6}+2t^{5}+t^{4}+t^{3}-1)$

$19.$ $(t-1)(t^{2}+t-1)(t^{4}+t^{3}+t^{2}+t+1)$

20. $(t-1)(t^{7}+t^{6}+2t^{5}+t^{4}+t^{3}+t-1)$

21. $(t-1)(t^{4}+t^{3}+t^{2}+t-1)(t^{4}+t^{3}+t^{2}+t+1)$

22. $(t-1)(t^{10}+t^{9}+t^{8}+t^{7}+t^{6}+t^{5}+t^{4}+t^{3}+t^{2}+t-1)$

23. $(t-1)(3t^{5}+t^{4}+t^{3}+t^{2}+t-1)$。

さらに、 non-compact な Coxeter 四角錐から定まる鏡映群の growth function の分母多項式のリストは以
下である。

. $(k, l, m, n)=$ (2,3,2,3): $(t-1)(t^{5}+2t^{4}+2t^{3}+t^{2}-1)$

. $(2,3,2,4)$ : $(t-1)(t^{7}+t^{6}+2t^{5}+t^{4}+2t^{3}+t-1)$

. $(2,3,3,3)$ : $(t-1)(t^{4}+2t^{3}+t^{2}+t-1)$

. $(2,3,3,4)$ : $(t-1)(t^{7}+2t^{6}+2t^{5}+2t^{4}+2t^{3}+t^{2}+t-1)$. $(2,3,4,4)$ : $(t-1)(t^{5}+t^{4}+t^{3}+2t-1)$. $(2,4,2,4)$ : $(t-1)(t^{4}+2t^{3}+t^{2}+t-1)$. $(2,4,3,3)$ : $(t-1)(t^{7}+2t^{6}+2t^{5}+3t^{4}+2t^{3}+t^{2}+t-1)$

. $(2,4,3,4)$ : $(t-1)(t^{8}+2t^{7}+3t^{6}+3t^{5}+3t^{4}+3t^{3}+t^{2}+t-1)$. $(2,4,4,4)$ : $(t-1)(2t^{4}+3t^{3}+2t^{2}+t-1)$. $(3,3,3,3)$ : $(t-1)(t^{2}+2t-1)$

. $(3,3,3,4)$ : $(t-1)(t^{5}+2t^{4}+t^{2}+2t-1)$

$o(3,3,4,4)$ : $(t-1)(t^{5}+2t^{4}+t^{3}+t^{2}+2t-1)$. $(3,4,3,4)$ : $(t-1)(t^{6}+t^{5}+2t^{4}+t^{3}+t^{2}+2t-1)$

$o(3,4,4,4)$ : $(t-1)(2t^{6}+t^{5}+2t^{4}+2t^{3}+t^{2}+2t-1)$
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. $(4,4,4,4)$ : $(t-1)(4t^{3}+t^{2}+2t-1)$. $(k, l, m)=(5,2,2)$ :
$(t-1)(t^{13}+t^{12}+2t^{11}+2t^{10}+3t^{9}+2t^{8}+3t^{7}+2t^{6}+3t^{5}+t^{4}+2t^{3}+t-1)$. $(5,2,3)$ : $(t-1)(t^{9}+t^{8}+2t^{6}+t^{4}+t^{3}+2t-1)$. $(5,3,2)$ :
$(t-1)(t^{15}+2t^{14}+3t^{13}+5t^{12}+5t^{11}+7t^{10}+6t^{9}+7t^{8}+6t^{7}+6t^{6}+5t^{5}+3t^{4}+3t^{3}+t-1)$. $(5,3,3)$ : $(t-1)(t^{9}+t^{8}-t^{7}+3t^{6}-t^{5}+t^{4}+2t^{3}-2t^{2}+3t-1)$. $(5,4,2)$ ,
$(t-1)(t^{13}+t^{12}+2t^{11}+2t^{10}+3t^{9}+2t^{8}+3t^{7}+2t^{6}+3t^{5}+t^{4}+3t^{3}-t^{2}+2t-1)$. $(5,4,3)$ : $(t-1)(t^{9}+t^{8}+2t^{6}+3t^{3}-2t^{2}+3t-1)$. $(5,5,2)$ :
$(t-1)(t^{11}+t^{10}+t^{9}+2t^{8}+t^{7}+2t^{6}+t^{5}+2t^{4}+t^{3}+2t-1)$. $(5,5,3)$ : $(t-1)(t^{7}+t^{6}-t^{5}+2t^{4}-t^{2}+3t-1)$. $(5,6,2)$ :
$(t-1)(t^{14}+2t^{13}+3t^{12}+4t^{11}+5t^{10}+5t^{9}+5t^{8}+5t^{7}+5t^{6}+5t^{5}+3t^{4}+3t^{3}+t^{2}+t-1)$. $(5,6,3)$ :
$(t-1)(2t^{10}+t^{9}+2t^{8}+t^{7}+2t^{6}+2t^{5}+t^{4}+2t^{3}+t^{2}+2t-1)$. $(6,2,2)$ : $(t-1)(t^{6}+2t^{5}+t^{4}+t^{3}+t^{2}+t-1)$. $(6,2,3)$ : $(t-1)(2t^{5}+t^{4}+t^{3}+2t-1)$. $(6,3,2)$ : $(t-1)(t^{8}+2t^{7}+3t^{6}+3t^{5}+3t^{4}+2t^{3}+t^{2}+t-1)$. $(6,3,3)$ : $(t-1)(2t^{7}+t^{6}+4t^{5}+t^{4}+3t^{3}+2t-1)$. $(6,4,2)$ : $(t-1)(t^{8}+2t^{7}+3t^{6}+4t^{5}+3t^{4}+3t^{3}+t^{2}+t-1)$. $(6,4,3)$ : $(t-1)(2t^{8}+3t^{7}+5t^{6}+6t^{5}+5t^{4}+4t^{3}+2t^{2}+t-1)$. $(6,6,2)$ : $(t-1)(2t^{6}+3t^{5}+2t^{4}+2t^{3}+2t^{2}+t-1)$

(6, 6, 3) : $(t-1)(4t^{5}+t^{4}+2t^{3}+t^{2}+2t-1)$
。

すべての分母多項式がオー 1の項を持つことは、Heckman の論文 [He] 内ですでに明らかにされている。 さ

らに、 円分多項式の項 $t^{m}+t^{m-1}+\cdots+t+1$ を持っものもあるが、実際これは収束半径を与える根を持た
ない。 よってこれら以外の項に注目すると、四角錐の $(k, l, m)=(5,3,3),$ $(5,4,2),$ $(5,4,3),$ $(5,5,3)$ の場合を
除けば、 $\sum_{k=1}^{n}b_{k}t^{k}-1,$ $b_{k}\geq 0$ の形をした多項式である。 よって分母多項式に関する次の補題が主定理の
key claim である。

補題 3.6. 次数が 2以上の多項式 $g(t)= \sum_{k=1}^{n}b_{k}t^{k}-1$ に対し、 $b_{k}$ が非負整数であり、 $\{k\in \mathbb{N}|b_{k}\neq 0\}$ の

最大公約数は 1とする。 このとき、 $g(t)$ の零点で絶対値が最小のものはただーつであり、それは開区間 $(0,1)$

上にある。

Remark 3.7. $\mathbb{H}^{3}$ の non-compact な四面体から定まる鏡映群の growth rate のうち、 いくつかは Perron数
であるだけでなく P. $V$ . 数でもある。
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次の補題は Remark 3.7の key claim である。

補題 3.8. 次数が 2以上の多項式 $g(t)= \sum_{k=1}^{n}t^{k}-1$ は単位 (開) 円板上 $\{t\in \mathbb{C}||t|<1\}$ にただ一つの零

点を持ち、単位円周上 $|t|=1$ には零点を持たない。

最後に双曲 Coxeter 群の growth rate に関する予想を述べておく。

予想 3.9. (Kellerhals-Perren) 双曲 Coxeter 群の growth rate は Perron 数である。
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