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1 はじめに

Wigner-Yanase skew information は [12] で次のように定義された．

$I_{\rho}(H)= \frac{1}{2}Tr[(i[\rho^{1/2}, H])^{2}]$

$=Tr[\rho H^{2}]-Tr[\rho^{1/2}H\rho^{1/2}H]$

この量はある量子状態 $\rho$ とある観測量 $H$ の問の非可換性をあらわすある種の de-
gree として考えられている．ここで $[X, Y]=XY-YX$ は commutator をあらわ
す またこれは Dyson によって次のように拡張され Wigner-Yanase-Dyson skew
information と呼ばれている．

$I_{\rho,\alpha}(H)$

$= \frac{1}{2}Tr[(i[\rho^{\alpha}, H])(i[\rho^{1-\alpha}, H])]$

$=Tr[\rho H^{2}]-Tr[\rho^{\alpha}H\rho^{1-\alpha}H], \alpha\in[0,1].$

$\rho$ に関して $I_{\rho,\alpha}(H)$ は convex であることは E.H.Lieb in [9] によって証明されたこと
はよく知られている．量子力学的には観測量 $H$ は一般的には非有界作用素であるが
この論文では断らない限り $\mathbb{C}^{n}$ 上の有界線形作用素すなわち行列であると仮定する．

この理由は数学的興味のためである．$\mathbb{C}^{n}$ 上のエルミート行列全体を $M_{n,sa}$ , 密度行
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列 (density matrices) 全体を $D_{n,1}$ とそれぞれあらわすものとする．Wigner-Yanase
skew information と uncertainty relation の関係は [11] で研究されている．さらに
Wigner-Yanase-Dyson skew information と uncertainty relation との関係は [7, 13]
で研究されている．我々は [13] で一般化された skew information を新たに定義し，
ある種の uncertainty relation を導いた．また [14] では Luo [10] の結果の一般化を
与えた．第 2章では Wigner-Yanase-Dyson skew information の様々な性質を議論す
る．第 3章と第 4章で主として 2種類の定理を述べその証明を与える．

2 Wigner-Yanase-Dyson skew information に関す
る不確定性関係

Wigner-Yanase skew information と uncertainty relation の間の関係を見ること
にする．量子力学の system においては量子状態 $\rho$ における物理量 $H$ を観測したと
きの期待値は $Tr[\rho H]$ であらわされる．また分散は次で定義される．

$V_{\rho}(H)=Tr[\rho(H-Tr[\rho H]I)^{2}]=Tr[\rho H^{2}]-Tr[\rho H]^{2}$

ここで量子状態 $\rho$ と 2つの物理量 $A,$ $B$ に対して次の不等式が成り立つことが知ら
れている．

$V_{\rho}(A)V_{\rho}(B) \geq\frac{1}{4}|Tr[\rho[A, B]]|^{2}$ (1)

さらにより強い結果として Schr\"odinger によって次のようた与えられた．

$V_{\rho}(A)V_{\rho}(B)-|Cov_{\rho}(A, B)|^{2} \geq\frac{1}{4}|Tr[\rho[A, B]]|^{2},$

ただし covariance は次で定義される ;

$Cov_{\rho}(A, B)=Tr[\rho(A-Tr[\rho A]I)(B-Tr[\rho B]I)].$

しかし Wigner-Yanase skew information に対する次のような uncertainty relation
については成り立たないことが知られている．([11,7,13] を見よ)

$I_{\rho}(A)I_{\rho}(B) \geq\frac{1}{4}|Tr[\rho[A, B]]|^{2}.$

最近 S.Luo は classical mixture を排除した量子的不確定性をあらわす次のような量
$\ovalbox{\tt\small REJECT}(H)$ を導入した．

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(H)=\sqrt{V_{\rho}(H)^{2}-(V_{\rho}(H)-I_{\rho}(H))^{2}}$ , (2)
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このとき S.Luo は [10] において $U_{\rho}(H)$ に関する次のような uncertainty relation
を得た．

$U_{\rho}(A)U_{\rho}(B) \geq\frac{1}{4}|Tr[\rho[A, B]]|^{2}$ . (3)

ここで次の関係に注意する．

$0\leq I_{\rho}(H)\leq U_{\rho}(H)\leq V_{\rho}(H)$ (4)

不等式 (3) は (4) の意味で不等式 (1) の精密化である．この章では不等式 (3) に対
する one-parameter 拡張を考える．

Definition 2.1 $0\leq\alpha\leq 1$ と量子状態 $\rho$ と物理量 $H$ に対して Wigner- Yanase-
Dyson skew information を次のように定義する．

$I_{\rho,\alpha}(H) = \frac{1}{2}Tr[(i[\rho^{\alpha}, H_{0}])(i[\rho^{1-\alpha}, H_{0}])]$

$= Tr[\rho H_{0}^{2}]-Tr[\rho^{\alpha}H_{0}\rho^{1-\alpha}H_{0}]$ (5)

また関連して次の量も定義する．

$J_{\rho,\alpha}(H) = \frac{1}{2}Tr[\{\rho^{\alpha}, H_{0}\}\{\rho^{1-\alpha}, H_{0}\}]$

$= Tr[\rho H_{0}^{2}]+Tr[\rho^{\alpha}H_{0}\rho^{1-\alpha}H_{0}]$ , (6)

ただし $H_{0}=H-Tr[\rho H]I$ であり $\{X, Y\}=XY+YX$ は anti-commutator をあ
らわす．

次の関係が成り立つことは明らかである．

$\frac{1}{2}Tr[(i[\rho^{\alpha}, H_{0}])(i[\rho^{1-\alpha}, H_{0}])]=\frac{1}{2}Tr[(i[\rho^{\alpha}, H])(i[\rho^{1-\alpha}, H])].$

ところが次の関係に注意する．

$\frac{1}{2}Tr[\{\rho^{\alpha}, H_{0}\}\{\rho^{1-\alpha}, H_{0}\}]\neq\frac{1}{2}Tr[\{\rho^{\alpha}, H\}\{\rho^{1-\alpha}, H\}].$

このとき次の関係が成り立つ．

$I_{\rho,\alpha}(H)\leq I_{\rho}(H)\leq J_{\rho}(H)\leq J_{\rho,\alpha}(H)$ (7)

なぜなら
$Tr[\rho^{1/2}H\rho^{1/2}H]\leq Tr[\rho^{\alpha}H\rho^{1-\alpha}H]$
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が成り立つからである．(例えば [1,2] を見よ)
(2) の直接の一般化として次を定義する．

$U_{\rho,\alpha}(H)=\sqrt{V_{\rho}(H)^{2}-(V_{\rho}(H)-I_{\rho\alpha}(H))^{2}}$, (8)

このとき (7) の最初の不等式より次が成り立つ．

$0\leq I_{\rho,\alpha}(H)\leq U_{\rho,\alpha}(H)\leq U_{\rho}(H)$ . (9)

また次を定義する．
$U_{\rho,\alpha}(H)=\sqrt{I_{\rho\alpha}(H)J_{\rho\alpha}(H)}.$

このとき不等式 (4),(8),(9) より次の関係が成り立つことがわかる．

$0\leq I_{\rho,\alpha}(H)\leq I_{\rho}(H)\leq U_{\rho}(H)$

かつ
$0\leq I_{\rho,\alpha}(H)\leq U_{\rho,\alpha}(H)\leq U_{\rho}(H)$ .

我々の関心は不等式 (3) の直接の一般化である．そこで次の結果を得た．

Theorem 2.1 ([14]) 任意の量子状態 $\rho$ と任意の物理量 $A,$ $B$ と任意の $0\leq\alpha\leq 1$

に対して次が成り立つ．

$U_{\rho,\alpha}(A)U_{\rho,\alpha}(B)\geq\alpha(1-\alpha)|Tr[\rho[A, B]]|^{2}$ . (10)

Theorem 2.1を証明するためには次の 3つの Lemma を用いればよい．スペクト
ノレ分解より $\rho$ の eigenvectors からなる orthonormal basis を $\{\phi_{1}, \phi_{2}, \ldots\phi_{n}\}$ とする．
$\lambda_{1},$ $\lambda_{2},$

$\ldots,$
$\lambda_{n}$ を対応する eigenvalues とする．ただし $\sum_{i=1}^{n}\lambda_{i}=1$ で $\lambda_{i}\geq 0$ である．

したがって $\rho$ は次の表現をもつ．

$\rho=\sum_{i=1}^{n}\lambda_{i}|\phi_{i}\rangle\langle\phi_{i}|$ . (11)

Lemma 2.1

$I_{\rho,\alpha}(H)= \sum_{i<j}(\lambda_{i}+\lambda_{j}-\lambda_{i}^{\alpha}\lambda_{j}^{1-\alpha}-\lambda_{i}^{1-\alpha}\lambda_{j}^{\alpha})|\langle\phi_{i}|H_{0}|\phi_{j}\rangle|^{2}$
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Lemma 2.2

$J_{\rho_{)}\alpha}(H) \geq\sum_{i<j}(\lambda_{i}+\lambda_{j}+\lambda_{i}^{\alpha}\lambda_{j}^{1-\alpha}+\lambda_{i}^{1-\alpha}\lambda_{j}^{\alpha})|\langle\phi_{i}|H_{0}|\phi_{j}\rangle|^{2}$

Lemma 2.3任意の $t>0$ と任意の $0\leq\alpha\leq 1$ に対して次の不等式が成り立つ;

$(1-2\alpha)^{2}(t-1)^{2}-(t^{\alpha}-t^{1-\alpha})^{2}\geq 0$ . (12)

Remark 2.1 (10) において $\alpha=1/2$ とおくことにより (のが得られる．したがっ
て Theorem 2. 1は $Luo[10J$ の結果の一般化であることがわかる．

3 一般化 (その 1)
この section では Theorem 2.1の一般化の 1つとして次の不等式を与える．つま

り (3) の two-parameter extension (1) である．

Definition 3.1 $\alpha,$ $\beta\geq 0$ と量子状態 $\rho$ と物理量 $H$ に対して一般化された Wigner-
Yanase-Dyson skew information を次のように定義する．

$I_{\rho,\alpha,\beta}(H) = \frac{1}{2}Tr[(i[\rho^{\alpha}, H_{0}])(i[\rho^{\beta}, H_{0}])\rho^{1-\alpha-\beta}]$

$= \frac{1}{2}\{Tr[\rho H_{0}^{2}]+Tr[\rho^{\alpha+\beta}H_{0}\rho^{1-\alpha-\beta}H_{0}]\}$

$- \frac{1}{2}\{Tr[\rho^{\alpha}H_{0}\rho^{1-\alpha}H_{0}]+Tr[\rho^{\beta}H_{0}\rho^{1-\beta}H_{0}]\}$

また関連して次の量も定義する．

$J_{\rho,\alpha,\beta}(H) = \frac{1}{2}Tr[\{\rho^{\alpha}, H_{0}\}\{\rho^{\beta}, H_{0}\}\rho^{1-\alpha-\beta}]$

$= \frac{1}{2}\{Tr[\rho H_{0}^{2}]+Tr[\rho^{\alpha+\beta}H_{0}\rho^{1-\alpha-\beta}H_{0}]\}$

$+ \frac{1}{2}\{Tr[\rho^{\alpha}H_{0}\rho^{1-\alpha}H_{0}]+Tr[\rho^{\beta}H_{0}\rho^{1-\beta}H_{0}]\},$

ただし $H_{0}=H-Tr[pH]I$ であり $\{X, Y\}=XY+YX$ は anti-commutator をあ
らわす．$\alpha+\beta=1$ のときは $I_{\rho,\alpha}(H)=I_{\rho,\alpha,1-\alpha}(H),$ $J_{\rho,\alpha}(H)=J_{\rho,\alpha,1-\alpha}(H)$ であるこ
とに注意する．また

$U_{\rho,\alpha,\beta}(H)=\sqrt{I_{\rho\alpha\beta}(H)J_{\rho,\alpha\beta}(H)}.$

と定義する．
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Theorem 3.1 $\rho$ が invertible のとき，$\alpha,$ $\beta\geq 0$ が $\alpha+\beta\geq 1$ または $\alpha+\beta\leq\frac{1}{2}$ を

満たすとき次の不等式が成り立つ．

$U_{\rho,\alpha,\beta}(A)U_{\rho,\alpha,\beta}(B)\geq\alpha\beta|Tr[\rho[A, B]]|^{2}$ (13)

Theorem 3.1の証明に必要な Lemma を述べよう．$f_{\alpha}(i,j)=\lambda_{i}^{\alpha}\lambda_{j}^{1-\alpha}+\lambda_{i}^{1-\alpha}\lambda_{j}^{\alpha}$ と

おく．また $h_{ij}=\langle\phi_{i}|H_{0}|\phi_{j}\rangle,$ $a_{ij}=\langle\phi_{i}|A_{0}|\phi_{j}\rangle,$ $b_{ij}=\langle\phi_{i}|B_{0}|\phi_{j}\rangle$ とおく .

Lemma 3.1

$I_{\rho,\alpha,\beta}(H)= \frac{1}{2}\sum_{i<j}\{\lambda_{i}+\lambda_{j}+f_{\alpha+\beta}(i,j)-f_{\alpha}(i,j)-f_{\beta}(i,j)\}|h_{ij}|^{2}.$

Lemma 3.2

$J_{\rho,\alpha,\beta} \geq\frac{1}{2}\sum_{i<j}\{\lambda_{i}+\lambda_{j}+f_{\alpha+\beta}(i,j)+f_{\alpha}(i,j)+f_{\beta}(i,j)\}|h_{ij}|^{2}$

Lemma 3.3 $t>0$ とする．$\alpha,$ $\beta\geq 0$ が $\alpha+\beta\geq 1$ または $\alpha+\beta\leq\frac{1}{2}$ を満たすとき

次の不等式が成り立つ．

$(t^{1-\alpha-\beta}+1)(t^{2\alpha}-1)(t^{2\beta}-1)\geq 16\alpha\beta(t-1)^{2}.$

Proof of Theorem 3.1.

$(t^{1-\alpha-\beta}+1)^{2}(t^{2\alpha}-1)(t^{2\beta}-1)=(t+1+t^{\alpha+\beta}+t^{1-\alpha-\beta})^{2}-(t^{\alpha}+t^{1-\alpha}+t^{\beta}+t^{1-\beta})^{2},$

だから $t=\lambda_{i}/\lambda_{j}$ を代入すると次を得る．

$\{\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{j}}+1+(\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{j}})^{\alpha+\beta}+(\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{j}})^{1-\alpha-\beta}\}^{2}$

$- \{(\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{j}})^{\alpha}+(\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{j}})^{1-\alpha}+(\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{j}})^{\beta}+(\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{j}})^{1-\beta}\}^{2}$
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したがって

$\geq 16\alpha\beta(\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{j}}-1)^{2}$

$\{\lambda_{i}+\lambda_{j}+f_{\alpha+\beta}(i,j)-f_{\alpha}(i,j)-f_{\beta}(i,j)\}\{\lambda_{i}+\lambda_{j}+f_{\alpha+\beta}(i,j)+f_{\alpha}(i,j)+f_{\beta}(i,j)\}$

$=$ $(\lambda_{i}+\lambda_{j}+f_{\alpha+\beta}(i,j))^{2}-(f_{\alpha}(i,j)+f_{\beta}(i,j))^{2}$

$\geq$ $16\alpha\beta(\lambda_{i}-\lambda_{j})^{2}$ . (14)

また

$Tr[\rho[A, B]] = Tr[\rho[A_{0}, B_{0}]]$

$= 2i{\rm Im} Tr[\rho A_{0}B_{0}]$

$= 2i{\rm Im} \sum_{i<j}(\lambda_{i}-\lambda_{j})a_{ij}b_{ji}$

$= 2i \sum_{i<j}(\lambda_{i}-\lambda_{j}){\rm Im} a_{ij}b_{ji}$

だから

$|Tr[ \rho[A, B]]| = 2|\sum_{i<j}(\lambda_{i}-\lambda_{j}){\rm Im} a_{ij}b_{ji}|$

$\leq 2\sum_{i<j}|\lambda_{i}-\lambda_{j}||{\rm Im} a_{ij}b_{ji}|$

を得る．したがって

$|Tr[ \rho[A, B]]|^{2}\leq 4\{\sum_{i<j}|\lambda_{i}-\lambda_{j}||{\rm Im} a_{ij}b_{ji}|\}^{2}$

(14) と Schwarz の不等式を用いると次を得る．

$\alpha\beta|Tr[\rho[A, B]]|^{2} \leq 4\alpha\beta\{\sum_{i<j}|\lambda_{i}-\lambda_{j}||{\rm Im} a_{ij}b_{ji}\}^{2}$

$= \frac{1}{4}\{\sum_{i<j}4\sqrt{\alpha\beta}|\lambda_{i}-\lambda_{j}||{\rm Im}a_{ij}b_{ji}|\}^{2}$

$\leq \frac{1}{4}\{\sum_{i<j}4\sqrt{\alpha\beta}|\lambda_{i}-\lambda_{j}||a_{ij}b_{ji}|\}^{2}$

$\leq \frac{1}{4}\{\sum_{i<j}\{K^{2}-L^{2}\}^{1/2}|a_{ij}||_{1}b_{ji}|\}^{2}$

$\leq \frac{1}{2}\sum_{i<j}(K-L)|a_{ij}|^{2}\cross\frac{1}{2}\sum_{i<j}(K+L)|b_{ji}|^{2},$
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ただし $K=\lambda_{i}+\lambda_{j}+f_{\alpha+\beta}(i,j),$ $L=f_{\alpha}(i,j)+f_{\beta}(i,j)$ である．したがって
$I_{\rho,\alpha,\beta}(A)J_{\rho,\alpha,\beta}(B)\geq\alpha\beta|Tr[\rho[A, B]]|^{2}$

を得る．同様にして

$I_{\rho,\alpha,\beta}(B)J_{\rho,\alpha,\beta}(A)\geq\alpha\beta|Tr[\rho[A, B]]|^{2}$

も得られるので目標の (13) が得られる 口

Remark 3.1 (13) において $\alpha+\beta=1$ とおくことにより (10) が得られる．した
がって Theorem 3. 1は Theorem 2. 1の結果の一般化であることがわかる．したがっ
てこれは $Luo[10J$ のさらなる拡張である．

4 一般化 (その 2)
この section では Theorem 2.1の一般化の 2つ目として次の不等式を与える．つ

まり (3) の two-parameter extension (2) である．

Definition 4.1 $\alpha,$ $\beta\geq 0$ と量子状態 $\rho$ と物理量 $H$ に対して一般化された碗 gner-
Yanase-Dyson skew information (2) を次のように定義する．

$\tilde{I}_{\rho,\alpha,\beta}(H) = \frac{1}{2}Tr[(i[\rho^{\alpha}, H_{0}])(i[\rho^{\beta}, H_{0}])]$

$= Tr[\rho^{\alpha+\beta}H_{0}^{2}]-Tr[\rho^{\alpha}H_{0}\rho^{\beta}H_{0}]$

また関連して次の量も定義する．

$\tilde{J}_{\rho,\alpha,\beta}(H) = \frac{1}{2}Tr[\{\rho^{\alpha}, H_{0}\}\{\rho^{\beta}, H_{0}\}]$

$= Tr[\rho^{\alpha+\beta}H_{0}^{2}]+Tr[\rho^{\alpha}H_{0}\rho^{\beta}H_{0}]$

ただし $H_{0}=H-Tr[\rho H]I$ であり $\{X, Y\}=XY+YX$ は anti-commutator をあ
らわす．$\alpha+\beta=1$ のときは $I_{\rho,\alpha}(H)=\tilde{I}_{\rho,\alpha,1-\alpha}(H),$ $J_{\rho,\alpha}(H)=\tilde{J}_{\rho,\alpha,1-\alpha}(H)$ であるこ

とに注意する．また
$\tilde{U}_{\rho,\alpha,\beta}(H)=\sqrt{\tilde{I}_{\rho\alpha\beta}(H)\tilde{J}_{\rho\alpha,\beta}(H)}.$

と定義する．

Theorem 4.1 $\rho$ が invertible のとき，$\alpha,$ $\beta\geq 0$ に対して次の不等式が成り立つ．

$\tilde{U}_{\rho,\alpha,\beta}(A)\tilde{U}_{\rho,\alpha,\beta}(B)\geq\frac{\alpha\beta}{(\alpha+\beta)^{2}}|Tr[\rho^{\alpha+\beta}[A, B]]|^{2}$ (15)
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Theorem 4.1を証明するのに必要な Lemma を述べよう．前の section と同様に
$h_{ij}=\langle\phi_{i}|H_{0}|\phi_{j}\rangle,$ $a_{ij}=\langle\phi_{i}|A_{0}|\phi_{j}\rangle,$ $b_{ij}=\langle\phi_{i}|B_{0}|\phi_{j}\rangle$ とおく．

Lemma 4.1

$\tilde{I}_{\rho,\alpha,\beta}(H) = \sum_{i<j}(\lambda_{i}^{\alpha+\beta}+\lambda_{j}^{\alpha+\beta}-\lambda_{i}^{\alpha}\lambda_{j}^{\beta}-\lambda_{i}^{\beta}\lambda_{j}^{\alpha})|h_{ij}|^{2}$

$= \sum_{i<j}(\lambda_{i}^{\alpha}-\lambda_{j}^{\alpha})(\lambda_{i}^{\beta}-\lambda_{j}^{\beta})|h_{ij}|^{2}.$

Lemma 4.2

$\tilde{J}_{\rho,\alpha,\beta}(H) \geq \sum_{i<j}(\lambda_{i}^{\alpha+\beta}+\lambda_{j}^{\alpha+\beta}+\lambda_{i}^{\alpha}\lambda_{j}^{\beta}+\lambda_{i}^{\beta}\lambda_{j}^{\alpha})|h_{ij}|^{2}$

$= \sum_{i<j}(\lambda_{i}^{\alpha}+\lambda_{j}^{\alpha})(\lambda_{i}^{\beta}+\lambda_{j}^{\beta})|h_{ij}|^{2}.$

Lemma 4.3 $t>0,$ $\alpha,$ $\beta\geq 0$ のとき次の不等式が成り立つ．

$(t^{2\alpha}-1)(t^{2\beta}-1) \geq\frac{4\alpha\beta}{(\alpha+\beta)^{2}}(t^{\alpha+\beta}-1)^{2}$ . (16)

Proof of Theorem 4.1. (16) において $t=\lambda_{i}/\lambda_{j}$ とおくと

$\{(\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{j}})^{2\alpha}-1\}\{(\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{j}})^{2\beta}-1\}\geq\frac{4\alpha\beta}{(\alpha+\beta)^{2}}\{(\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{j}})^{\alpha+\beta}-1\}^{2}$

したがって

$( \lambda_{\iota^{s}}^{2\alpha}-\lambda_{j}^{2\alpha})(\lambda_{i}^{2\beta}-\lambda_{j}^{2\beta})\geq\frac{4\alpha\beta}{(\alpha+\beta)^{2}}(\lambda_{i}^{\alpha+\beta}-\lambda_{j}^{\alpha+\beta})^{2}$ . (17)

また

$Tr[\rho^{\alpha+\beta}[A, B]] = Tr[\rho^{\alpha+\beta}[A_{0}, B_{0}]]$

$= 2i{\rm Im} Tr[\rho^{\alpha+\beta}A_{0}B_{0}]$

$= 2i{\rm Im} \sum_{i<j}(\lambda_{i}^{\alpha+\beta}-\lambda_{j}^{\alpha+\beta})a_{ij}b_{ji}$

$= 2i \sum_{i<j}(\lambda_{i}^{\alpha+\beta}-\lambda_{j}^{\alpha+\beta}){\rm Im} a_{ij}b_{ji}$
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だから

$|Tr[ \rho^{\alpha+\beta}[A, B]]| = 2|\sum_{i<j}(\lambda_{i}^{\alpha+\beta}-\lambda_{j}^{\alpha+\beta}){\rm Im} a_{ij}b_{ji}|$

$\leq 2\sum_{i<j}|\lambda_{i}^{\alpha+\beta}-\lambda_{j}^{\alpha+\beta}||{\rm Im} a_{ij}b_{ji}|$

を得る．したがって

$|Tr[ \rho^{\alpha+\beta}[A, B]]|^{2}\leq 4\{\sum_{i<j}|\lambda_{i}^{\alpha+\beta}-\lambda_{j}^{\alpha+\beta}||{\rm Im} a_{ij}b_{ji}|\}^{2}$

(17) と Schwarz の不等式を用いると次を得る．

$\frac{\alpha\beta}{(\alpha+\beta)^{2}}|Tr[\rho^{\alpha+\beta}[A, B]]|^{2}$

$\leq \frac{4\alpha\beta}{(\alpha+\beta)^{2}}\{\sum_{i<j}|\lambda_{i}^{\alpha+\beta}-\lambda_{j}^{\alpha+\beta}||{\rm Im} a_{ij}b_{ji}|\}^{2}$

$= \{\sum_{i<j}\frac{2\sqrt{\alpha\beta}}{\alpha+\beta}|\lambda_{i}^{\alpha+\beta}-\lambda_{j}^{\alpha+\beta}||{\rm Im} a_{ij}b_{ji}|\}^{2}$

$\leq \{\sum_{i<j}|\lambda_{i}^{2\alpha}-\lambda_{j}^{2\alpha}|^{1/2}|\lambda_{i}^{2\beta}-\lambda_{j}^{2\beta}|^{1/2}|a_{ij}b_{ji}|\}^{2}$

$\leq \sum_{i<j}|(\lambda_{i}^{\alpha}-\lambda_{j}^{\alpha})(\lambda_{i}^{\beta}-\lambda_{j}^{\beta})||a_{ij}|^{2}\cross\sum_{i<j}|(\lambda_{i}^{\alpha}+\lambda_{j}^{\alpha})(\lambda_{i}^{\beta}+\lambda_{j}^{\beta})||b_{ji}|^{2}$

したがって

$\tilde{I}_{\rho,\alpha,\beta}(A)\tilde{J}_{\rho,\alpha,\beta}(B)\geq\frac{\alpha\beta}{(\alpha+\beta)^{2}}|Tr[\rho^{\alpha+\beta}[A, B]]|^{2}$

を得る．同様にして

$\tilde{I}_{\rho,\alpha,\beta}(B)\tilde{J}_{\rho,\alpha,\beta}(A)\geq\frac{\alpha\beta}{(\alpha+\beta)^{2}}|Tr[\rho^{\alpha+\beta}[A, B]]|^{2}$

も得られるので目標の (15) が得られる 口

Remark 4.1 (15) において $\alpha+\beta=1$ とおくことにより (10) が得られる．した
がって Theorem 4. 1は Theorem 2. 1の結果の一般化であることがわかる．したがっ
てこれは $Luo[10]$ のさらなる拡張である．

Remark 4.2 (10) のさらなる拡張として Gibilisco-Imparato-Isola ([41), Hansen
$([5J)$ 等によって提案された metric adjusted skew information や metric adjusted
correlation measure を用いて一般化された uncertainty relation を導くこともでき
るが，ここでは紙面の関係で別の機会に述べることにする．
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