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1 はじめに

本論文では，不動点問題と均衡問題の共通解への収束定理について，解説を行う。
$E$ をバナッハ空間，$C$ を $E$ の空でない部分集合とする．不動点問題とは，写像 $T:Carrow C$ が与

えられたとき，その不動点を求める問題をいう．均衡問題とは，関数 $f$ : $C\cross Carrow \mathbb{R}$ が与えられ

たとき，
$f(\hat{x},y)\geq 0, \forall y\in C.$

を満たす $\hat{x}\in C$ を求める問題をいう．この均衡問題は，最適化理論，不動点理論，変分問題，鞍点
問題，非協カゲームにおける Nash均衡問題など，様々な問題を含むことが知られていることから，
これまでさまざまな研究が行われてきた [2,4,9,12,17].
本論文では，この二つの問題の共通解を求める問題を扱い，特に共通解へ収束する点列の構成法
を考えることにする．ここでは，とくに 2003年に Nffiaj -Takahashi によって強収束性が示され
たハイブリッド法，2008年に $Takahasharrow Takeuchi$-Kubota によって強収束性が示された収縮射
影法を用いることする．

定理 1 (Nakajo and Takahashi[10]). $C$ をヒルベルト空間 $H$ の空でない閉凸集合とし，$T$ を $C$

からそれ自身への不動点集合が空でない非拡大写像とする．
$x_{1}=x\in C$ とし $\{x_{n}\}$ を以下の方法で構成する:

$\{\begin{array}{l}y_{n}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})Tx_{n},C_{n}=\{z\in c;\Vert y_{n}-z\Vert\leq\Vert x_{n}-z\Vert\},Q_{n}=\{z\in C_{l};\langle x_{n}-z,x-x_{n}\rangle\geq 0\},u_{n+1}=P_{C_{n}\cap Q_{n}}x, n\in \mathbb{N},\end{array}$

ただし，$P_{C_{n}\cap Q_{n}}$ は $C$ から $C_{n}\cap Q_{n}$ への距離射影，点列 $\{\alpha_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq a.<1$ を満たすもの

とする．そのとき，$\{x_{n}\}$ は $P_{F(T)}x$ に強収束する．

定理 2 (Takahashi, Takeuchi and Kubota[16]). $C$ をヒルベルト空間 $H$ の空でない閉凸集合と

し，$T$ を $C$ からそれ自身への不動点集合が空でない非拡大写像とする．
$x_{0}\in H,$ $C_{1}=C$ そして $ul=P_{C_{1}}x_{0}$ とし，$\{u_{n}\}$ を以下の方法で構成する:

$\{\begin{array}{l}y_{n}=\alpha_{n}u_{n}+(1-\alpha_{n})Tu_{n},C_{n+1}=\{z\in C_{n};\Vert y_{n}-z\Vert\leq\Vert u_{n}-z\Vert\},u_{n+1}=P_{C_{n+1}}x_{0}, n\in \mathbb{N},\end{array}$
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ただし，各 $n\in \mathbb{N}$ に対し $0\leq\alpha_{n}\leq a<1$ を満たすものとする．そのとき，$\{u_{n}\}$ は $Z_{0}=P_{F(T)^{X}0}$

に強収束する．

2 準備
$\mathbb{N}$ は正の整数の集合を，$\mathbb{R}$ は実数の集合を表すものとする．$E$ は実バナッハ空間，$E^{*}$ は $E$ の

双対空間を表すことにする．$x\in E$ と $x^{*}\in E^{*}$ に対して，$x^{*}$ の $x$ における値を $\langle x,$ $x^{*}\rangle$ で表すこ
とにする．そのとき，任意の $x\in E$ に対して $E$ 上の双対写像 $J$ を

$J(x)=\{x^{*}\in E^{*}:\langle x, x^{*}\rangle=\Vert x\Vert^{2}=\Vert x^{*}\Vert^{2}\}$

で定義する．Hahn-Banach の定理から，$J(x)$ は空でない;[13] を参照せよ．$\{x_{n}\}$ が $x$ へ強収束
することを $x_{n}arrow x,$ $\{x_{n}\}$ が $x$ へ弱収束することを $x_{n}arrow x$ で表す．また，$\{x_{n}^{*}\}$ が $x^{*}$ へ汎弱収
束することを $x_{n}^{*}arrow*$ がと表す．

バナッハ空間 $E$ が，$\Vert x\Vert=\Vert y\Vert=1,$ $x\neq y$ を満たす任意の $x,$ $y\in E$ に対し $\frac{\Vert x+y\Vert}{2}<1$ が成り立

つとき狭義凸であるという．また，任意の $\epsilon\in(0,2]$ に対し，$\delta>0$ が存在して，$\Vert x\Vert=\Vert y\Vert=1,$

$\Vert x-y\Vert\geq\epsilon$ を満たす $x,$ $y\in E$ に対し $\frac{\Vert x+y\Vert}{2}\leq 1-\delta$ が成り立つとき一様凸であるという．すべ
ての $x,$ $y\in S(E)=\{z\in E:\Vert z\Vert=1\}$ に対して，極限

$\lim_{tarrow 0}\frac{\Vert x+ty\Vert-\Vert x\Vert}{t}$

が存在するとき，バナッハ空間 $E$ は smooth であるという．$x,$ $y\in S(E)$ に対して一様に極限が
存在するとき uniformly smooth であるという．$E$ が狭義凸，smooth かつ回帰的なバナッハ空間
であるとき，双対写像 $J$ は一価写像，全射，1対 1である;[13] を参照せよ．
$E$ を smooth, 狭義凸かつ回帰的なバナッハ空間とし，$C$ をその空でない閉凸部分集合とする．関
数 $\phi:E\cross Earrow \mathbb{R}$ を

$\phi(y, x)=\Vert y\Vert^{2}-2\langle y, Jx\rangle+\Vert x\Vert^{2}, \forall y, x\in E$

で定義する．Alber [1] により，$E$ から $C$ の上への擬射影 (generalized projection) $\Pi_{C}$ が

$\Pi_{C}(x)=\arg\min_{y\in C}\phi(y, x), \forall x\in E$

で定義された．$E$ がヒルベルト空間のとき，$\phi(y, x)=\Vert y-x\Vert^{2}$ であり，$\Pi_{C}$ は $H$ から $C$ の上へ

の距離射影と一致することがわかる．擬射影について次の事実が知られている．

補題 1 (Alber[1], Kamimura and Takahashi[5]). $E$ を smooth, 狭義凸かつ回帰的なバナッハ空
間とし，$C$ をその空でない閉凸部分集合とする．このとき

$\phi(x, \Pi_{C}y)+\phi(\Pi_{C}y, y)\leq\phi(x, y), \forall x\in C, y\in E$

が成り立つ．

補題 2 $(Alber[1],$ Kamimura $and Takahashi[5])$ . $E$ を smooth, 狭義凸かつ回帰的なバナッハ空
間とし，$C$ をその空でない閉凸部分集合とする．$x\in E$ と $z\in C$ に対して

$z=\Pi_{C^{X}}\Leftrightarrow\langle y-z, Jx-Jz\rangle\leq 0, \forall y\in C$

が成り立つ．
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$E$ を smooth, 狭義凸かつ回帰的なバナツハ空間とし，$C$ をその空でない閉凸部分集合，そして
$T$ を $C$ 上の写像とする．$T$ の不動点集合を $F(T)$ で表す．点 $p\in C$ が漸近的不動点であるとは，
$x_{n}arrow p$ かつ $\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n}-Tx_{n}\Vert=0$ を満たす $C$ の点列 $\{x_{n}\}$ が存在するときをいう．$T$ の漸

近的不動点の集合を $\hat{F}(T)$ で表す．写像 $T$ が次を満たすとき，擬非拡大であるといわれる [7]:

(1) $F(T)$ が空でない;

(2) $\phi(u, Tx)\leq\phi(u, x),$ $\forall u\in F(T),$ $x\in C$ ;

(3) $\hat{F}(T)=F(T)$ .

擬非拡大写像について次の事実が知られている．

補題 3 (Matsushita and Takahashi[7]). $E$ を smooth, 狭義凸かつ回帰的なバナッハ空間とし，$C$

をその空でない閉凸部分集合，そして写像 $T$ : $Carrow C$ を擬非拡大とする．そのとき $F(T)$ は閉

凸集合である．

補題 4 (KaImimura and Takahashi[5]). $E$ を smooth かつ一様凸なバナツハ空間とする．$\{x$訂と
$\{y_{n}\}$ を $E$ 上の点とし $\{x$訂の $\{y_{n}\}$ のどちらか一方が有界であるとする．そのとき $\lim_{n}\phi(x_{n}, y_{n})=$

$0$ ならば，$\lim_{n}\Vert x_{n}-y_{n}\Vert=0.$

補題 5 $(Xu[18], Z\dot{a}linescu[19,20])$ . $E$ を一様凸バナッハ空間とし $r>0$ とする．そのとき狭義
単調増加，連続かつ凸な関数 $g$ : $[0,2r]arrow \mathbb{R}$ が存在して，$g(O)=0$ かつ

$\Vert tx+(1-t)y\Vert^{2}\leq t\Vert x\Vert^{2}+(1-t)\Vert y\Vert^{2}-t(1-t)g(\Vert x-y\Vert)\forall x,$ $y\in B_{r},$ $t\in[O, 1]$

を満たす，ただし $B_{r}=\{z\in E:\Vert z\Vert\leq r\}.$

補題 6 (Kamimura and Takahashi[5]). $E$ を smooth かつを一様凸バナツハ空間とし $r>0$ とす

る．そのとき狭義単調増加，連続かつ凸な関数 $g$ : $[0,2r]arrow \mathbb{R}$ が存在して，$g(O)=0$ かつ

$g(\Vert x-y\Vert)\leq\phi(x, y)\forall x, y\in B_{r}$

を満たす．

$E$ をバナッハ空間，$C$ を $E$ の空でない部分集合，$f$ : $C\cross Carrow \mathbb{R}$ を関数とする．均衡問題とは，

$f(\hat{x}, y)\geq 0, \forall y\in C.$

を満たす $\hat{x}\in C$ を求める問題をいう．このとき，$\hat{X}$ を均衡問題の解といい，解の集合を $EP(f)$ と

表す．

均衡問題を解くにあたり，関数 $f$ に以下の条件を仮定する :

(Al) $f(x, x)=0\forall x\in C$ ;

(A2) $f$ は単調，すなわち $f(x, y)+f(y, x)\leq 0\forall x,$ $y\in C$ ;

(A3) $\forall x,$ $y,$ $z\in C,$

$\lim_{t\downarrow}\sup_{0}f(tz+(1-t)x, y)\leq f(x, y)$
;

(A4) $\forall x\in C,$ $f(x, \cdot)$ は凸かつ下半連続．
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以下の事実が知られている [2]

補題 7 (Blum and Oettli[2]). $E$ を smooth, 狭義凸かつ回帰的なバナッハ空間とし，$C$ をその空

でない閉凸部分集合，関数 $f:C\cross Carrow \mathbb{R}$ が $(A1)-(A4)$ を満たしているとする。 $r>0$ とし
$x\in E$ とする．そのとき，$z\in C$ が存在して

$f(z, y)+ \frac{1}{r}\langle y-z, Jz-Jx\rangle\geq 0, \forall y\in C$

を満たす．

補題 8 (Takahashi and Zembayashi[17]). $E$ を smooth, 狭義凸かつ回帰的なバナッハ空間とし，
$C$ をその空でない閉凸部分集合，関数 $f:C\cross Carrow \mathbb{R}$ が $(A1)-(A4)$ を満たしているとする．
$r>0$ と $x\in E$ に対し，写像 $T_{r}$ : $Earrow C$ を以下で定義する :

$T_{r}(x)=\{z\in C$ : $f(z, y)+ \frac{1}{r}\langle y-z,$ $Jz-Jx\rangle\geq 0\forall y\in C\}$ $\forall x\in C.$

そのとき，以下が成り立つ:

$(0T_{r}$ は一価写像;

(2) 罫は firn $ly$ nonexpansive-type写像 $[6J$, すなわち $\forall x,$ $y\in E,$

$\langle T_{r}x-T_{r}y, JT_{r}x-JT_{r}y\rangle\leq\langle T_{r}x-T_{r}y, Jx-Jy\rangle$ ;

(3) $F(T_{r})=EP(f)$ ;

(4) $EP(f)$ は閉凸集合．

補題 9 (Takahashi and Zembayashi[17]). $E$ を smooth, 狭義凸かつ回帰的なバナッハ空間とし，
$C$ をその空でない閉凸部分集合，関数 $f:C\cross Carrow \mathbb{R}$ が $(A1)-(A4)$ を満たしているとする．
$r>0,$ $x\in E,$ $q\in F(T_{r})$ とする．そのとき，

$\phi(q, T_{r}x)+\phi(T_{r}x, x)\leq\phi(q, x)$ .

3 ハイブリツド法による強収束定理

定理 3. $E$ を uniformly smooth かつ一様凸なバナッハ空間とし，$C$ をその空でない閉凸部分集

合とする．擬非拡大写像 $S:Carrow C$ と条件 $(A1)-(A4)$ を満たす関数 $f:C\cross Carrow \mathbb{R}$ が与たえ

られ，$F(S)\cap EP(f)\neq\emptyset$ とする．$\{x$訂を $n\in \mathbb{N}\cup\{O\}$ に対して，

$\{\begin{array}{l}x_{0}=x\in C,y_{n}\in C such that f(x_{n}, y)+\frac{1}{r_{n}}\langle y-x_{n}, Jx_{n}-Jy_{n}\rangle\geq 0, \forall y\in C,u_{n}=J^{-1}(\alpha_{n}Jx_{n}+(1-\alpha_{n})JSy_{n}) ,H_{n}=\{z\in C:\phi(z, u_{n})\leq\phi(z, x_{n})\},W_{n}=\{z\in C:\langle x_{n}-z, Jx-Jx_{n}\rangle\geq 0\},x_{n+1}=\Pi_{H_{n}\cap W_{n}^{X}}\end{array}$

で定義する，ただし $J$ は $E$ 上の双対写像，$\{\alpha_{n}\}\subset[0,1)$ が $\lim inf_{narrow\infty}\alpha_{n}(1-\alpha_{n})>0$ を満た

し，ある $a>0$ に対し $\{r_{n}\}\subset[a, \infty)$ とする．そのとき，$\{x_{n}\}$ は $\Pi_{F(S)\cap EP(f)^{X}}$ に強収束する．
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Pro砿まず，$H_{n}\cap W_{n}$ が閉凸集合であることを示す．$H_{n}$ が閉集合であることと $W_{n}$ が閉凸集合

であることは明らか．

$\phi(z, u_{n})\leq\phi(z, x_{n})$

$\Leftrightarrow\Vert u_{n}\Vert^{2}-\Vert x_{n}\Vert^{2}-2\langle z, Ju_{n}-Jx_{n}\rangle\geq 0,$

より，$H_{n}$ は凸集合．よって，任意の $n\in \mathbb{N}\cup\{0\}$ に対し，$H_{n}\cap W_{n}$ は $E$ の閉凸部分集合である．
$u\in F(S)\cap EP(f)$ をとる．任意の $n\in \mathbb{N}$ に対し，$y_{n}=T_{r_{n}}x_{n}$ とおくと，$T_{r_{n}}$ が擬非拡大であ

ることがわかる．$S$ もまた擬非拡大であることから，

$\phi(u, u_{n})=\phi(u, J^{-1}(\alpha_{n}Jx_{n}+(1-\alpha_{n})JSy_{n}))$

$=\phi(u, J^{-1}(\alpha_{n}Jx_{n}+(1-\alpha_{n})JST_{r_{n}}x_{n}))$

$=\Vert u\Vert^{2}-2\langle u, \alpha_{n}Jx_{n}+(1-\alpha_{n})JST_{r_{n}}x_{n}\rangle+\Vert\alpha_{n}Jx_{n}+(1-\alpha_{n})JST_{r_{n}}x_{n}\Vert^{2}$

$\leq\Vert u\Vert^{2}-2\alpha_{n}\langle u, Jx_{n}\rangle-2(1-\alpha_{n})\langleu, JST_{r_{n}}x_{n}\rangle$

$+\alpha_{n}\Vert x_{n}\Vert^{2}+(1-\alpha_{n})\Vert ST_{r_{n}}x_{n}\Vert^{2}$

$=\alpha_{n}\phi(u, x_{n})+(1-\alpha_{n})\phi(u, ST_{r_{n}}x_{n})$

$\leq\phi(u, x_{n})$ .

すなわち，$u\in H_{n}$ となる．このことから

$F(S)\cap EP(f)\subset H_{n}, \forall n\in \mathbb{N}\cup\{0\}.$

次に，帰納法を用いることにより，任意の $n\in \mathbb{N}\cup\{0\}$ に対して，$F(S)\cap EP(f)\subset H_{n}\cap W_{n}$ を

示す．$W_{0}=C$ から，
$F(S)\cap EP(f)\subset H_{0}\cap W_{0}.$

$k\in \mathbb{N}\cup\{0\}$ に対して，$F(S)\cap EP(f)\subset H_{k}$ 口 $W_{k}$ を仮定する．そのとき $x_{k+1}\in H_{k}$ 口 $W_{k}$ が存

在して
$x_{k+1}=\Pi_{H_{k}\cap W_{k}^{X}}.$

$x_{k+1}$ の定義から，任意の $z\in H_{k}$ 口 $W_{k}$ に対して，

$\langle x_{k+1}-z, Jx-Jx_{k+1}\rangle\geq 0.$

$F(S)\cap EP(f)\subset H_{k}\cap W_{k}$ から，

$\langle x_{k+1}-z, Jx-Jx_{k+1}\rangle\geq 0, \forall z\in F(S)\cap EP(f)$

すなわち，$z\in W_{k+1}$ . よって
$F(S)\cap EP(f)\subset W_{k+1}.$

それゆえ，
$F(S)\cap EP(f)\subset H_{k+1}\cap W_{k+1}.$

これは $\{x_{n}\}$ が well-defined であることを意味している．
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の定義から，$x_{n}=\Pi_{W_{n}^{X}}.$ $x_{n}=\Pi_{W_{n}^{X}}$ より，任意の $u\in F(S)\cap EP(f)\subset W_{n}$ に対して，

$\phi(x_{n}, x)=\phi(\Pi_{W_{n}}x, x)\leq\phi(u, x)-\phi(u, \Pi_{W_{n}}x)\leq\phi(u, x)$
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よって，$\phi(x_{n}, x)$ は有界．それゆえ，$\{x_{n}\}$ と $\{T_{r_{n}}x_{n}\}=\{y_{n}\}$ も有界である．
$x_{n+1}=\Pi_{H_{n}\cap W_{n}}x\in H_{n}\cap W_{n}\subset W_{n}$ と $x_{n}=\Pi_{W_{n}^{X}}$ から，

$\phi(x_{n}, x)\leq\phi(x_{n+1}, x), \forall n\in \mathbb{N}\cup\{0\}.$

すなわち $\{\phi(x_{n}, x)\}$ は単調非減少である．つまり，$\{\phi(x_{n}, x)\}$ の極限が存在する．$x_{n}=\Pi_{W_{n}^{X}}$ か

ら，任意の $n\in \mathbb{N}\cup\{0\}$ に対して，

$\phi(x_{n+1}, x_{n})=\phi(x_{n+1}, \Pi_{W_{n}}x)$

$\leq\phi(x_{n+1}, x)-\phi(\Pi_{W_{n}}x, x)$

$=\phi(x_{n+1}, x)-\phi(x_{n}, x)$ .

これは $\lim_{narrow\infty}\phi(x_{n+1}, x_{n})=0$ を意味している．$x_{n+1}=\Pi_{H_{n}\cap W_{n}}x\subset H_{n}$ から，

$\phi(x_{n+1}, u_{n})\leq\phi(x_{n+1}, x_{n}), \forall n\in \mathbb{N}\cup\{0\}.$

それゆえ，
$narrow\infty hm\phi(x_{n+1}, u_{n})=0.$

$\lim_{narrow\infty}\phi(x_{n+1}, x_{n})=\lim_{narrow\infty}\phi(x_{n+1}, u_{n})=0$ と $E$ が一様凸かつ smooth であることから，補
題 4より

$\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n+1}-x_{n}\Vert=\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n+1}-u_{n}\Vert=0.$

よって

$\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n}-u_{n}\Vert=0.$

$J$ が有界集合上で一様連続であり，かつ $\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n}-u_{n}\Vert=0$ から，

$\lim_{narrow\infty}\Vert Jx_{n}-Ju_{n}\Vert=0.$

$r= \sup_{n\in N}\{\Vert x_{n}\Vert, \Vert y_{n}\Vert\}$ とする．$E$ が uniformly smooth バナッハ空間であることから，$E^{*}$ は

一様凸バナッハ空問である．それゆえ，補題 5から，連続，狭義単調増加，凸関数 $g$ が存在して，
$g(0)=0$ かつ

$\Vert\alpha x^{*}+(1-\alpha)y^{*}\Vert^{2}\leq\alpha\Vert x^{*}\Vert^{2}+(1-\alpha)\Vert y^{*}\Vert^{2}-\alpha(1-\alpha)g(\Vert x^{*}-y^{*}\Vert)\forall x^{*},$ $y^{*}\in B_{r}^{*},$ $\alpha\in[0,1]$

を満たす．よって，$u\in F(S)\cap EP(f)$ に対し，

$\phi(u, u_{n})=\phi(u, J^{-1}(\alpha_{n}Jx_{n}+(1-\alpha_{n})JSy_{n}))$

$=\Vert u\Vert^{2}-2\langle u, \alpha_{n}Jx_{n}+(1-\alpha_{n})JSy_{n}\rangle+\Vert\alpha_{n}Jx_{n}+(1-\alpha_{n})JSy_{n}\Vert^{2}$

$\leq\Vert u\Vert^{2}-2\alpha_{n}\langle u, Jx_{n}\rangle-2(1-\alpha_{n})\langleu, JSy_{n}\rangle+\alpha_{n}\Vert x_{n}\Vert^{2}+(1-\alpha_{n})\Vert Sy_{n}\Vert^{2}$

$-\alpha_{n}(1-\alpha_{n})g(\Vert Jx_{n}-JSy_{n}\Vert)$

$=\alpha_{n}\phi(u, x_{n})+(1-\alpha_{n})\phi(u, Sy_{n})-\alpha_{n}(1-\alpha_{n})g(\Vert Jx_{n}-JSx_{n}\Vert)$

$\leq\phi(u, x_{n})-\alpha_{n}(1-\alpha_{n})g(\Vert Jx_{n}-JSy_{n}\Vert)$ .

それゆえ

$\alpha_{n}(1-\alpha_{n})g(\Vert Jx_{n}-JSy_{n}\Vert)\leq\phi(u, x_{n})-\phi(u, u_{n}), \forall n\in \mathbb{N}\cup\{0\}$
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を得る．

$\phi(u, x_{n})-\phi(u, u_{n})=\Vert x_{n}\Vert^{2}-\Vert u_{n}\Vert^{2}-2\langle u, Jx_{n}-Ju_{n}\rangle$

$\leq|\Vert x_{n}\Vert^{2}-\Vert u_{n}\Vert^{2}|+2|\langle u, Jx_{n}-Ju_{n}\rangle|$

$\leq|\Vert x_{n}\Vert-\Vert u_{n}\Vert|(\Vert x_{n}\Vert+\Vert u_{n}\Vert)+2\Vert u\Vert\Vert Jx_{n}-Ju_{n}\Vert$

$\leq\Vert x_{n}-u_{n}\Vert(\Vert x_{n}\Vert+\Vert u_{n}\Vert)+2\Vert u\Vert\Vert Jx_{n}-Ju_{n}\Vert,$

より
$\lim_{narrow\infty}(\phi(u, x_{n})-\phi(u, u_{n}))=0.$

$\lim\inf_{narrow\infty}\alpha_{n}(1-\alpha_{n})>0$ から，

$\lim_{narrow\infty}g(\Vert Jx_{n}-JSy_{n}\Vert)=0.$

それゆえ，$g$ の性質より
$\lim_{narrow\infty}\Vert Jx_{n}-JSy_{n}\Vert=0$

を得る．$J^{-1}$ が有界集合上一様連続であることから，

$\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n}-Sy_{n}\Vert=0.$

$y_{n}=T_{r_{n}}x_{n}$ と補題 9から，

$\phi(y_{n}, x_{n})=\phi(T_{r_{n}}x_{n}, x_{n})\leq\phi(u, x_{n})-\phi(u, T_{r_{n}}x_{n})$

$=\phi(u, x_{n})-\phi(u, y_{n})$ .

$\phi(u, u_{n})\leq\alpha_{n}\phi(u, x_{n})+(1-\alpha_{n})\phi(u, y_{n})$ から，

$\phi(u, y_{n})\geq\frac{\phi(u,u_{n})-\alpha_{n}\phi(u,x_{n})}{1-\alpha_{n}}$

よって

$\phi(u, x_{n})-\phi(u, y_{n})\leq\phi(u, x_{n})-\frac{\phi(u,u_{n})-\alpha_{n}\phi(u,x_{n})}{1-\alpha_{n}}$

$= \frac{\phi(u,x_{n})-\phi(u,u_{n})}{1-\alpha_{n}}.$

それゆえ，
$\lim_{narrow\infty}\phi(y_{n}, x_{n})=0.$

$E$ が一様凸かつ smooth であることから，補題 4より

$\lim_{narrow\infty}\Vert y_{n}-x_{n}\Vert=0$ . (1)

$\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n-s_{y_{n\Vert=0}}}$ から，
$\lim\Vert y_{n}-Sy_{n}\Vert=0.$

$narrow\infty$

$\{x_{n}\}$ が有界であることから，$\{x_{n}\}$ の部分点列 $\{x_{n}k\}$ が存在して，$x_{n}karrow\hat{X}$ . また $\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n}-$

$y_{n\Vert=0}$ から，$y_{n_{k}}arrow\hat{X}$ . よって $S$ が擬非拡大だることから，$\hat{x}\in\hat{F}(S)=F(S)$ を得る．
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$J$ が有界集合上一様連続であり，かつ (3) から

$narrow\infty hm\Vert Jx_{n}-Jy_{n}\Vert=0.$

$r_{n}\geq a$ より，
$\lim_{narrow\infty}\frac{\Vert Jx_{n}-Jy_{n}\Vert}{r_{n}}=0$ . (2)

$y_{n}=T_{r_{n}}x_{n}$ より，
$f(y_{n}, y)+ \frac{1}{r_{n}}\langle y-y_{n}, Jy_{n}-Jx_{n}\rangle\geq 0, \forall y\in C.$

$n$ を $n_{k}$ とすると，(A2) より

$\frac{1}{r_{n}k}\langle y-y_{n_{k}}, Jy_{n_{k}}-Jx_{n_{k}}\rangle\geq-f(y_{n_{k}}, y)\geq f(y, y_{n_{k}}), \forall y\in C.$

$karrow\infty$ とすると，(4) と (A4) から

$f(y,\hat{x})\leq 0, \forall y\in C.$

$0<t\leq 1$ を満たす $t$ と $y\in C$ に対し，$y_{t}=ty+(1-t)\hat{x}$ とする．$y\in C$ かつ $\hat{x}\in C$ から，$yt\in C$

すなわち $f(y_{t},\hat{x})\leq 0$ . よって，(Al) から

$0=f(y_{t}, y_{t})$

$\leq tf(y_{t}, y)+(1-t)f(y_{t},\hat{x})$

$\leq tf(y_{t}, y)$ .

$0<t\leq 1$ より，
$f(y_{t}, y)\geq 0, \forall y\in C.$

$t\downarrow 0$ とすると，(A3) から
$f(\hat{x}, y)\geq 0, \forall y\in C.$

それゆえ，$\hat{x}\in EP(f)$ .
$w=\Pi_{F(s)\cap EP(f)^{X}}$ とする．

$x_{n+1}=\Pi_{H_{n}\cap W_{n}^{X}}$ かつ $w\in F(S)\cap EP(f)\subset H_{n}\cap W_{n}$ から，

$\phi(x_{n+1}, x)\leq\phi(w, x)$ .

ノルムは弱下半連続より

$\phi(\hat{x}, x)=\Vert\hat{x}\Vert^{2}-2\langle\hat{x}, Jx\rangle+\Vert x\Vert^{2}$

$\leq\lim_{karrow}\inf_{\infty}(\Vert x_{n}k\Vert^{2}-2\langle x_{n_{k}}, Jx\rangle+\Vert x\Vert^{2})$

$=$ lim $inf\phi(x_{n_{k}}, x)$

$karrow\infty$

$\leq\lim\sup\phi(x_{n_{k}}, x)$

$karrow\infty$

$\leq\phi(w, x)$ .
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$\Pi_{F(s)\cap EP(f)}$ の定義より，$\hat{x}=w$ . すなわち $\lim_{karrow\infty}\phi(x_{n_{k}}, x)=\phi(w, x)$ . それゆえ

$0= \lim_{karrow\infty}(\phi(x_{n}k,x)-\phi(w, x))$

$= \lim_{karrow\infty}(\Vert x_{n_{k}}\Vert^{2}-\Vert w\Vert^{2}-2\langle x_{n_{k}}-w, Jx\rangle)$

$= \lim_{karrow\infty}(\Vert x_{n_{k}}\Vert^{2}-\Vert w\Vert^{2})$ .

$E$ が Kadec-Klee property を持つことから，$x_{n_{k}}arrow w=\Pi_{F(s)\cap EP(f)^{X}}$ . それゆえ，$\{x$訂は
$\Pi_{F(s)\cap EP(f)^{X}}$に強収束する．$\square$

4 収縮射影法による強収束定理

定理 4. $E$を unifomly smoothかつ一様凸なバナッハ空間とし，$C$ をその空でない閉凸部分集合

とする．擬非拡大写像 $S$ : $Carrow C$ と条件 $(A1)-(A4)$ を満たす関数 $f$ : $C\cross Carrow \mathbb{R}$ が与たえられ，
$F(S)\cap EP(f)\neq\emptyset$ とする．{ $X$訂を $n\in \mathbb{N}\cup\{O\}$ に対して，

$\{\begin{array}{l}x_{0}=x\in C,y_{n}\in C such that f(x_{n}, y)+\frac{1}{r_{n}}\langle y-x_{n}, Jx_{n}-Jy_{n}\rangle\geq 0, \forall y\in C,u_{n}=J^{-1}(\alpha_{n}Jx_{n}+(1-\alpha_{n})JSy_{n}) ,H_{0}=C,H_{n+1}=\{z\in H_{n}:\phi(z, u_{n})\leq\phi(z, x_{n})\},x_{n+1}=\Pi_{H_{n+1}}x\end{array}$

で定義する，ただし $J$ は $E$上の双対写像，$\{\alpha_{n}\}\subset[0,1)$ が $\lim inf_{narrow\infty}\alpha_{n}(1-\alpha_{n})>0$を満たし，
ある $a>0$ に対し $\{r_{n}\}\subset[a, \infty)$ とする．そのとき，$\{x$訂は $\Pi_{F(S)\cap EP(f)^{X}}$ に強収束する．

Pmof. 任意の $n\in \mathbb{N}$ に対し，$y_{n}=T_{r_{n}}x_{n}$ とおくと，補題 9から $T_{r_{n}}$ が擬非拡大であることがわ
かる．

まず，$H_{n}$ が閉凸集合であることを示す．$H_{n}$ が閉集合であることは明らか．

$\phi(z, u_{n})\leq\phi(z, x_{n})$

$\Leftrightarrow\Vert u_{n}\Vert^{2}-\Vert x_{n}\Vert^{2}-2\langle z, Ju_{n}-Jx_{n}\rangle\geq 0$

から，$H_{n}$ は凸集合．よって，任意の $n\in \mathbb{N}\cup\{0\}$ に対して，$H_{n}$ が $E$ の閉凸部分集合であること

がわかる．

次に，帰納法を用いることにより，任意の $n\in \mathbb{N}\cup\{0\}$ に対して，$F(S)\cap EP(f)\subset H_{n}$ を示す．

$H_{0}=C$ から，
$F(S)\cap EP(f)\subset H_{0}.$

$k\in \mathbb{N}\cup\{0\}$ に対して，$F(S)\cap EP(f)\subset H_{k}$を仮定する．$u\in F(S)\cap EP(f)\subset H_{k}$ とする．$T_{r_{k}}$
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と $S$ は擬非拡大であることから

$\phi(u, u_{k})=\phi(u, J^{-1}(\alpha Jx+(1-\alpha)JSy_{k}))$

$=\phi(u, J^{-1}(\alpha_{k}Jx_{k}+(1-\alpha_{k})JST_{r_{k}}x_{k}))$

$=\Vert u\Vert^{2}-2\langle u, \alpha_{k}Jx_{k}+(1-\alpha_{k})JST_{r_{k}}x_{k}\rangle+\Vert\alpha kJx_{k}+(1-\alpha k)JST_{r_{k}}x_{k}\Vert^{2}$

$\leq\Vert u\Vert^{2}-2\alpha_{k}\langle u, Jx_{k}\rangle-2(1-\alpha_{k})\langleu, JST_{r_{k}}x_{k}\rangle$

$+\alpha_{k}\Vert x_{kk}\Vert^{2}+(1-\alpha)\Vert ST_{r}kx_{k}\Vert^{2}$

$=\alpha k\phi(u, x_{k})+(1-\alpha k)\phi(u, ST_{r_{k}}x_{k})$

$\leq\phi(u, x_{k})$ .

すなわち，$u\in H_{k+1}$ . このことから

$F(S)\cap EP(f)\subset H_{n}, \forall n\in \mathbb{N}\cup\{0\}.$

これは $\{x_{n}\}$ が well-defined であることを示している．
賜の定義から，任意の $u\in F(S)\cap EP(f)\subset H_{n}$ に対して

$\phi(x_{n}, x)=\phi(\Pi_{H_{n}}x, x)\leq\phi(u, x)-\phi(u, \Pi_{H_{n}}x)\leq\phi(u, x)$ .

よって，$\phi(x_{n}, x)$ は有界．それゆえ，$\{x_{n}\}$ と $\{T_{r_{n}}x_{n}\}=\{y_{n}\}$ も有界である．
$H_{n+1}\subset H_{n}$ から，

$\phi(x_{n}, x)\leq\phi(x_{n+1}, x), \forall n\in \mathbb{N}\cup\{0\}.$

すなわち $\{\phi(x_{n}, x)\}$ は単調非減少．よって，$\{\phi(x_{n}, x)\}$ の極限が存在する．任意の $n\in \mathbb{N}$ に対
して

$\phi(x_{n+1}, x_{n})=\phi(x_{n+1}, \Pi_{H_{n}}x)$

$\leq\phi(x_{n+1}, x)-\phi(\Pi_{H_{n}}x, x)$

$=\phi(x_{n+1}, x)-\phi(x_{n}, x)$

から，$\lim_{narrow\infty}\phi(x_{n+1}, x_{n})’=0.$ $x_{n+1}=\Pi_{H_{n+1}^{X}}\in H_{n+1}$ から，

$\phi(x_{n+1}, u_{n})\leq\phi(x_{n+1}, x_{n}), \forall n\in \mathbb{N}\cup\{0\}.$

それゆえ，
$narrow\infty hm\phi(x_{n+1}, u_{n})=0.$

$\lim_{narrow\infty}\phi(x_{n+1}, x_{n})=\lim_{narrow\infty}\phi(x_{n+1}, u_{n})=0$ と $E$ が一様凸かつ smooth であることから，補
題 4より

$\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n+1}-x_{n}\Vert=\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n+1}-u_{n}\Vert=0.$

よって

$\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n}-u_{n}\Vert=0.$

$J$が有界集合上で一様連続であり，かつ $\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n}-u_{n}\Vert=0$ から，

$\lim_{narrow\infty}\Vert Jx_{n}-Ju_{n}\Vert=0.$
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$r= \sup_{n\in N}\{\Vert x_{n}\Vert, \Vert y_{n}\Vert\}$ とする．$E$ が uniformly smooth ’ $\grave{}\grave{}\grave{}$ナッハ空間であることから，$E^{*}l$よ

一様凸バナッハ空間である．それゆえ，補題 5から，連続，狭義単調増加，凸関数 $g$ が存在して，
$g(0)=0$ かつ

$\Vert\alpha x^{*}+(1-\alpha)y^{*}\Vert^{2}\leq\alpha\Vert x^{*}\Vert^{2}+(1-\alpha)\Vert y^{*}\Vert^{2}-\alpha(1-\alpha)g(\Vert x^{*}-y^{*}\Vert)\forall x^{*},$ $y^{*}\in B_{r}^{*},$ $\alpha\in[0,1]$

を満たす．よって，$u\in F(S)\cap EP(f)$ に対し，

$\phi(u, u_{n})=\phi(u, J^{-1}(\alpha_{n}Jx_{n}+(1-\alpha_{n})JSy_{n}))$

$=\Vert u\Vert^{2}-2\langle u, \alpha_{n}Jx_{n}+(1-\alpha_{n})JSy_{n}\rangle+\Vert\alpha_{n}Jx_{n}+(1-\alpha_{n})JSy_{n}\Vert^{2}$

$\leq\Vert u\Vert^{2}-2\alpha_{n}\langle u, Jx_{n}\rangle-2(1-\alpha_{n})\langleu, JSy_{n}\rangle+\alpha_{n}\Vert x_{n}\Vert^{2}+(1-\alpha_{n})\Vert Sy_{n}\Vert^{2}$

$-\alpha_{n}(1-\alpha_{n})g(\Vert Jx_{n}-JSy_{n}$

$=\alpha_{n}\phi(u, x_{n})+(1-\alpha_{n})\phi(u, Sy_{n})-\alpha_{n}(1-\alpha_{n})g(\Vert Jx_{n}-JSx_{n}$

$\leq\phi(u, x_{n})-\alpha_{n}(1-\alpha_{n})g(\Vert Jx_{n}-JSy_{n}\Vert)$ .

それゆえ
$\alpha_{n}(1-\alpha_{n})g(\Vert Jx_{n}-JSy_{n}\Vert)\leq\phi(u, x_{n})-\phi(u, u_{n}), \forall n\in \mathbb{N}\cup\{0\}$

を得る．

$\phi(u, x_{n})-\phi(u, u_{n})=\Vert x_{n}\Vert^{2}-\Vert u_{n}\Vert^{2}-2\langle u, Jx_{n}-Ju_{n}\rangle$

$\leq|\Vert x_{n}\Vert^{2}-\Vert u_{n}\Vert^{2}|+2|\langle u, Jx_{n}-Ju_{n}\rangle|$

$\leq|\Vert x_{n}\Vert-\Vert u_{n}\Vert|(\Vert x_{n}\Vert+\Vert u_{n}\Vert)+2\Vert u\Vert\Vert Jx_{n}-Ju_{n}\Vert$

$\leq\Vert x_{n}-u_{n}\Vert(\Vert x_{n}\Vert+\Vert u_{n}\Vert)+2\Vert u\Vert\Vert Jx_{n}-Ju_{n}\Vert,$

より

$\lim_{narrow\infty}(\phi(u, x_{n})-\phi(u, u_{n}))=0.$

$\lim\inf_{narrow\infty}\alpha_{n}(1-\alpha_{n})>0$ から，

$\lim_{narrow\infty}g(\Vert Jx_{n}-JSy_{n}\Vert)=0.$

それゆえ，$g$ の性質より
$\lim_{narrow\infty}\Vert Jx_{n}-JSy_{n}\Vert=0$

を得る．$J^{-1}$ が有界集合上一様連続であることから，

$\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n}-Sy_{n}\Vert=0.$

$y_{n}=T_{r_{n}}x_{n}$ と補題 9から，

$\phi(y_{n}, x_{n})=\phi(T_{r_{n}}x_{n}, x_{n})\leq\phi(u, x_{n})-\phi(u, T_{r_{n}}x_{n})$

$=\phi(u, x_{n})-\phi(u, y_{n})$ .

$\phi(u, v_{m})\leq\alpha_{n}\phi(u, x_{n})+(1-\alpha_{n})\phi(u, y_{n})$ から，

$\phi(u, y_{n})\geq\frac{\phi(u,u_{n})-\alpha_{n}\phi(u,x_{n})}{1-\alpha_{n}}$
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よって

$\phi(u, x_{n})-\phi(u, y_{n})\leq\phi(u, x_{n})-\frac{\phi(u,u_{n})-\alpha_{n}\phi(u,x_{n})}{1-\alpha_{n}}$

$= \frac{\phi(u,x_{n})-\phi(u,u_{n})}{1-\alpha_{n}}.$

それゆえ，
$\lim_{narrow\infty}\phi(y_{n}, x_{n})=0.$

$E$ が一様凸かつ smooth であることから，補題 4より

$\lim_{narrow\infty}\Vert y_{n}-x_{n}\Vert=0$ . (3)

$\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n}-Sy_{n}\Vert=0$ から，
$narrow\infty hm\Vert y_{n}-Sy_{n}\Vert=0.$

$\{x_{n}\}$ が有界であることから，$\{x_{n}\}$ の部分点列 $\{x_{n}k\}$ が存在して，$X_{n}karrow\hat{x}$ . また $\lim_{narrow\infty}\Vert x_{n}-$

$y_{n}||=0$ から，$y_{n_{k}}arrow\hat{x}$ . よって $S$ が擬非拡大だることから，$\hat{x}\in\hat{F}(S)=F(S)$ を得る．
$J$ が有界集合上一様連続であり，かつ (3) から

$\lim_{narrow\infty}\Vert Jx_{n}-Jy_{n}\Vert=0.$

$r_{n}\geq a$ より，
$\lim_{narrow\infty}\frac{\Vert Jx_{n}-Jy_{n}\Vert}{r_{n}}=0$ . (4)

$y_{n}=T_{r_{n}}x_{n}$ より，
$f(y_{n}, y)+ \frac{1}{r_{n}}\langle y-y_{n}, Jy_{n}-Jx_{n}\rangle\geq 0, \forall y\in C.$

$n$ を $n_{k}$ とすると，(A2) より

$\frac{1}{r_{n_{k}}}\langle y-y_{n_{k}}, Jy_{n_{k}}-Jx_{n_{k}}\rangle\geq-f(y_{n_{k}}, y)\geq f(y, y_{n_{k}}), \forall y\in C.$

$karrow\infty$ とすると，(4) と (A4) から

$f(y,\hat{x})\leq 0, \forall y\in C.$

$0<t\leq 1$ を満たす $t$ と $y\in C$ に対し，$y_{t}=ty+(1-t)\hat{x}$ とする．$y\in C$ かつ $\hat{x}\in C$ から，$yt\in C$

すなわち $f(y_{t},\hat{x})\leq 0$ . よって，(Al) から

$0=f(y_{t}, y_{t})$

$\leq tf(y_{t}, y)+(1-t)f(y_{t},\hat{x})$

$\leq tf(y_{t}, y)$ .

$0<t\leq 1$ より，
$f(y_{t}, y)\geq 0, \forall y\in C.$

$t\downarrow 0$ とすると，(A3) から
$f(\hat{x}, y)\geq 0, \forall y\in C.$
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それゆえ，$\hat{x}\in EP(f)$ .
$w=\Pi_{F(s)\cap EP(f)^{X}}$ とする．

$x_{n+1}=\Pi_{H_{n}\cap W_{n}^{X}}$ かつ $w\in F(S)\cap EP(f)\subset H_{n}\cap W_{n}$ から，

$\phi(x_{n+1}, x)\leq\phi(w, x)$ .

ノルムは弱下半連続より

$\phi(\hat{x}, x)=\Vert\hat{x}\Vert^{2}-2\langle\hat{x}, Jx\rangle+\Vert x\Vert^{2}$

$\leq\lim_{karrow}\inf_{\infty}(\Vert x_{n_{k}}\Vert^{2}-2\langle x_{n_{k}}, Jx\rangle+\Vert x\Vert^{2})$

$= \lim_{karrow}\inf_{\infty}\phi(x_{n_{k}}, x)$

$\leq\lim\sup\phi(x_{n}k, x)$

$karrow\infty$

$\leq\phi(w, x)$ .

$\Pi_{F(s)\cap EP(f)}$ の定義より，$\hat{x}=w$ . すなわち $\lim_{karrow\infty}\phi(x_{n}k, x)=\phi(w, x)$ . それゆえ

$0= \lim_{karrow\infty}(\phi(x_{n}k, x)-\phi(w, x))$

$= \lim_{karrow\infty}(\Vert x_{n}k\Vert^{2}-\Vert w\Vert^{2}-2\langle x_{n_{k}}-w, Jx\rangle)$

$= \lim_{karrow\infty}(\Vert x_{n}k\Vert^{2}-\Vert w\Vert^{2})$ .

$E$ が Kadec-Klee property を持つことから，$x_{n_{k}}arrow W=\Pi_{F(S)\cap EP(f)^{X}}$ . それゆえ，{ $X$訂は
$\Pi_{F(s)\cap EP(f)^{X}}$に強収束する．口
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