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概要

既存の代表的な集団運動抽出の立脚点、方法論を概観し、化学反応動
力学の立場から問題提起をする。

1 導入

一言に、 大自由度力学系の集団運動といっても、 どのようなクラスの力学

系を考えるか、 どのような立脚点に立つのか、 によりその意味するところの

ものはさまざまである。例えば、 力学系の代表的な二つのクラスに、本研究

会 [1] の主題である、保存力学系と散逸力学系と呼ばれるものがあり、それ
らの挙動は大きく異なる。また、それらのクラスの中で、有限自由度の解の
振る舞いを調べるのか、あるいは、無限自由度の極限での挙動を調べるのか、
に依存して、 その挙動は大きく異なる。 さらに、 次の 2節で分類を試みるが、
それらをどのような立脚点から調べ、どのような集団運動を抽出したいのか
ということも、 その力学系の背後にある物理を反映して多様である。事実、

本研究会 [1] においてもさまざまな力学系が多様な立脚点から調べられ、大
自由度力学系の集団運動という統一的なテーマを共有しているにもかかわら
ず、 それら相互の知見を有機的に体系的に把持することは、 大変難しい課題
であるように思われた。 しかし、 本研究会 [1] のテーマである保存力学系と散

逸力学系の枠組みを越える、ということに代表されるように、それら相互の
知見を有機的に繋ぐことにより、新たなる発展へ向かうための契機となりう
るかもしれないと考え、

1. それらを有機的に繋ぐためにはどのような問いを立てる必要があるのか、

2. 筆者らの専門とする化学反応動力学の立場からどのような理論が希求
されているか

を論じた。 なお、 言うまでもないが、 この概観は、 筆者らの視点によるもの

であり、 本稿に挙げるものの他にも面白い力学系のクラス、 力学系の集団運
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動を調べるための面白い立脚点、 があるかもしれないことをあらかじめお詫
びしておく。

2 集団運動抽出のための二つの立脚点-軌道レベルと
分布レベル-

ここでは、 大自由度力学系の集団運動抽出の立脚点を、軌道レベルと分布
レベル、 という二つに分類する。 もちろん、 二つの立脚点は互いに独立では
ない。 しかし、 両者の対応がそんなに自明ではないことは、例えば [2] にょっ
て指摘されている。 端的に言えば、 分布レベルでの記述では、通常 $L^{1}$ ある

いは $L^{2}$ がその記述の舞台となるが、 一本の軌道上にのみ重みを持つデルタ
関数は、 それらの空間には入らないので、 一本の軌道は分布としては扱えな
いということである。 二つのレベルの記述の関係を考察する際に、 この問題
は避けて通ることのできない問題なのではないかと考えるが、筆者らはその
答えを知らない。

問 1(分布レベルと軌道レベルの記述の関係) 力学系の分布レベルでの記述
と軌道レベルでの記述の関係を調べよ。

分布レベル:

1. 数密度による記述: 均一で多数の自由度からなる系の集団運動を
議論する際には、軌道レベルでではなくその数密度の時間発展に
着目することで系の見通しの良い記述を得ることができる。 その
うちのいくつかは本研究集会においても取り上げられたが、

(a) 平均場を通して相互作用する均質な多数の自由度の集団運動

(b) 多数の同一な分子からなる分子液体の集団運動 (流体的モード)

を抽出する際に重要な出発点である。 これらの集団運動の記述に
おいて数密度が有効な役割を果たす理由としては、

(a) 自由度が均質であるから、 その自由度の個性を捨象し、数密
度として扱うことができること

(b) ある極限あるいは近似の下で数密度だけで運動の閉じた記述
が可能であること

の少なくとも二つが考えられる。一つ目の理由は明らかであろう。
二つ目の点に関しては、 平均場を通して相互作用する均質な多数
の自由度の集団運動の場合には、 その方程式の対称性から、分子
液体の場合には、以下の理由から可能になる。数密度は連続の方
程式を満たし、 その変化は、 局所的に隣接する領域間での数密度
のやり取りを通してしか起こらない。 したがって、 その密度が長
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波長の大域的なスケールでの変化を生じるためには長い時間がか
かる。 その時間スケールが、 分子スケールに比べて分離していれ

ば、 数密度等の長波長極限で遅い変数だけで閉じた記述ができる
[3, 4]。また、Kuramoto-Sivashinsky方程式等のもともとの方程式

がこの形をしているもの、Navier-Stokes 方程式のようにフラック
ス自由度とともに系の時間発展を記述するものもある。

2. 多体密度による記述: 数密度による記述と比べ、長所と短所は、以
下である。

(a) 数密度による記述と比べ、 自由度の個性を捨象する必要がな

いこと、 その時間発展は線型方程式として記述できる。

(b) 多体密度の時間発展方程式の解析は一般に困難である。

一般に、これらの記述で得られる方程式は、$\rho_{1}(x)$ を数密度分布、 $\rho_{N}(x_{1}, \cdots, x_{N})$

を自由度 $N$ の $N$ 体分布としたときに、

$\frac{\partial\rho_{1}(x)}{\partial t}=A\rho_{1}(x)+B(x, \rho_{1}(\cdot))$ (1)

および

$\frac{\partial\rho_{N}(x_{1},\cdots,x_{N})}{\partial t}=A_{N}\rho_{N}(x_{1}, \cdots, x_{N})$ (2)

となる。 ただし、 $A$ は数密度に作用する線形演算子、 $B$ $(x, \rho_{1} ())$ は数

密度に関する 2次以上の非線形な関数であるとする。これらの方程式
を、 さらに、慣性多様体、 あるいは、 中心多様体に縮約することが可能
であるかどうかは、 一般に、 演算子 $A$ または $A_{N}$ とその非線型部分 $B$

の性質による。

式 (1) の解の漸近挙動に関しては一般論はなく、解の存在すら不明な場
合も多い。部分的には、 [5] および本研究会 [1] の他の講究録を参照され

た $t\backslash _{O}$

式 (2) の解の漸近的挙動に関しては、

1. 演算子 $A_{N}$ が Hille-吉田の定理 (Theorem 7.8.1, [6]) の条件 (a-c)

をみたし、 その演算子が生成する半群が constrictive な Markov

演算子である場合には、 その解の漸近挙動は、 Markov 演算子の
スペクトル分解によって捉えることができ、 時間とともに減衰す

る部分および漸近的に周期的な部分に分解される (Theorem 5.3.1
(spectral decomposition theorem) $)[6]_{0}$

2. 演算子 $A_{N}$ が生成する Perron-Frobenius 演算子の固有値、固有ベ
クトルを数値的に計算する方法として GAIO (Global Analysis of

Invariant Objects) [7, 8, 9] がある。 GAIO の実装で主に工夫され
ている点として、
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(a) subdivision アルゴリズム [10, 11] と呼ばれる相空間を段階的

に細かく分割し、 その分割をバイナリーで符号化するアルゴ
リズムを用いている点、

(b) その分割に応じた基底で表現された Perron-Frobenius演算子
の表現行列が疎行列になることを利用している点

が挙げられる。 Perron-Frobenius演算子がコンパクト作用素であ
る場合には、 その表現行列の固有値、固有ベクトルが、相空間の分
割を細かくするにつれて、 Perron-Frobenius 演算子のそれへ収束
する。 その収束の評価に関しては [12] を参照されたい。 特にその

固有値、 固有ベクトルの内で重要となるのは、 その固有値の絶対値

が 1に近いものである。なぜなら、 その対応する固有ベクトルは、

Perron-Frobenius 演算子の作用により、他の固有ベクトルに比べ
て、 減衰が遅いからである。 また、 その固有値をもとに、 Perron-
Frobenius 演算子の作用に対して、 “ほとんど不変な集合” (Almost

invariant set) [13, 14] という 「ひとたび軌道がその集合に入ると
なかなか出てこられない遅い緩和を担う集合」を同定することが
できる。

問 2(数密度での記述と多体密度での記述との関係) 数密度の記述では、
非線型方程式であるのに対し、多体密度は線型方程式に従う。 この二つ

の記述はどのように関係しているのかを調べよ。

軌道レベル: 次に、軌道レベルでの集団運動の記述の代表的なものを挙げる。

1. 共変/反変 Lyapunov ベクトル: 共変 Lyapunov ベクトルは、 軌

道の初期条件を摂動したときに、 その初期条件の摂動が時間とと

もにどのように拡大または縮小されるかを与えるもので、座標変

換とともに共変的に振舞う。詳しい定義は、Oseledec $[15]$
、 Ruelle

[16] を参照されたい。また、 [17] に [16] へのコメントと分かりや
すい解説がある。反変 Lyapunov ベクトルは、 共変に対して反変
的に振舞うものである [18]。共変/反変 Lyapunov ベクトルは、相

空間の接/余接ベクトル空間上で定義されるもので、 それ自体、 相
空間全域で定義されたモードではないが、軌道の背後に遅い集団
モードが存在する場合には、軌道をそのモード方向に摂動したと

きの応答も遅い時間スケールを持つと期待されるので、伸び率ゼロ
に近い共変/反変 Lyapunov ベクトルは、背後にある遅い集団モー
ドを反映する可能性がある 1。これらの共変/反変 Lyapunov ベク

トルは、 コンパクト Riemann 多様体上の動力学を考える限り、 そ

1ただ、 ミクロな軌道レベルでの初期条件の摂動に対する応答とマクロな摂動に対する応答
を同一視してしてしまうことは、危ないかもしれない。 この論点に関しては、例えば Dorfman
[19] の p.72, 6.2 van Kampen’s objections を参照のこと。
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の計量の選び方には依存しない。 それは、 コンパクト多様体上の

二つの計量は同じ位相を定める、 ことを用いて示される。 また、

それらは、 長時間での漸近的な伸び、縮みを定量化するが、 時間
局所的な挙動の特徴付けを与えるものとして、 (局所) 有限時間

Lyapunov指数およびベクトルも考案されている。 しかし、標準的

な Lyapunov 指数、 ベクトルと異なり、 一般には計量に依存して
しまうことに注意する必要がある。

2. モードによる分解: 相空間中で、 ある自由度が、 その自由度方向

に軌道が大きく揺らぐ場合、 あるいは、 その自由度方向に軌道が

ゆっくり動くという場合、 その自由度の方向により、 系の集団運

動を捉えられる可能性がある。

(a) (非線型) 主成分 (Principal Component) [20, 21] あるい

は経験的モード [22]: これらは前者の軌道が大きく揺らぐ方
向に対応する。揺らぎの大きさだけしか参照しないため、 この

主成分モードが遅いモードに対応するかは直ちに明らかでは

ない。 タンパク質の平衡構造の周りの揺らぎの場合には、主成

分方向の微小揺らぎの大きさとその主成分方向の運動の振動
の時間スケールの間には関係がある [23] が、揺らぎの大きさ
が大きくなるとともに非線型性が強くなりそのようなアプリ

オリな対応は失われる。乱流の記述 [22] でも、 一般に大きなス
ケールの揺らぎは遅い時間スケールを持つと期待されるので、
経験的モードは、 乱流の遅い集団的な運動モードを捉えてい

る可能性がある。 また、 近年、 非線形主成分解析も行われる

ようになってきた。代表的なものに、 Kernel PCA (Principal
Component Analysis) $[20]$

、 Isomap [21] 等がある。 非線系の
成分を用いることにより、 運動を記述するために必要な次元

を減らすことが可能である。 どのぐらい次元を減らすことが
できるかに関する一般論はないが、例えば、後者の Isomap を
タンパク質の自由エネルギー地形の可視化に用いた研究とし
て [24] があり、 この論文の Fig. 2に、 線形主成分解析との比

較の図がある。 この適用例では、線形主成分解析で 10成分用

いても揺らぎの 6割程度しか捉えられていないのに対し、非

線系主成分解析では、 2成分だけで揺らぎの 9割以上を捉える
ことができている。 なお、 Kernel PCA の問題点としては、 ど

のような非線形カーネルを用いるに得られる結果が依存して

しまうこと、 および、 そのカーネルを選択する基準が存在し

ないこと、 等が挙げられる。 一方で、 Isomap の場合には、 計
量の選択、 方法論中に出てくる $k$ 近傍法の $k$ の選択等によっ

て結果が変わってしまう。 これらをどのように選ぶべきなの
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かは目的および適用される系の特性に依存して、 慎重に吟味
される必要がある。

(b) Koopman モード、Wavelet によるモード分解等: これは後
者のゆっくりとした自由度を取り出すための方法論である。
Koopman 演算子は、 Koopman [25] により導入された、 分

布に作用する Perron-Frobenius 演算子の共役演算子である。
Koopman は、分布の空間として Hilbert 空間を考察したので、
Koopman 演算子が作用する空間も Hilbert 空間であったが、
分布の空間としては、 $L^{1}$ 空間を考えるのが適切であると考え

られ、 その場合には、 対応する Koopman 演算子が作用する
関数空間は、 $L^{\infty}$ となる [6]。もとの時間発展方程式が非線系
方程式であっても、 $L^{\infty}$ 空間に作用する Koopman 演算子は、
線形演算子であり、 その演算子の固有値に対応するモードを

Koopman モードと呼ぶ。最近の Koopman 演算子を用いた集
団運動モードの抽出のまとまったレビューとしては [26] およ
び [27] がある。 また、 Koopman 演算子を用いたタンパク質と
水の協同運動モード抽出の試みとして [28] がある。
Wavelet によるモード分解のタンパク質の集団運動抽出への
応用に関しては、 戸田ら [29, 30] を参照のこと。

(c) 内部座標系によるモード分解:
$i$ . 基準座標 (固有振動モードとも呼ばれる)[31, 32]: 楕円平衡
点の近傍の非線形性が弱い系の動力学を記述するために

は、 有効な座標系である。 また、 次の標準型理論による座
標を構築する際の摂動の出発点ともなる。

ii. 標準型理論における座標: 端的に言うと、平衡点の周りの
非線形性を取り込んだ座標であるが、何を標準とするかと
いうことに依存して、様々な標準型が存在する。例えば、

平衡点周りの線形化された部分が半単純である場合には、
半単純標準型 [33] が最も良く用いられている。他の可能
な標準形としては、

A. intermediate normal form (法双曲的不変多様体) [34]

B. minimal (partial) normal form (Shilnikov標準型) (法
双曲的不変多様体から伸びている安定/不安定多様体)
[35, 36]

C. partial normal form (それらの分岐等を調べるための標
準型)[37]

等があり、 また、 線形部分が対角化不能な場合にも、 hy-
pernormal form 等 $[33]$

、 種々の標準形があり、 取り出し

たい性質によってこれらを使い分けるのが望ましい。 ま

159



た、 どのような Hamiltonian を出発点とするかによって
も、 様々な標準形が存在する。非線型性を取り込んでいる
といっても、軌道が平衡点から離れるに従い、 その座標に

よる軌道の記述は難しくなる。このことを改善するアイデ
アとしては、 [38, 39] がある。

iii. その他の内部座標、 主軸超球座標 [40, 41]: その他に大自

由度系の集団運動を記述するために用いられている代表
的なものとして、超球座標及び主軸超球座標がある。 これ

らの座標が潜在的にどのような系で有効な記述を与える
かは完全には分かつていないが、 系が、

A. 粒子置換等に対する離散対称性を持っている。

B. 系の遅い集団運動が、系の大きな変形を伴う場合 (蛋白

質の折り畳み等)

に特に有用であることが知られている。 $A$ . の理由は、粒

子置換操作が、主軸超球座標の角度の回転によって記述で
きる [42] ためであり、特に、系の量子力学の粒子置換対
称性を考慮する際に役に立つ。また、伝統的にこの座標系
は分子の衝突解離反応の記述に用いられてきた。なぜな
ら、 典型的には衝突解離反応は、二つの分子が接近、衝突

反応、 解離、 という三つのプロセスからなっており、接近

と解離プロセスは主軸の長さの変化として記述され、衝
突反応の間の分子種の組み換えは主軸超球座標の角度の
回転として、見通しよく記述できるからである。 この座標

系は、 近年、 柳尾ら [43, 44] らにより、 同種粒子からなる

希ガスクラスターの構造転移反応に対しても見通しの良
い記述を与えることが示された。また、この主軸超球座標
の特異性、 角度の空間のトポロジー等に関しては [45, 46]

を参照のこと。

3. 相空間の分割: 他に、 力学系の縮約記述を得る方法としては、

(a) 相空間の鎖回帰集合とそれ以外の勾配的な部分への分解 (モー

ス分解 [47] $)$

(b) 相空間のエルゴード成分への分解

等がある。 これらの分解は、 近年の計算機援用証明 (モース分解

[48] $)$ あるいは数値アルゴリズムの開発 (エルゴード分解 [49]) によ

り種々の系に適用されるようになってきた。

4. 不変集合への縮約: 相空間中に、低次元アトラクターが存在する、

あるいは、 他の低次元不変多様体が存在する場合には、 動力学を

それらの低次元不変多様体に制限することにより、系の低次元空
間における縮約した記述を得ることができる。
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(a) 固定点、 不安定周期軌道、 ホモ (ヘテロ) クリニック軌道

(b) KAM トーラス

(c) Smale の馬蹄、 Hetero-dimensional cycle. Blender [50]
(d) 法双曲的不変多様体 [51, 52]

ここでは、便宜上、分類したもののなかでも、互いに関連するもの、 あるいは、
関連すると予想されているものが存在する。 例えば、 軌道レベルにおける不
安定周期軌道と分布レベルにおける不変測度は、 不変測度の周期軌道展開 2を
通じて互いに関係しているし、 Koopman 演算子は密度の時間発展を記述する
Perron-Frobenius 演算子の共役演算子である。 また、 Almost-invariant set の
境界が、 余次元 1の安定多様体と不安定多様体からなっているのではないか
という仮説 [14] もある。 このような相互の関連を考察することが、大自由度
力学系の集団運動を統合的に把持する上で重要なのではないかと考えられる。

問 3 これらの異なる記述相互の関係を明らかにせよ。

次の節では、 まず、 化学反応動力学の目指すものを明示し、化学反応動力
学を理解する上で、 どのような立脚点がその目的にとって望ましいのか、 あ

るいは、 化学反応動力学の理解のためには、 どのような方法論が必要である
のかを議論する。

3 化学反応動力学の目指すもの

化学反応動力学は、 分子レベルでの定量的理解を可能とし、分子を基盤と
する様々な分野に、概念的基盤を提供しており、今では、 現代科学の中に欠
くことのできない一分野になっている。 種々の実験技術の進歩は、 分子の平
衡構造を決定することを可能としたし、分子を構成する原子間の相互作用は、
量子化学により計算され、 それらの分子集団からなる平衡状態にあるマクロ
な物質の物性は、 平衡統計力学の処方を用いることにより計算することがで
きる。 しかし、 化学反応動力学は、 それ以上のものを要求する。例えば、 レ

ヴインによる分子反応動力学の 「はじめに」 に次のように記されている。

静的な構造だけではなく、 その構造が時間とともにどのように変
化しうるのか、 そして、 その時間変化を制御するために何ができ
るかを知りたいのである。 我々はまずその変化がどのように起こ
るのかを記述したい。 そしてさらに望むらくは、 オーケストラの

指揮者のように分子の動きを統率したいのである [55]。

分子の動力学は、 量子力学、 また、 ある状況下では古典力学によって記述さ
れる。 分子は、 与えられた初期条件から出発し、 時々刻々、 形を変え、 その

2最近のサーベイは、 $[$53$]$ およびその引用文献を参照のこと。 量子力学の状態密度に関して
は、 $[$54$]$ の Trace Formula がある。
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電子状態を変えることにより化学結合を組み替える。それらの一連の変化が
その分子の化学反応を構成する。

4 化学反応動力学が提起する問題

分子の動力学でも、 その分子を構成している電子の自由度は均質であり、
密度汎関数法のように数密度での記述や、 ノ $\backslash$一トリーフォック法のように電

子が他の電子集団の作る平均場のもとでの運動として、近似的に記述するこ
とができる。 そのような均質な電子集団の運動も興味深いが、 ここでは、 分

子を構成する原子核の運動を問題とする。その理由のひとつには、系の遅い
自由度といったときには、原子核は電子と比べ、 1,000倍程度の質量を持って
おり、 電子と比して、 より遅い自由度を構成すると考えられるからである。
以上のような分子の動力学が他の大自由度力学系のそれと比して特有であ
ると考えられる点は、 主に以下の四点である。

1. ヘテロな自由度からなること: ヘテロな分子からなる系においては、自

由度は均質ではなく、 自由度の個性を捨象できないために、数密度だけ

でその集団運動を捉えることは難しいと考えられる。故に、ヘテロな分
子系の集団運動を抽出するためには、数密度、以外の出発点を探る必要
がある。 また、 その自由度も振動的であるものや双曲的なもの等、 多様

である。

2. 自由度の個性が切り替わること: また、その自由度の個性も相空間の場

所に応じて異なり、軌道が相空間中のどこにいるかによって、自由度の
個性も、振動的な自由度から双曲的な自由度へ、あるいは、 その逆、 と

いうように動的に切り替わる。

3. 自由度の数は有限であること、アプリオリな自由度の数無限大の極限
が存在しないこと: 化学反応動力学では、自由度無限大という理想化に
より現象を捉えられることもあるが、実際には、有限の自由度からなっ
ている。 また、 1や 2から、 どのように自由度の数無限大の理想化をす
べきなのかは明らかではない。

4. 長時間の漸近的振る舞いだけではなく過渡的な振る舞いが問題となるこ
と: さらに、 化学反応は有限の時間の間におこるので、長時間の漸近的

な振る舞いだけではなく、過渡的な振る舞いの理解が重要であること。
しかし、 化学反応でも散乱理論等、漸近的振る舞いで理解できるものも

ある。

以上のことから、化学反応動力学を記述するために取りうる立脚点としては、
多体分布による記述あるいは軌道レベルでの記述であるが、分子の自由度が
大きくなるにつれ、 その多体分布の時間発展を記述する Liouville 方程式は恐
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うしく複雑なものになる。 また、 GAIO による解析も自由度が多くなると、必
要となる相空間の分割の数も自由度とともに指数関数的に上昇するために、現
状の計算機性能では大自由度系への適用は困難であると考えられる。 Liouville
方程式の生成する Perron-Frobenius 演算子が定義するレゾルベントが有理型
関数 3の場合には、 Mezic らの方法 [26] を用いることで Koopman 演算子を通
して、 Perron-Frobenius 演算子のスペクトルの構造にアクセスできる可能性
があるが、 Spohn らにより Hamiltonian がツィスト条件を満たしてぃると、
対応する Liouville 演算子は連続なスペクトル密度を持つということが証明さ
れており [56]、一般の系に対して適用可能な方法論は筆者らの知る限り知ら
れていない。 よって、 ここでは、 軌道レベルで化学反応動力学を理解するた
めの指針を模索する。

5 化学反応動力学における法双曲的不変多様体の重
要性

以上のことを踏まえ、 それらの不変なもののうち、 特に、 法双曲的不変多
様体に焦点を当てる。 ここで法双曲的不変多様体が重要であると講演者らが
考えるのは、 法双曲的不変多様体が次の二つの性質をもつからである。

1. 法双曲的不変多様体は、 分子の従う運動方程式に摂動を加えても、頑強
に存在する。

2. 法双曲的不変多様体は、 その運動方程式が定義されている相空間中で、
低い余次元を持っており、特に余次元 2のものから出ている、安定多様
体、 不安定多様体は相空間を二つに区切ることができるので、 相空間中
の輸送に重要な役割を果たす。

分子の運動を記述する運動方程式を厳密には知りえないので、 それをよく近
似していると考えられるモデルを作り、 そのモデルを解析することで、分子
の運動を理解しようとする、 というのが、 分子の動力学をボトムアップ的に
理解するための方法である。 その際に、 そのモデルは、 もとの厳密な運動方
程式の近似に過ぎないので、 そのモデルが、 摂動に関して頑強ではない構造
を持っていたとしても、 もとの厳密な運動方程式は、 その構造を持つとは限
らないということに注意されたい。 分子の運動を理解したい、 という観点か
らは、 モデルが持つ構造ではなく、 もとの厳密な運動方程式がもつ構造にょ
り興味がもたれるので、 そのような摂動に関して頑強でない構造を調べたと
しても、 それが分子の運動の理解に資することはないかもしれない。一方で、
摂動に対して頑強な構造は、 モデルがもとの厳密な運動方程式の十分良い近
似になっていれば、 モデルがその構造を持つ、 ということから、 直ちに、 も

3その特異点が高々極
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との厳密な運動方程式もその構造を持つ、ということが結論できる。以上の
ことが、 我々が、 性質 1が分子の運動を理解するために重要であると考える
理由である。 一方、 性質 2も重要である。特に、 分子の運動を理解するとい

う観点からは、 分子の運動の時間無限大における漸近挙動、 よりも、 有限時

間における分子の運動に興味がもたれる。時間無限大という理想化がモデル
を見通しよくするのに役に立つこともあるが、分子の運動は常に有限時間内
で繰り広げられることに注意すべきである。例えば、分子がある形から別の
形にある時間の範囲内で形を変えることができるか？という問いに答えるた

めには、 相空間のどの領域とどの領域がつながっているか、 または、 どの領

域とどの領域が隔てられているか、を理解している必要がある。後者のよう
に、 相空間の領域を隔てることができるもの、 それが、 余次元 1の不変多様

体である。

6 法双曲的不変多様体の崩壊

先に、 法双曲的不変多様体は、 相空間中の輸送に、 重要な役割を果たすこ

とを説明したが、 その重要さ、 故に、 系のパラメータを変化させる等で、 そ

の法双曲的不変多様体が崩壊してしまうようなことが起こると、相空間中の
輸送が、 質的に変化することが予想される。大域的な変化に関しては、次の

節に譲ることにして、 ここでは、 法双曲的不変多様体の崩壊自体を調べるた

めの我々の理論的枠組みを紹介する [57,58]。先に説明したように、不変多
様体が法双曲的であれば、その不変多様体は頑強であるために、崩壊しない。

よって、 厳密には、 法双曲的不変多様体がどのように法双曲性を失い崩壊し
ていくのか、 という表現が正しいが、以下では、 その一連のプロセスを法双

曲的不変多様体の崩壊、 と呼ぶことにする。 法双曲的不変多様体には、 その

内部に、 不安定周期軌道とそれらを繋ぐホモクリニック軌道、ヘテロクリニッ
ク軌道が埋め込まれている。それらは、

1. 不変多様体が法双曲的である限り、系のパラメータを変化させても不変
多様体から抜け出せない。

2. 法双曲的不変多様体自体が崩壊しても、不安定周期軌道やホモクリニツ
ク軌道、 ヘテロクリニック軌道は、 頑強に存在する。

という二つの性質をもっており、法双曲的不変多様体の骨組みを提供してい

る。 また、 法双曲的不変多様体が崩壊した後も、 その残骸の一部として、 頑

強に存在し続ける。 この二つの性質を利用すると、 法双曲的不変多様体の崩

壊を、 その中に埋め込まれている不安定周期軌道、 あるいは、 ホモクリニッ

ク軌道、 ヘテロクリニック軌道に乗つかり、 それを延長していくことにより

追跡することができる。 これが、 我々が、 法双曲的不変多様体の崩壊を追跡

するために用いる戦略である。
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図 1: (a) 水素原子の電子が感じるポテンシャル $U$ の等高面 (b) エネルギー
$E=0.01$ と $E=1.45$ における典型的な電子の軌道。 $E=0.01$ では、 $x_{1}$ 軸が
ボトルネック (8の字の交わるところ) に直交する方向であるが、 $E=1.45$
では、 $x_{3}$ 軸がボトルネックに直交する方向になり、二つのエネルギーの間で、
反応座標の切り替えが起こる。

7 法双曲的不変多様体の崩壊がもたらすもの

次に、 法双曲的不変多様体が崩壊することにより、 どのような質的な変化
が、 相空間にもたらされるのか、 ということを示す現象を紹介する。 この現
象は、 我々が、 反応座標スイッチング と呼ぶものである。 系は、 図 1の (a)
に示すように水素原子が作り出すポテンシャル、妨方向に一様な電場と $x_{3}$

方向に一様な磁場、 それらの下で運動する電子からなるモデルである。 (a) の
原点が、 サドル $\cross$ センター $\cross$ センター型の固定点になっており、 その固定点
のエネルギーは $E=0.0$ としている。 また、 そのときのサドルにあたる自由
度は、 固定点近傍では $x_{1}$ である。 系のエネルギーが $E=0.0$ に十分近いと
きには、 その等エネルギー面上に法双曲的不変多様体が存在することを証明
できる。 しかし、 系のエネルギーを上げていくと、少なくとも $E=0.99$ 以上
では、 その法双曲的不変多様体は崩壊する [57]。その崩壊が、 電子の挙動に
どのように影響するのかを示す図が (b) である。 系のエネルギーが $E=0.0$
に十分近い $E=0.01$ のときには、 固定点近傍を $x_{1}$ 方向に横切るのが運動の
ボトルネックになる。 一方、 $E=1.45$ では $x_{3}$ 方向に横切るのがボトルネッ
クになっている。 以上のようなボトルネックに直交する自由度は動的な反応
座標と呼ばれるため、 このボトルネックの切り替えを反応座標スイッチング
と呼ぶ。 詳細な情報または今後の展開に関しては [57, 58] およびその議論を
参照されたい。
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