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1 はじめに

柏原正樹氏 (京都大学) と Seok-Jin Kang 氏 (ソウル大学) との共同研究で、我々は Khovanov-
Lauda-Rouquier 代数のスーパー版にあたる代数を導入した [KKT, Definition 3.1]。

2012年 9月初旬に、増岡彰氏 (筑波大学) と和久井道久氏 (関西大学) が主催された研究集会
「ホップ代数と量子群-応用の可能性」では、 [KKT] の内容のうち、研究の動機について詳しく講
演させていただいたので、本報告集原稿も基本的にはその際の講演にしたがって、 [KKT] の動機
について復習をさせていただこうと思う。
数学的に厳密な定義や定理を述べるよりも、気楽に読めるように日本語でごまかしている箇所も

あるが $1$

、 ざっと目を通していただいて、 我々の研究に興味をもっていただけたら幸いである。
以下では、体 $k$ 上の代数 $A$ につぃて、 MOD $(A)$ は $A$-加群のなすアーベノレ圏を、 Mod $(A)$ は

有限次元 A-加群のなす MOD $(A)$ の充満部分アーベル圏を意味している。 また超代数 $A$ につい
て $2$

、 その有限次元超且-加群圏 Modsu(A) やその同値な既約表現の集合 Irrsu(Modsu(A))、 および
de(super)categorification である Grothendieck 群 $K_{0}^{su}(Modsu(A))$ をどう定義するのかについては
説明しない。 いくつか候補があるので、 [K12, \S 12] あるいは [KKT, \S 2] を参照されたい。 また
Kac-Moody Lie 環や量子群に関しては [Kac, Kas, Lus] などを参照されたい。

2 対称群のモジュラー表現論
定義 2.1. $R$ を可換整域とし、 $q\in R$ を取る。 $(A$型 $)$ 岩堀．ヘッヶ環 $\mathcal{H}_{n}(q, R)$ とは、 $\{T_{i}|1\leq i<n\}$

で生成され、以下を定義関係式に持つ $R$ -代数である $(1\leq a\leq n-2 かつ 1\leq b, c<n で |b-c|>1)$
。

$(T_{b}+1)(T_{b}-q)=0, T_{a}T_{a+1}T_{a}=T_{a+1}T_{a}T_{a+1}, T_{b}T_{c}=T_{c}T_{b}.$

まず対称群のモジュラー表現論を思い出そう。 すなわち群環 $\mathbb{F}_{p}\mathfrak{S}_{n}=\mathcal{H}$

。
$(1_{\mathbb{F}_{p}}, \mathbb{F}_{p})$ の有限次元加

群圏 Mod $(\mathbb{F}_{p}\mathfrak{S}_{n})$ の考察のことであるが (ここで $p\geq 2$ は素数)
、 次のことが認識されている。

「 $\mathbb{F}_{p}\mathfrak{S}_{n}$ の表現論と、 $\mathcal{H}_{n}(f1, \mathbb{C})$ の表現論は似ている $3_{\rfloor}$
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1ただし、基本的には文献を挙げるので、正確な事柄についてはそれらを参照していただきたい。
2超代数とは $\mathbb{Z}/2\mathbb{Z}$-次数付き代数 (定義 2.3で $\mathbb{Z}$ の現れを $\mathbb{Z}/2\mathbb{Z}$ に置き換えたもの) の別名である。
$3\mathbb{C}$ は、 {灯が存在する正標数の体に置き換えても良い場合も多いが、 LLTA 理論を参照するために $\mathbb{C}$ としておく。
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例えば、 以下の現象が知られている。 ここで $\ell\geq 2$ は自然数だが、 $\mathbb{F}_{\ell}$ に現れる $\ell$ のみ素数を意

味している。 また $A_{\ell}^{(1)}$ 型アフィン Dynkin 図形については、 5 ページ先の図 1を参照。. 有限次元既約表現の同値類の集合 $\ovalbox{\tt\small REJECT} rr(Mod(\mathbb{F}\ell \mathfrak{S}_{n}))$ や Irr $(Mod(\mathcal{H}_{n}(\sqrt[\ell]{1}, \mathbb{C})))$ は、 $A_{\ell-1}^{(1)}$ 型量

子群 $U_{v}(\mathfrak{g}(A_{\ell-1}^{(1)}))$ から決まる Kashiwara crystal 構造 $B(\Lambda_{0})$ で parameterize でき、 さらに
$B(\Lambda_{0})$ によって分岐則のいくつかの情報を統制できる $[$Bra, $Kl1]$。

$n\geq 0n\geq 0\sqcup Irr(M\circ d(F_{\ell}\mathfrak{S}_{n}))\cong B(\Lambda_{0})\cong\sqcup Irr(Mod(\mathcal{H}_{n}(\sqrt[\ell]{1},\mathbb{C})))$
.

. Mod $(\mathbb{F}\ell \mathfrak{S}_{n})$ や Mod $(\mathcal{H}_{n}(\sqrt[\ell]{1}, \mathbb{C}))$ は、 $A_{\ell-1}^{(1)}$ 型 Kac-Moody Lie 環 $\mathfrak{g}(A_{\ell-1}^{(1)})$ の基本加群 $V(\Lambda_{0})$

(の適当な格子の双対 $V(\Lambda_{0})_{Z}^{*}$) を圏論化する (Ariki’s categorification [Ari]) 。

$\bigoplus_{n\geq 0}K_{0}$
(Mod $(\mathbb{F}_{\ell}\mathfrak{S}_{n})$ )

$\cong V(\Lambda_{0})_{Z}^{*}\cong\bigoplus_{n\geq 0}K_{0}(Mod(\mathcal{H}_{n}(\sqrt[\ell]{1}, \mathbb{C})))$
.

このように $F_{\ell}\mathfrak{S}_{n}$ と $\mathcal{H}_{n}(\sqrt[\ell]{1}, \mathbb{C})$ は似ているのだが、 $\mathcal{H}_{n}(\sqrt[\ell]{1}, \mathbb{C})$ については、幾何学的表現論の

手法を使うことによって、 より強いことが言える (Lascoux-Leclerc-Thibon-Ariki理論)
。

定理 2.2 ([LLT, Ari]). 任意の $\ell\geq 2$ について、

$n \geq 0^{Irr(Mod(\mathcal{H}_{n}(\sqrt[\ell]{1},\mathbb{C})))}\sqcuparrow\bigoplus_{n\geq 0}K_{0}(M\circ d(\mathcal{H}_{n}(\sqrt[\ell]{1}, \mathbb{C})))\cong V(\Lambda_{0})_{Z}^{*}(\in MOD(U(\mathfrak{g}(A_{\ell-1}^{(1)}))))$

の像は、 $V(\Lambda_{0})_{Z[v,v^{-1}]}^{*}(\in$ MOD $(U_{v}(g(A_{\ell-1}^{(1)}))))$ 上の Kashiwam-Lusztigの双対標準基底の $v=1$ に

おける特殊化と一致する。

LLTA 理論によって、 $\mathcal{H}_{n}(\sqrt[\ell]{1}, \mathbb{C})$ の (decomposition number などの) 表現論的な量を、量子群

に付随する量に対応させられる。 対称群のかモジュラー表現論のいくつかの部分は、 $\mathcal{H}_{n}(f1, \mathbb{C})$

のそれと一致すると予想されており [Jam, \S 4]、 この予想を信じるならば、対称群のかモジュラー
表現論についてもいくつかの情報が得られたことになる。

定義 2.3. $A$ を体 $\mathbb{F}$ 上の $(\mathbb{Z}-)$ 次数付き代数とする。すなわち $A$ は体 $\mathbb{F}$ 上の代数であって、任意

の $i,j\in \mathbb{Z}$ について $A_{i}A_{j}\subseteq A_{i+j}$ となる $\mathbb{F}$ -ベクトル空間の分解 $A=\oplus_{i\in Z}A_{i}$ を持つ 4。

(a) $Mod_{gr}(A)$ は有限次元左次数付き $A$ -加群と次数を保つ $A$ -準同型からなるアーベル圏を意味する。

(b) $Mod_{gr}(A)$ の対象 $M=\oplus_{i\in z^{M}:}$ と $k\in \mathbb{Z}$ について、 $M\langle k\rangle$ とは任意の $n\in \mathbb{Z}$ について

$(M\langle k\rangle)_{n}=M_{k+n}$ となる $Mod_{gr}(A)$ の対象の略記法である。割り当て $(Marrow fN)\mapsto(M\langle k\ranglearrow f$

$N\langle k\rangle)$ は $Mod_{gr}(A)$ 上の自己アーベル圏同値を与える。 この同値を $\langle k\rangle$ と書く。

(c) $M,$ $N\in Mod_{gr}(A)$ について、 $M\sim N$ とは、ある $k\in \mathbb{Z}$が存在して $Mod_{gr}(A)$ の中で $M\langle k\rangle\cong N$

となること略記法を意味する。

「次数を忘れると全単射 $Irr(Mod_{gr}(A))/\simarrow^{\sim}$ Irr(Mod $(A)$ ) が得られる」などのように、次数付
きの表現論を考えることによって、 多くの場合より精密な情報が得られることに注意しよう 5。特
に、 $K_{0}(Mod_{gr}(A))$ は $v=[\langle-1\rangle]$ によって $\mathbb{Z}[v, v^{-1}]$ -加群構造を持つ。すなわち $\mathbb{F}$-代数 $A$ に次数が

あれば，圏論化を通じて decategorification である Ko $(M$od $(A))$ の量子化 Ko $(Mod_{gr}(A))$ が得られ

る。 この一般論と、 定理 2.2を見比べると、以下が示唆される。

4このとき $1\in A_{0}$ が自動的 導出される。
5例えば、 重複度のような非負整数は、 $v=1$ を代入するとその値になるような、 非負整数係数ローラン多項式になる。
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「実は $\mathcal{H}_{n}(\sqrt[\ell]{1}, \mathbb{C})$ には非自明な次数が存在して、定理 2.2は [任意の $P\geq 2$ につぃて、

$n \geq\sqcup_{0^{Irr(Mod_{gr}(\mathcal{H}_{n}(板,\mathbb{C})))/\sim}}arrow\bigoplus_{n\geq 0}K_{0}(Mod_{gr}(\mathcal{H}_{n}(\sqrt[\ell]{1}, \mathbb{C})))\cong V(\Lambda_{0})_{\mathbb{Z}[v,v^{-1}]}^{*}$

の像は、 $V(\Lambda_{0})_{\mathbb{Z}[v,v^{-1}]}^{*}$ 上の双対標準基底と一致する。」 と精密化出来るのではないか」

ここで $\mathbb{F}_{p}\mathfrak{S}_{n}$ と $\mathcal{H}_{n}(fi, \mathbb{C})$ の類似を思い出せば、

「 $\mathbb{F}_{p}\mathfrak{S}_{n}$ には Ariki’s categorification の量子群版を与える次数が存在しているのではないか」

ということが示唆されていたことが了解されると思う。

3 Khovanov-Lauda-Rouquier代数
定義 3.1 ([Rou, \S 3.2.1]). $\mathbb{F}$ を体、 $I$ を有限集合とし、 $Q=(Q_{ij}(u, v))\in Mat_{I}(\mathbb{F}[u, v])$ を $Q_{ii}=0$

かつ、任意の $i,$ $j\in I$ について $Q_{ij}(u, v)=Q_{ji}(v, u)$ となるように取る。 $n\geq 0$ につぃて、 $KLR$ 代
数 $R_{n}(\mathbb{F};Q)$ とは $\{x_{p}, \tau_{a}, e_{\nu}|1\leq p\leq n, 1\leq a<n, \nu\in I^{n}\}$ で生成され、次を定義関係式に持つ $\mathbb{F}$

上の単位的結合的代数である。. $e_{\mu}e_{\nu}=\delta_{\mu\nu}e_{\mu},$ $1= \sum_{\mu\in I^{n}}e_{\mu},$ $x_{p}x_{q}=x_{q}x_{p},$ $x_{p}e_{\mu}=e_{\mu}x_{p},$ $\circ\tau_{a}\tau_{b}=\tau_{b}\tau_{a}if|a-b|>1,$. $\tau_{a}^{2}e_{\nu}=Q_{\nu_{\alpha},\nu_{a+1}}(x_{a}, x_{a+1})e_{\nu},$
$\tau_{a}e_{\mu}=e_{s}$

。
$(\mu)^{\mathcal{T}}a$ . $\tau_{a}x_{p}=x_{p}\tau_{a}$ if $p\neq a,$ $a+1,$. $(\tau_{a}x_{a+1}-x_{a}\tau_{a})e_{\nu}=(x_{a+1}\tau_{a}-\tau_{a}x_{a})e_{\mu}=\delta_{\nu_{。},\nu_{a+1}}e_{\nu},$. $(7b+\tau\tau_{b+1}-\tau_{b}\tau_{b+1}\tau_{b})e_{\nu}=\delta_{\nu_{b},\nu_{b+2}}((x_{b+2}-x_{b})^{-1}(Q_{\nu_{b},\nu_{b+1}}(x_{b+2}, x_{b+1})-Q_{\nu_{b},\nu_{b+1}}(x_{b}, x_{b+1})))e$

定義 3.2 ([Rou, \S 3.2.3]). $A=(a_{ij})_{i,j\in I}$ を対称化可能な $GCM$ とし、 $d=(d_{i})_{i\in I}$ を $A$ の sym-
metrization とする 6。 $Q^{A}=(Q_{ij}^{A}(u, v))\in Mat_{I}(\mathbb{F}[u, v])$ を、 以下を満たすように取る 7。

$Q_{ii}^{A}(u, v)=0, Q_{ij}^{A}(u, v)=Q_{ji}^{A}(v, u) , t_{i,j,-a_{ij},0}=t_{j,i,0,-a_{ij}}\neq 0.$

ここで $i,j\in I$ かつ、
$Q_{ij}^{A}(u, v)= \sum_{p,q\geq 0 ,pd_{i}+qd_{j}=-d.a_{ij}}t_{ijpq}u^{p}v^{q}$ である。

$n\geq 0$ と $\beta\in I^{n}$ について、 $R_{n}(\mathbb{F};Q^{A})$ は以下の割り当てによって各次数付き代数となる。

$\deg(e_{\nu})=O$ , deg $(x_{p}e_{\nu})=2d_{\nu_{p}},$ $\deg(\mathcal{T}_{a}e_{\nu})=-d_{\nu_{a}}a_{\nu_{a},\nu_{a+1}}.$

一応、KLR代数の正確な定義を書いたが、本稿では、対称化可能な GCM $A=(a_{ij})_{i,j\in I}$ につい

て、 適当に 2変数多項式たち $Q^{A}=(Q_{ij}^{A}(u, v))_{i,j\in I}$ を取ると、

で生成される KLR代数 $R_{n}(\mathbb{F};Q)$ が定まると思ってもらえれば十分である。 $I$ が 1点集合 (すなわ

ち $A=A_{1}=(2))$ の場合、 KLR 代数 $R_{n}(\mathbb{F};Q^{A_{1}})$ はニル．ヘッケ環 $NH_{n}$ と同じものである。
KLR代数は以下の意味で、量子群の半分 (の Lusztig格子の双対) を圏論化する。

定理 3.3 ([KLl, KL2, Rou]). 対称化可能な $GCMA$ と任意の体 $\mathbb{F}$ につぃて、 twisted bialgebm と

して以下の同型が成立する。

$\bigoplus_{n\geq 0}K_{0}(Mod_{gr}(R_{n}(\mathbb{F};Q^{A})))\cong U_{v}^{-}(\mathfrak{g}(A))_{\mathbb{Z}[v,v^{-1}]}^{*}.$

6すなわち、任意の $i,$ $j\in I$ について $d_{i}a_{ij}=d_{j^{a}ji}$ が成立していて、 $(d_{i})_{i\in 1}\in \mathbb{Z}_{>0}^{I}$ かつ $gcd(d_{i})_{i\in 1}=1$ である。
7例えば $i\neq i$ について $Q_{ij}(u, v)=u^{-a_{ij}}+v^{-a_{ji}}$ と取ることが出来る。
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一方で、 $A$ 型退化アフィンヘツケ環 $\mathcal{H}_{n,R}^{deg,aff}$ を考えよう。

定義 3.4. $R$ を可換整域とする。 $A$型退化アフィンヘッケ環 $\mathcal{H}_{n,R}^{deg,aff}$ とは、 $\{Sj|1\leq j<n\}\cup\{x_{i}|$

$1\leq i\leq n\}$ で生成され、 以下を定義関係式に持つ $R$-代数である $(1\leq a\leq n-2,1\leq b,$ $c<n,$
$1\leq i,j,$ $k\leq n$ かつ $1\leq b,$ $c<n$ で $|b-c|>1,$ $k\neq b,$ $b+1)$

。

(a) $s_{b}^{2}=1,$ $s_{a}s_{a+1}s_{a}=s_{a+1}s_{a}s_{a+1},$ $s_{b}s_{c}=s_{c}s_{b},$ $x_{i}x_{j}=x_{j}x_{i},$

(b) $sbxk=x_{k}s_{b},$ $s_{b}x_{b}=x_{b+1}s_{b}-1,$ $s_{b}x_{b+1}=x_{b}s_{b}+1.$

定義 3.5. $k$ を体とし、 $I$ $:=Image(\mathbb{Z}arrow k)\subseteq k$ をその素整域とする。有限次元 $\mathcal{H}_{n,k}^{deg,aff}$加群 $M$ が

整であるとは、任意の $1\leq i\leq n$ について、 $x_{i}$ の $M$ への作用の固有値が全て $I$ に属することを言

う 8。 $\mathcal{H}_{n,k}^{deg,aff}$の整表現からなる Mod $(\mathcal{H}_{n,k}^{deg,aff})$ の充満部分アーベル圏を Rep $(\mathcal{H}_{n,k}^{deg,aff})$ と書く。

ここで、 以上の 2つの定義は、以下の 2つの点で対称群の表現論と関係している。

(i) 可換整域 $R$ について、 群環 $R\mathfrak{S}_{n}$ は $\mathcal{H}_{n,R}^{deg,aff}$ の準同型像になっている。具体的には、以下の
$R$-代数全射準同型が存在する $( ここで L_{i}=\sum_{j=1}^{i-1}(j, i)\in R\mathfrak{S}_{n}$ は Jucys-Murphy 元)

。

$\mathcal{H}_{n,R}^{deg,aff}arrow R\mathfrak{S}_{n}, s_{j}\mapsto s_{j}, x_{i}\mapsto L_{i}.$

(ii) 素数 $p$ について Rep $(\mathcal{H}_{n}^{deg,aff}_{p})$ は $A_{p-1}^{(1)}$ 型 Kac-Moody Lie 環の普遍包絡環 $U(\mathfrak{g}(A_{p-1}^{(1)}))$ の半分
(の Kostant 格子の双対) を圏論化する [K12, \S 9]。

$\bigoplus_{n\geq 0}K_{0}(Rep(\mathcal{H}_{n}^{de_{\frac{g}{F_{p}}}aff}))\cong U^{-}(\mathfrak{g}(A_{p-1}^{(1)}))_{Z}^{*}.$

特に 2番目の事実から、 $\mathcal{H}_{n^{\frac{g}{F_{p}}}}^{de,aff}$ と $A_{p-1}^{(1)}$ 型 KLR代数には何らかの関係が存在することが示唆
されるが、 KLR代数に関する PBW 定理を示す議論から以下を示すことが出来る。

定義 3.6. $\ell\geq 2$ を自然数とするとき、 $Q_{\ell}\in Mat_{\mathbb{Z}/\ell Z}(\mathbb{Z}[u, v])$ を以下で定義し、体 $\mathbb{F}$ について

$Q_{\ell}^{F}\in Mat_{Z/\ell Z}(\mathbb{F}[u, v])$ を $Q_{\ell}$ の自然な像とする。

$(Q_{\ell})_{i,j}=\{\begin{array}{ll}-(u-v)^{2} (\ell=2 かつ i\neq j)\pm(v-u) (\ell\geq 3 かつ j=i\pm 1)1 (\ell\geq 3 かつ j\neq i, i\pm 1)0 (それ以外).\end{array}$

定理 3.7 ([Rou, Proposition 3.18]). $p\geq 2$ を素数とし、 $I$ を (代数的) 部分集合 $F_{p}^{n}\subseteq \mathbb{A}\frac{n}{F_{p}}$
の

$\overline{\mathbb{F}_{p}}[x_{1}, \cdots, x_{n}]$ における定義イデアル、 $J=\langle x_{1},$ $\cdots,$
$x_{n}\rangle\subseteq\overline{\mathbb{F}_{p}}[x_{1}, \cdots, x_{n}]$ とすると、 以下の $\overline{F_{p^{-}}}$

代数同型を得る (ここで両辺にはそれぞれ自然な代数構造が入ることが少し考えると分かる)
。

$k_{k}^{m\mathcal{H}_{n^{\frac{9}{F_{p}}/,k_{k}^{mR_{n}(\overline{\mathbb{F}_{p}};Q_{p^{p}}^{\overline{F}})/J^{k}R_{m}(\overline{\mathbb{F}_{p}};Q_{p^{p}}^{\overline{F}})}}}^{de,aff}},I^{k}\mathcal{H}_{n^{\frac{g}{F_{p}}\cong}}^{de,aff}$

つまり、 Rep $(\mathcal{H}_{n}^{de_{\frac{g}{F_{p}}}aff})$ と、「各 $x_{k}e(\nu)$ が幕零に作用する表現からなる Mod $(R_{m}(\overline{\mathbb{F}_{p}};Q_{p}^{\overline{F_{p}}}))$ の充満

部分圏」 は同値になるのである [Rou, Theorem3.19]。このように、 $A$ 型退化アフィン．ヘッケ環
と KLR代数の対応は、適当に局所化と完備化を取ることで得られる。 また定理 3.7から、以下が
得られる $[$Rou, Corollary $3.20]^{9}$

。

$8M=\oplus_{(i_{f})_{j=1}^{n}\in I^{n}}\{m\in M|1\leq\forall i\leq n, \exists N>0, (Xj-ij)^{N}m=0\}$ と広義固有空間に分解されることと同値。
9 [BKl, Theorem 1.1] では直接互いの逆写像を構成して直接証明している。
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定理 3.8 ([BKl, Rou]). 素数 $P\geq 2$ について、 $\mathbb{F}_{p}\mathfrak{S}_{n}$ は $KLR$代数の商 $R_{n}(\mathbb{F}_{p};Q_{p}^{\mathbb{F}_{p}})/\langle x_{1}^{\delta_{0,\nu_{1}}}e(\nu)\rangle_{\nu=(\nu_{f})_{j=1}^{n}\in \mathbb{F}_{p}^{n}}$

と $\mathbb{F}_{p}$ -代数同型である。

$e(\nu)$ や $x_{1}e(v)$ は共に斉次 (次数はそれぞれ 0,2) であることを思い出すと、 定理 3.8によって
$F_{p}\mathfrak{S}_{n}$ には次数が輸入される。 これが Ariki’s categorffication の量子化を与えるのである [BK2]。

4 対称群のモジュラー射影表現論
以上で説明したように、対称群のモジュラー表現論について結果を得る際にも、 $\overline{\mathbb{F}_{p}}\mathfrak{S}_{n}$ の affiniza-

tion である A型退化アフィンヘッケ環 $\mathcal{H}_{n^{\frac{g}{\mathbb{F}_{p}}}}^{de,aff}$ を考えることは本質的である。 また、定理 3.8の
$\mathcal{H}_{n}(\sqrt[l]{1}, \mathbb{C})$ 版 (ここで $\ell\geq 2$ は自然数) もほとんど同じ形で述べることが出来るが、 これを得る際
にも、 $A$ 型岩堀ヘッケ環の affinization である A型アフィン．ヘッヶ環と KLR代数の (適当に

局所化完備化をとった) 対応が重要になる。 この意味で、 標語的に

「KLR代数は、 $A$ 型 (退化) アフィン・ヘツヶ環の一般化である」

と言われることが理解されるだろう。 また 「$BCD$ 型アフィン．ヘツヶ環に対応する KLR 代数」
が $([EnKa, KM] の予想を証明する過程で)$ [VV, SVV] で導入されている。 このような観点から

「$A$ 型アフィン・ヘッケ環のスーパー類似に対応する KLR代数のスーパー類似は何だろうか？」

と本研究の動機を述べることが出来る。 または、 より実際的に以下のようにも言い換えられる。

「対称群の捻じれ群環 $\overline{\mathbb{F}_{p}}\mathfrak{S}_{n}^{-}$ について、 $\mathbb{F}_{p}\mathfrak{S}_{n}$ について述べてきた結果の類似を得られるか？」

本研究を説明する前に、 まずは対称群の射影表現について簡単に触れておこう。

定義 4.1. $R$ を可換整域とする。 $R$ 上の対称群の捻じれ群環 $R\mathfrak{S}_{n}^{-}$ とは、 $\{t_{i}|1\leq i<n\}$ で生成
され、 以下を定義関係式に持つ $R$ -代数である $(1\leq a\leq n-2 かつ 1\leq b, c<n で |b-c|>1)$

。

$t_{b}^{2}=1, t_{a}t_{a+1}t_{a}=t_{a+1}t_{a}t_{a+1}, t_{b}t_{c}=-t_{c}t_{b}.$

$n\leq 3$ ならば、 $R\mathfrak{S}_{n}^{-}=R\mathfrak{S}_{n}$ である。以下では、 $\frac{1}{2},$ $\sqrt{-1}\in R$ となっていないと面倒になるので、

本稿の最後まで、 $R$ は標数が 2ではない体 $R=k$ で、 さらに $k=\overline{k}$ と仮定する。

この仮定の下、 $H^{2}(\mathfrak{S}_{n}, k^{\cross})\cong \mathbb{Z}/2\mathbb{Z}\Leftrightarrow n\geq 4$ となるので [Suz, 第 3章 \S 2]、 対称群の $k$ 上の

射影表現論は、 Mod $(k\mathfrak{S}_{\overline{n}})$ の考察とほぼ同義である。本稿ではとりあえず、 $n\geq 0$ について、

(a) Mod $(\mathbb{C}\mathfrak{S}_{\overline{n}})$ の考察を 「対称群の複素射影表現論」
$\backslash$

(b) 奇素数 $p\geq 3$ について Mod $(\overline{\mathbb{F}_{p}}\mathfrak{S}_{\overline{n}})$ の考察を 「対称群のモジュラー射影表現論」

と呼ぶことにしよう。

(a) については、 Schur によって 1911年にまずは指標論的に研究され、 現在ではまとまった文
献 [Joz, HH, Ste] を読むことが出来る。 さて、 Nazarov は対称群の複素射影表現の既約加群を構成
するために、Young対称子の類似物を構成した [Naz]。その際、 Cherednik による A型退化アフィ
ンヘッケ環を用いた Young 対称子の表示 [Che] にアイデアを得て、 $A$ 型退化アフィン．ヘッケ
環の類似物 $S_{n,\mathbb{C}}^{aff}$ を導入している。 現在、 これはアフィン Sergeev環あるいは退化アフィン．ヘッ
ケクリフォード環と呼ばれている。
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$A_{1}^{(1)}$

$\alpha_{0}\circ\Leftrightarrow\alpha_{1}\circ$

$A_{\ell}^{(1)}$

$\alpha_{1}\alpha_{2}\alpha_{\ell}\circ-0-\cdot\cdot-0/^{\prime\alpha_{0}}/^{o}.\backslash _{\backslash _{\backslash }}$

$A_{2}^{(2)}$
$\alpha_{0}\alpha_{1}\circ\not\in\circ$

$A_{2\ell}^{(2)}$

$\alpha_{O}\circ\Leftarrow\alpha_{1}\alpha_{\ell-1}0-\cdots-\circ\Leftarrow\alpha_{\ell}\circ$

図 1: $A_{\ell}^{(1)},$ $A_{2\ell}^{(2)}$ 型アフィン Dynkin 図形 $(P\geq 1)$

定義 4.2. アフィン Sergeev環 $S_{n,k}^{aff}$ とは、 偶生成元 $\{t_{j}|1\leq i<n\}\cup\{x_{i}|1\leq i\leq n\}$ と奇生成

元 $\{C_{k}|1\leq k\leq n\}$ で生成され、以下を基本関係式に持つ $k$ -超代数である。. $x_{i}x_{j}=x_{j}x_{i},$ $C_{i}C_{j}+C_{j}C_{i}=2\delta_{i,j}$ $\cdot t_{i}^{2}=1,$ $t_{i}t_{i+1}t_{i}=t_{i+1}t_{i}t_{i+1},$ $t_{i}t_{j}=t_{j}t_{i}if|i-j|\geq 2,$. $t_{i}C_{j}=C_{s.(j)}t_{i},$ $C_{i}x_{i}=-x_{i}C_{i}$ $\cdot t_{i}x_{j}=x_{j}t_{i}$ if $j\neq i,$ $i+1,$. $C_{i}x_{j}=x_{j}C_{i}$ if $i\neq j$ , . $tixi=x_{i+1}t_{i}-1-C_{i}C_{i+1},$ $t_{i}x_{i+1}=x_{i}t_{i}+1-C_{i}C_{i+1}.$

定義 4.3. クリフォード環 $C_{n}^{k}$ とは、 奇生成元 $\{C_{k}|1\leq k\leq n\}$ で生成され、 $1\leq\forall i,\forall j\leq$

$n,$ $C_{i}C_{j}+C_{j}C_{i}=2\delta_{i,j}$ を基本関係式に持つ $k$-超代数である。

さて、捻じれ群環 $k\mathfrak{S}_{\overline{n}}$ は、 生成元ちを全て奇生成元とすることで超代数と思える。 一般に有限
次元 $k$-代数については、超代数の構造が入る場合、超代数と思って $\mathbb{Z}/2Z$ 次数付き表現論を考察

しても、少なくとも既約表現に関して失われる情報はない [K12, Corollary 12.2.10]。今後はいつで
も $k\mathfrak{S}_{\overline{n}}$ を超代数と思って、表現も $\mathbb{Z}/2Z$ 次数付きのものを考えることにする。

命題 4.4 ([Sel, Yam]). アフィン Sergeev環の商 $\mathcal{S}_{n,k}^{aff}/\langle x_{1}\rangle=\mathcal{C}_{n}^{k}\rtimes k\mathfrak{S}_{n}$ は、 超代数としてのテン

ソル積 $10k\mathfrak{S}_{n}^{-}\otimes C_{n}^{k}$ と $k$ -超代数として同型である。

定義 4.5. Sergeev環 $\mathcal{Y}_{n}^{k}$ とは、 超代数 $\mathcal{S}_{n,k}^{aff}/\langle x_{1}\rangle$ のことである。

Sergeev環 $\mathcal{Y}_{n}^{k}$ は、 $(\mathbb{C}\mathfrak{S}_{n}, \mathfrak{g}【_{}m(\mathbb{C}))$についての Schur-Weyl双対性の片側を $\mathfrak{g}【_{}m(\mathbb{C})$ のスーパー類似

である $q_{m}(\mathbb{C})$ に置き換えた場合の研究において導入されたものである (Sergeev双対性 [Se2])。命題
4.4 $|$ま、 $\mathcal{Y}_{n}^{k}$ と $k\mathfrak{S}_{n}^{-}$ が (スーパー表現論の意味で)「森田同値」であることを主張している [K12, Propo-
sition 13.2.2] [KKT, \S 2.4]。すなわち、対称群のモジュラー射影表現を考える際には、Modsu $(\overline{\mathbb{F}_{p}}\mathfrak{S}_{\overline{n}})$

を考える代わりに MO$d^{}$

$(\mathcal{Y}_{n_{p}})$ を考えてもほぼ同じになる。

ただし実際には、 $\mathcal{Y}_{n}_{p}$ やその affinization である $S_{n_{p}}^{aff}$ を使った方が簡単なようである。 この

理由に、 $S_{n,\overline{F_{p}}}^{aff}$ 中の $\{x_{i}|1\leq i\leq n\}$ が多項式関係式を満たすことが挙げられる。 実際、 $\overline{\mathbb{F}_{p}}\mathfrak{S}_{\overline{n}}$ そ

のものに affinization を定義出来るが $11$

、 そこには歪多項式関係式 12が現れる [Wang, \S 3.3]。
さて $\mathcal{S}_{n,k}^{aff}$ に関する以下の [BK3] の結果が本研究に関係する。 簡単のために、今は $k=\overline{\mathbb{F}_{p}}$ (た

だし $p\geq 3)$ の時のみ述べよう。 ここで Rep $(\mathcal{S}_{n,\overline{F_{p}}}^{aff})$ は整表現からなる Modsu $(\mathcal{S}_{n,\overline{F_{p}}}^{aff})$ の充満部分圏

で、以下の結果を述べたすぐ後に定義される。

$10A,$ $B$ を超代数とするとき、斉次元 $a1,$ $a2\in A,$ $b_{1},$ $b_{2}\in B$ について $(a_{1}\otimes b_{1})(a_{2}\otimes b_{2})=(-1)^{|b_{1}||a_{2}|}(a1a_{2}\otimes b_{1}b_{2})$

で超代数 $A\otimes B$ の積を定義する。一般に $|A|\otimes|B|\not\cong|A\otimes B|$ である。
$11$ この a伍 nization は $\mathcal{S}^{aff}n_{p}$ と森田同値になる。
$12i\neq j$ ならば $xi^{x_{j}=-Xj^{X}i}$ となる、歪可換な関係式のこと。
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$.$ Ir $r^{}$ (Rep $(\mathcal{S}_{n,\overline{F_{p}}}^{aff})$ ) は量子群 $U_{v}(\mathfrak{g}(A_{p-1}^{(2)}))$ から決まる Kashiwara crystal 構造 $B(\infty)$ で param-
eterize でき、 さらに分岐則のいくつかの情報を統制できる。

$n\geq u_{0}|rr^{su}(Rep(S_{n,\overline{F_{p}}}^{aff}))\cong B(\infty)$
.

. Rep $(S_{n,\overline{\mathbb{F}_{p}}}^{aff})$ は $A_{p-1}^{(2)}$ 型 Kac-Moody Lie 環 $\mathfrak{g}(A_{p-1}^{(2)})$ の普遍包絡環 $U(\mathfrak{g}(A_{p-1}^{(2)}))$ の半分 (の

Kostant 格子の双対) を「圏論化する」 $13_{o}$

$\bigoplus_{n\geq 0}K_{0}^{su}(Rep(\mathcal{S}_{n,\overline{F_{p}}}^{aff}))\cong U^{-}(g(A_{p-1}^{(2)}))_{\mathbb{Z}}^{*}.$

定義 4.6. 有限次元 $\mathcal{S}$naff,$\mathbb{F}$–p-超加群 $M$ が整であるとは、任意の $1\leq i\leq n$ について、 $x_{i}^{2}$ の $M$ への

作用の固有値が全て $\{j(i+1)|j\in\{0,1, \cdots, (p-1)/2\}(\subseteq \mathbb{F}_{P})\}$ に属することを言う。

[BK3] ではさらに議論を進めて 1 $rr^{su}(M$Odsu $(\mathcal{Y}_{n,\overline{\mathbb{F}_{p}}}))$ が量子群 $U_{v}(\mathfrak{g}(A_{p-1}^{(2)}))$ から決まる Kashiwara
crystal構造 $B(\Lambda_{0})$ で (分岐則込みで) parameterize できることを示している。森田同値を通じて
考えれば、 これはだいたい 14 Irr $(Mod(\overline{\mathbb{F}_{p}}\mathfrak{S}_{\overline{n}}))$ が $B$ (Ao) で (分岐則込みで) parameterize できるこ
とになる 15。 $A_{p-1}^{(2)}$ 型量子群の $B(\Lambda_{0})$ は pstrict $r$restricted な分割で実現できるので [Kan] [K12,
\S 22]、 Irr $(Mod(\overline{\mathbb{F}_{p}}\mathfrak{S}_{\overline{n}}))$ が明示的に parameterize されたことになるが $16$

、 これは近年の対称群のモ

ジュラー射影表現論における進展と言ってよいだろう。
なお [BK3] では $s_{n_{)}\overline{\mathbb{F}_{p}}}^{aff}$ をその $q$-類似であるアフィンヘ $\grave{}$ノ

$\grave{}$ ケ・クリフォード環 $\mathcal{H}\mathcal{C}_{n,k}^{aff}$ [JN] に置き換
えた場合について $17_{\backslash }q^{2}=f\sqrt[\alpha]{1}$の場合に同様の事柄を示している。 さらに $q^{2}=(\cdot\sqrt[X]{1}$ の場合は [Tsu]
で扱われている 18。また $\mathcal{S}_{n,k}^{aff}$ は A 型 Weyl群の捻じれ群環と森田同値な Sergeev 環の affinization
であったが、 ここの A 型を他の型に変えた場合も研究されている [KWl, KW2, KW3, $Kho$]。

5 簾ヘッケ超代数
$p\geq 3$ を奇素数とすると、 [BK3] の結果と定理 3.3から、 以下が素朴には期待できる。

「
$\mathcal{S}_{n}^{a}f\frac{f}{\mathbb{F}_{p}}$ と $R_{n}(\overline{\mathbb{F}_{p}};Q^{A_{p-1}^{(2)}})$ の間には、 $\mathcal{H}_{n^{\frac{g}{\mathbb{F}_{p}}}}^{de,aff}$ と $R_{n}(\overline{\mathbb{F}_{p}};Q_{p}^{\overline{F_{p}}})$ の間にあるような

(局所化や完備化を行うこと証明できる) 何らかの良い関係があるのではないか？」

我々の研究は、 $p=3$ の場合にこの期待の反例を見出すことから始まる [KKT, Remark 5.6]。そ
こで KLR代数を拡張し、 それと $S_{n}^{af} \frac{f}{\mathbb{F}_{p}}$ との関係をつけたことが [KKT] の主定理の 1つである。

定義 5.1. 対称化可能な $GCMA=(a_{ij})_{i,j\in I}$ のパリティ付けとは、 $I=I^{odd}\sqcup I^{even}$ なる集合の分
割であって、任意の $i\in I^{odd}$ と任意の $i\in I$ について $a_{ij}\in 2\mathbb{Z}$ となるようなものを言う。

パリティ付きの対称化可能な GCMA $=(a_{ij})_{i,j\in I}$ について、 $Q^{A}=(Q_{ij}^{A}(u,v))_{i,j\in I}$ を適当な条
件を満たすようにとる。 $KLR$代数の定義パラメータとしての $Q^{A}$ は $Q_{ij}^{A}(u, v)\in k[u, v]$ であった。

$13[BK3]$ では Modsu がァ-ベ 圏なるように定義されていないので、 ここは通常の意味における圏論化ではない。
Supercategorification の取り扱いについては [HW, KKO] なども参照されたい。

14ここの ambiguity は desuperization をするときの既約超加群の振る舞いに依ってぃる。
15同様の parametrization は [BK4] で異なる手法でも示されている。
16この可能性は LLTA 理論に触発されて [LT] で初めて提案された。
$17$Sergeev 環の $q$-類似としてヘッケ・クリフオード環 [Ols] が知られてぃるが、 これは $\mathcal{H}\mathcal{C}_{n,k}^{aff}$ の商になってぃる。
$18_{q^{2}=}$ 駈とすると、Lie 理論の型としてはアフィン Dynkin 図形 $D_{\ell}^{(2)}$ が出てくる。
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$A_{2}^{(2)}$

$\alpha_{0^{\alpha_{1}}}$
$A_{2\ell}^{(2)}$ $\alpha_{0}$

図 2: パリティ付き $A_{2\ell}^{(2)}$ 型 Dynkin 図形。

我々の定義では $i,j\in I^{odd}$ の場合のみ、 この選択を $Q_{ij}^{A}(u, v)\in k\langle u,$ $v\rangle/\langle uv+vu\rangle$ と変更する必要
がある。 このような $A$ と $Q^{A}$ について、 以下を満たす $(\mathbb{Z}\cross(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z}))$-次数付きの 2つの代数 「簸

ヘッケクリフォード超代数 $RC_{n}^{su}(k;Q^{A})$」 と「簸ヘッケ超代数 $R_{n}^{su}(k;Q^{A})J$ を定義する [KKT,
Definition 3. $1,$Definition 3 $.5]_{0}$

(a) 超代数としての同型 $RC_{n}^{su}(k;Q^{A})\cong R_{n}^{su}(k;Q^{A})\otimes C_{n}^{k}$ が成り立つ [KKT, \S 3.5]。

(b) $I^{odd}=\emptyset$ のとき、 $R_{n}^{su}(k;Q^{A})$ は通常の KLR代数の定義と一致する。

ここで任意の対称化可能な GCMA $=(a_{ij})_{i,j\in I}$ は $I^{odd}=\emptyset$ が少なくも 1つのパリティ付けであ

ることに注意すると、我々が定義した $R_{n}^{su}(k;Q^{A})$ は KLR 代数の一般化になっていることに注意
しよう。 そこで以下、 $R_{n}^{su}(k;Q^{A})$ を単に $R_{n}(k;Q^{A})$ と書こう。 なおパリティ付きの対称化可能な

GCM は [BKM, \S 1.4] で既に現れていた概念であり、 $R_{n}(k;Q^{A})$ は [BKM] の意味でのスーパー量
子群を圏論化する [HW, KKO]。

[KKT, Theorem 5.4] において、図 2のように $A_{M\#}^{(2)}$ をパリティ付けをすると、 $RC_{n}^{su}(\overline{\mathbb{F}_{p}};Q^{A_{p-1}^{(2)}})$

と $S_{n,\overline{F_{p}}}^{ffl}$ は適当な局所化と完備化を行うと同型になることを証明した 19。これは

「 $R_{m}(\overline{\mathbb{F}_{p}};Q^{A_{p-1}^{(2)}})$ の適当な商代数 201は、 $\mathcal{Y}_{n}^{a},f\frac{f}{F_{p}}$ と (スーパー表現論の意味で) 森田同値である」

ことを導く。 これが \S 4で説明した研究動機

「対称群の捻じれ群環 $\overline{\mathbb{F}_{p}}\mathfrak{S}_{\overline{n}}$ について、 $\mathbb{F}_{p}\mathfrak{S}_{n}$ について述べてきた結果の類似を得られるか？ $J$

に対する [KKT] における解答である。 $R_{m}(\overline{\mathbb{F}_{p}};Q^{A_{p-1}^{(2)}})\ovalbox{\tt\small REJECT}$ま [HW, KKO] で示された通り、「任意の既約
超加群を desuperization しても既約性が保たれる 21」などの良い性質を持っており、 $R_{n}(\overline{F_{p}};Q^{A_{p-1}^{(2)}})$

(の商代数) を通じて、対称群のモジュラー射影表現を研究することが今後の課題である。
さて $I$ が 1点集合で $I=I^{odd}$ とすると、& $(k; Q^{A_{1}})$ はニルヘッケ環 $NH_{n}$ のスーパー類似

$Nff_{n}^{u}=\langle\{x_{i}\}_{i=1}^{n}\cup\{\partial_{j}\}_{j=1}^{n-1}|_{x_{i}\partial.+\partial_{l}=1,\partial.x_{i}+x_{l+1}\partial_{i}=1,x\partial_{j}+\partial_{j}x_{I}=0ifi\neq j,j1}\partial^{2}=0,x_{i+1}\partial_{t}\partial_{l+1}\partial_{i}=x_{。}\partial_{s+1}x_{b}\partial_{l}+\partial_{i+1},\partial_{l}\partial_{f}+\partial_{f}\partial_{i}=0if|i-j|>1\dotplus\rangle$

になる 22。我々はこれまで説明してきた通り、ヘッケ環や対称群の表現論における圏論化の文脈から
この定義に至ったが、 [KKT] の投稿約 3週間後に [EIKh] が arXiv に現れた。 ここ (および [EKL])
では $NH_{n}^{su}$ が結び目理論における圏論化の文脈 [LOT] から導入され、 さらに [EKL, ElKh, Eli] で
は対称関数環 $\Lambda=\oplus_{n\geq 0}k_{m>0^{\mathbb{Z}[x_{1},\cdots,x_{m}]_{n}^{\mathfrak{S}_{m}}}}^{m}$ のスーパー類似 $O\Lambda$ が新しいホップ代数として
( $NH_{n}^{u}$ と共に) 研究されている。異なる 2つの圏論化の文脈から $R_{n}(k;Q^{A_{1}})=NH_{n}^{su}$ が独立に導

入されたことは興味深いと言ってよいだろう。

19実際には [KKT] では $s_{n.\overline{F_{p}}}^{aff}$ 以外に、 $s_{n,\overline{Q}}^{aff}$ や、 $\mathcal{S}_{n,k}^{aff}$ の $q$-類似であるアフィンヘッケクリフォード環 $\mathcal{H}C_{n,k}^{aff}$ につ

いても同様の定理を示している [KKT, \S 4,\S 5]。 Lie 理論の型には $A_{\infty},$ $B_{\infty},$ $C_{\infty},$
$A_{n}^{(1)},$ $A_{2n}^{(2)},$ $C_{n}^{(1)},$ $D_{n}^{(2)}$ が出てくる。

20定理 3.8と同様に定義される。
21 [HW] では、 このことを ’‘type $M$ phenomenon” と呼んでいる。
$22I$ が 1点集合で $I=I^{even}$ とすると、 $R_{n}(k;Q^{A_{1}})$ はニルヘッケ環 $NH_{n}$ と思える。
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6 最後に

この度、講演の機会を与えてくださった増岡彰さんと和久井道久さんに感謝いたします。 ありが
とうございました。
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