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Abstract
近似 $GCD$ 計算では，共通因子の係数の大きさよって問厘が悪条件になることが知られている．本稿

では，共通因子の係数の大きさを調整する多項式の規格化の方法について述べる．

1 はじめに

本稿では数体 $K$ を係数に持つ 1変数多項式 $f(x),$ $g(x)\in K[x]$ を扱う．

浮動小数係数の多項式行列を扱うにあたり，与えられた問題が良条件であるか・悪条件である力 $\searrow$ また

悪条件である場合において問題の良条件化を考えることは，数値計算の分野では当たり前のように行われ
ていることだが近似代数 (数式処理) の分野ではそれほど考えられていない．多項式やベクトルの場合で入
力が一つの場合，正規化や規格化を行うことにより問題を変換したりスケール化することも多い．2つの言
葉は同じ意味で使われることが多いが，本稿では 2つの言葉を次のように区別する．

定義 1(正規化規格化)
多項式の係数ベクトルの要素全体に数値をかけて全体を一様に操作する変換を正規化，多項式．ベクトル
を一般に作用させる変換を規格化と呼ぶ $0$

このため，正規化は規格化に含むことにする．実際に例を上げる．

例 1(正規化規格化)
多項式 $f(x)=f_{n}x^{n}+f_{n-1}x^{n-1}+\ldots+f_{0}$ について :. 正規化 : f/ $||$州. 規格化 : $f(x)arrow f(1/x)x^{dog(f)}=f_{0}x^{n}+f_{1}x^{n-1}+\ldots+f_{n}$, FFT$(f)$

複数多項式の場合に上の変換を行うと共通因子などの有効な情報が失われてしまう．
近似 $GCD$ 計算 [SN89] において，悪条件問題の克服は大きなテーマの一つである．これまで $GCD$ 計算
の悪条件の克服方法をとして次がある．
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. 微小主係数 $GCD$問題: 因子分離法 JCWZO4, SSO7]. 巨大主係数問題: 多項式の分離 [SSO7]

いずれの方法も各多項式に関して分解変換を行なっており，変換には与えられた多項式の次数 $n$ に関し
て $O(n^{2})$ の計算量が必要である．また，実際に適応すると次数の大きな問題には適応が難しいという欠点
がある．
ベズー行列を用いた $GCD$ 計算法 (Barnett の定理)[Barnett70, Barnett71, DG02] は $GCD$ 計算の問題を

ベズー行列の要素を元にした連立線形方程式に帰着する．互除法・シルベスター行列同様に微小主係数 $GCD$

を持つ場合には悪条件になることが知られているが [Sanuki09], 対策は何も講じられていない．
上に上げた方法はいずれも 1つの多項式単体を扱う変換で合った．本稿では複数多項式を扱う規格化の

方法を提案する．本稿で扱うペズー行列は与えられた複数多項式から構成される行列のため，共通因子な
どの情報を失うことを避けることができると期待できる．

2 規格化の方法

2.1 Bezout 行列と $GCD$ の関係

与えられた多項式 $f(x),g(x)\in \mathbb{K}[x]$ に対して，ベズー行列 Bez$(f,g)$ は次で定義される．

$Bez(f,g)=(\begin{array}{lllll}b_{0,0} b_{0,1} \cdots \cdots b_{0,n-1}b_{O,0} b_{0,1} \cdots \cdots b_{0,n-1}| | \ddots |b_{n-1,O} b_{n-1,l} \cdots \cdots b_{n-1,n-1}\end{array})=(b_{0}, b_{1}, \ldots, b_{n-1})\in \mathbb{K}^{nxn}$. (1)

行列の各要素 $b_{i,j}$ はベズー多項式 $\frac{f(x)g(y)-f(y)g(x)}{x-y}=\sum_{i,j<n}b_{i,j}x^{i}\dot{\psi}$ の係数であり，ペズー行列は対称
行列である．Dia Toca&G. Vega によるペズー行列と $GCD$ の関係を表す定理として Bamett の定理が知
られている [DG02].

定理 2(Barnett の定理 [DG02])
$k=\deg(gcd(f,g))$ とする．このとき，後ろから $(n-k)$ 列 $b_{k},$

$\ldots,$
$b_{n-1}$ は一次独立であり，前から $k$ 列

$b_{0},$ $\ldots,b_{k-1}$ は後ろの $(n-k)$ 列で張ることができる ;

$b_{i}= q_{1}b_{k}+\sum_{j=2}^{n-k}c_{\dot{\tau},j}b_{k-1+j}$ fior $0\leq i\leq k-1$ . (2)

更に，各 $c_{i,1}$ はモニックな $GCD$ の $i$ 次の係数になる : $gcd(f,g)=x^{k}+c_{k-1,1}x^{k-1}+\ldots+c_{0,1}$ . 1

実際には次の連立方程式系を解いて $GCD$ を求める．

$\tilde{B}_{k}x=b_{i}(i=0, \ldots, k-1)$ . (3)

行列 $B_{k}$ $|$はベズー行列 Bez$(f,g)$ の後ろから $n-k$行，$n-k$ 列の要素からなる正則な対称行列である．
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2.2 規格化

式 (4), すなわち式 (3) の解 (の第 1要素) を変化させると $GCD$ が変化する．連立方程式系 (3) を変化
させた $\tilde{B}_{k}x=\alpha b_{i}$ は解 $x=\alpha$ を持つ．この条件を保持したまま，ベズー行列全体について

$\alpha b_{i}=c_{\dot{\tau},1}b_{k}+\sum_{j=2}^{n-k}c;.i^{b_{k-1+j}}$ (4)

をみたすような対称行列は次の行列 $B_{k,\alpha}$ になる．

$B_{k,\alpha} = (\begin{array}{llll} \alpha\tilde{b}_{0}^{T} \alpha^{2}\tilde{B}_{0,k-1} | \alpha\tilde{b}_{k-1}^{T}\alpha\tilde{b}_{0} \cdots \alpha\tilde{b}_{k-1} \tilde{B}_{k}\end{array})$ (5)

$= (b_{0}^{(\alpha)}, \ldots,b_{n-1}^{(\alpha)})$. (6)

ここで，$\tilde{B}_{0,k-1}=(b_{i.j})_{i,j\leq k-1}$ である．行列 $B_{k,\alpha}$ は階数 $k$ の対称行列であり，次からベズー行列になるこ
とがわかる．

命題 3
任意の対称行列に対するペズー行列が存在する 1

また，一意性についても保証が可能である．

命魑 4(ベズー行列の一意性)
2つの多項式の組 $(f,g)$ と $(f’,g’)$ のベズー行列が異なるとき，$(f,g)$ と $(f’,g’)$ は一致しない．
証明 相異なる多項式の組 $(f,g)$ と $(f’,g’)$ のそれぞれのベズー行列が一致したと仮定する，すなわちベ
ズー多項式が一致すると仮定する Bpol$(f,g)=$ Bpol$(fi,g_{1})$ . このとき，

Bpol$(f-f_{1},g_{1})$ $=$ Bpol$(f,g-g_{1})$ ,

Bpol$(fi,g-g_{1})$ $=$ $-Bpo1(f-f_{1},g_{1})$ ,

であり次が成立する．

Bpol$(f-f_{S}g-g_{1})$ $=$ Bpol$(f,g)-Bpo1(f,g_{1})-Bpo1(f_{1},g-g_{1})$

$=$ Bpol$(f,g)-$ Bpol$(f,g_{1})+$ Bpol$(f-f_{1},g_{1})$

$=$ Bpol$(f,g)-$ Bpol$(f_{1},g_{1})\Rightarrow 0.$

したがって，1) $f-fi=g-g_{1}$ , または 2) $f-fi=0$ または $g-g_{1}=0$である．$f-fi=g-g_{1}=a\neq 0$

のとき，

Bpol$(f’g)$ $=$ Bpol$(a, a)+$ Bpol$(a,g_{1})+$ Bpol$(f_{1}, a)+$ Bpol$(f_{1},g_{1})$

$=$ Bpol$(a,g_{1}-fi)+$ Bpol$(fi_{\}}g_{1})$

から $g_{1}=fi$ となり矛盾する．上から $a=0$であり，$f-fi=0$ かつ $g-g_{1}=0$ であることがわかる．以上
より，仮定に矛盾する．1
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以上より，$B_{k,\alpha}$ はペズー行列となり，行列を満たすような多項式が存在することがゎかる．満たす多項
式の $GCD$ は次になる．

$x^{k}+\alpha(c_{k-1,1}x^{k-1}+\ldots+q),1)$ . (7)

行列 $B_{k,\alpha}$ に対応する変換の他にも次のような変換が考えられる．

1. 低次の $\ell$ 項の係数を操作．

$()’$
(8)

このとき，$GCD$ は $x^{k}+c_{k-1,1}x^{k-1}+\ldots+c_{\ell.1}x^{\ell}+\alpha\langle c_{\ell-1,1}x^{\ell-1}+\ldots+q_{1})$ になる．この変換を複
数回繰り返すことで，$GCD$ の係数を任意に操作することができる．

2. $GCD$ が変わらない変換．ベズー行列は変換されるが $GCD$ は変わらない．

$(B_{0,k-1}b_{0}^{T} \cdots B_{k,k_{1}} \beta B_{k_{1}+1}b_{0}^{T}:)$ . (9)

2.3 多項式の組の構成

対称行列が与えられた時，それをベズー行列とする多項式の組 $(f’,g’)$ をどのように求めるかについて解
説する．まず多項式の係数とベズー行列の要素について次が成り立っ．

命題 5 $([CZGO2])$

多項式の組 $(f,g)$ のベズー行列の係数は $P_{i,j}=f_{igj}-f_{j}g_{i}$ の和でかける．

$b_{i,j}= \sum_{k=\max\{0,i-j\}}^{:n\{\dot{\cdot},n-1-j\}}P_{1-k.j+1+k}m$. (10)

[CZG02] では各 $P_{\iota,j}=f_{:g_{j}}-f_{j9i}$ から $b_{i,j}$ を構成できることを示しているが，$b_{i,j}$ から各 $P_{i,j}=f_{1g_{j}}-f_{jg_{i}}$

の構成が次の方法で可能である．

アルゴリズム 1 (Find $P_{i,j}$ by marching)
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input: Bezout matrix $B\in F^{nxn}$ ;

$P=$ upper triangular and diagonal part of $B$;
for ifrom $n-1$ to $1doby-1$

for $j$ from $i-1$ to $n-1$ do
$P_{i,j}arrow P_{i,j}-P_{i-1,j+1}$

end $do$;
end do;

return $P_{1,j}$

ゆえに，係数の積差 $P_{j}$ から各係数を求める問題に帰着される．
$f_{n}=g_{n}=1$ と仮定する．このとき，

$P_{1n}=f_{t}-g_{i}\in K,P_{1,j}=f_{1}g_{j}-f_{j}g_{i}\in K$

であり，これらから

$-P_{*,n}f_{j}+P_{1,j}=-f_{i}P_{j,n}$

$-P,{}_{n1k}P,f_{j}+P_{k,j}P_{1,n}-(-f_{1}P_{k},{}_{nj,k}P+P_{i},{}_{k}P_{j,n})=0$

であり，みおよび乃を求めることができる．1つわかれば残りの係数もすぐに計算することができる．

2.4 許容度の変化

Bamett の定理より，
n-ゐ

$b_{i}=c_{\dot{\not\in},1}b_{k}+ \sum\cdot b+\epsilon:.$

$j=2$

$\epsilon_{1}$ の第 1要素は $GCD$ の係数 $C;,1$ の摂動に対応する．$C;,1$ を $\alpha$ 倍，すなわち果を $\alpha$ 倍すると，摂動の大き
さも $\alpha$倍される．したがって，規格化によって許容度は次のように変化することがわかる．

命題 6

ベズー行列による規格化を適応すると，許容度が $O(\epsilon)$ から $0(\alpha\epsilon)$ に変化する 1

2.5 条件数の変化

条件数とは，数値的安定さを表す尺度として次のように定義される (大きいほど，不安定になる).

cond(M) $=||M||\cdot||M^{-1}||.$

ここで $||M||= \max_{j}\sum_{i=1}^{n}||M_{i,j}||$ である．条件数に関して，次が成り立つ．

補題 7
正則な行列 $M$ に対して

cond$(\alpha M)=$ cond$(M)$ With $\alpha\in K$‘.
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補題 8
行列 $M$ の部分行列 $M_{p,q}^{(i,j)}$ を

$M_{p,q}^{(i,j)}=(\begin{array}{lll}m_{p,q}\ddots \cdots m_{p,q+j-1}| \ddots |m_{p+i-1,q} m_{p+i-1,q+j-1}\end{array})\in \mathbb{K}^{ixj},$

行列 $M$ の作用 $T_{i,\alpha}(M)$ を次で定義する．

$T_{i,\alpha}(M)=(M_{i+1,1}^{(n-i,i)} \alpha M_{1}^{(ii)}i \frac{1}{\alpha}M_{i+1,n}^{(n-i,n-i)}M_{1,i+1}^{(i,n-i)})$

このとき，

cond$(M)\approx$ cond$(T_{i,\alpha})(M)$ .

$\iota$

行列の変換は条件数などの改善を行うものではなく，多項式としてみたときに微小主係数 $GCD$ 問題，巨
大主係数問題を避ける変換である．

3 計算量

共通因子を持つ多項式の規格化は次のステップで実行され，それぞれの計算量は次の通りである．
1. 入力多項式からベズー行列を生成し，$B_{k,\alpha}$ を生成
多項式の積 $f(x)9(y)$ の計算に $(n+1)(n+1)$ 回の積，および $n^{2}-1$ 回の和の計算

2 $P_{i,j}$ を構成

$\frac{n(n+1)}{2}$ の和の計算

3. 各係数を求める
$O(n)$ で計算可能である．

ゆえに，計算量は $0(n^{2})$ であり，両端消去による互除法 [Sanukill] より計算量は少ない．

4 規格化を含めて $GCD$計算法

4.1 微小主係数 $GCD$ 問題

有効浮動小数 [KS97] または 1回の主係数消去にょって，微小主係数の大きさ $|\delta|\ll 11$ はおおよそ見積も
ることができる (第 2主係数に $0(1/\delta)$ の桁落ちが起きる). そのため，$\alpha=0(\delta)$ とし $B_{k,\alpha}$ という変換を行
うことで微小主係数 $GCD$ 問題を避けることができる．

4.2 巨大主係数問題

$GCD$ を変化されない変換を利用する．入力多項式の係数から判断することができる (滅多に発生する悪
条件問題ではない).
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4.3 $GCD$ 計算

規格化によって条件数はほぼ変化しないことは既に指摘済みであり，規格化によって $GCD$ が変化するこ

とだけが保証される．このため，$GCD$ を計算するためには一度規格化を行い，両条件化された問題を互除
法などの高速算法で解き，最後得られた $GCD$ を元に戻すという手順で $GCD$ を計算する必要がある．

5 まとめ

本稿では，ベズー行列を用いた複数多項式に関する規格化について提案した．規格化そのもので $GCD$ を

変換することはできたが，条件数まで変化させる変換ではなかったため，ベズー行列をみたす多項式を求め
る必要がある．条件数を変化させることは今後の課題である．
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